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VORREDE. 


-IJas  Bedürfnis  nach  einer  zweiten  Auflage  des  ersten  Bandes 
meines  Lehrbuches  für  Bahnbestimmungen  gab  mir  die  erwünschte  Ge- 
legenheit, die  vielfachen  Mängel,  welche  diesem  Theile  in  seiner  ersten 
Auflage  anhaften,  zu  beseitigen  und  durch  entsprechende  Umarbeitung 
dessen  Brauchbarkeit  zu  erhöhen;  die  vorgenommenen  Änderungen  sind 
aber  so  durchgreifender  Natur,  dass  die  vorliegende  zweite  Auflage  als 
neues  Werk  betrachtet  werden  darf,  von  dem  ich  hoffe,  dass  es  sich, 
wie  sein  Vorgänger,  Freunde  erwerben  werde.  Es  soll  hier  auf  einige 
der  wesentlichsten  Zusätze  hingewiesen  werden. 

Eine  umfassende  Bearbeitung  hat  der  Abschnitt  über  die  Ände- 
rungen der  Fundamentalebenen  erfahren,  indem  auf  Grundlage  der  Le- 
Verri  er 'sehen  Werthe  für  die  Lageveränderungen  der  Ekliptik  ein  voll- 
kommen consequentes  System  der  Präcessionsausdrücke  aufgestellt  und 
hierbei  die  Glieder  dritter  Ordnung  vollständig  mitgenommen  wurden. 
Die  Resultate,  welche  sich  auf  pag.  202  und  203  des  vorliegenden  Bandes 
zusammengestellt  finden,  weichen  in  einigen  wenigen  Fällen  um  eine  Ein- 
heit der  letzten  Stelle  von  jenen  Werthen  ab,  die  ich  in  Nr.  2387  der 
Astronomischen  Nachrichten  veröffentlicht  habe;  die  hier  mitgetheilten 
Zahlen,  die  also  innerhalb  der  Unsicherheitsgrenze  der  Rechnung  mit 
jenen  stimmen,  verdienen  jedoch  den  Vorzug.  Auf  Grundlage  dieser 
Zahlen  sind  Tafeln  (Tafel  XII)  in  grosser  Vollständigkeit  gegeben,  welche 
die  Berechnung  der  Säcularvariation  und  des  sogenannten  dritten  Gliedes 
wesentlich  erleichtern.  Die  Ausdrücke  für  die  Nutation  sind  weiter  ent- 
wickelt, als  es  sonst  geschehen  ist,  und  zu  deren  Berechnung  wie  auch  zur 
Bestimmung  der  für  die  Reduction  auf  den  scheinbaren  Ort  nöthigen  Hilfs- 
grössen  ausführliche  und  bequeme  Tafeln  (Tafel  X)  beigegeben;  bei  der 
Aberration  ist  durchaus  das  kleine,  sonst  meist  vernachlässigte,  von  der 
Erdbahnexcentricität  abhängige  Glied  mitgenommen  worden,  ohne  dass  in 
den  Endformeln  irgend  eine  weitere  Complication  zum  Vorschein  kommt. 

Bei  der  Bahnbestimmung  der  Kometen  wird  neben  der  Olbers- 
schen  Methode  jene  ausführlich  auseinandergesetzt,  welche  ich  für  den 
Ausnahmsfall  in  Vorschlag  gebracht  habe;  wenn  auch  die  letztere  in  ihren 
Grundzügen  sich  nicht  wesentlich  von  der  in  der  ersten  Auflage  ver- 
öffentlichten  unterscheidet,    so   erscheint   doch    die   gesammte    Rechnung 
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durch  die  vorgenommenen  Transformationen  wesentlich  vereinfacht  und 
in  eine  übersichtliche  Form  gebracht.  Die  durch  Herrn  Strobl  berechnete, 
von  10"  zu  10"  vorschreitende  Barker'sche  Tafel  wird  wohl  allseitig  mit 
Befriedigung  aufgenommen  werden. 

Bei  der  Bahnbestimmung  der  Planeten  habe  ich  mich  auf  die 
Darlegung  der  von  mir  in  Vorschlag  gebrachten  Methoden  beschränkt, 
da  deren  vielfache  Anwendung  mich  überzeugt  hat,  dass  dieselben  gegen 
die  sonst  üblichen  den  entschiedensten  Vorzug  verdienen.  Als  wesent- 
licher Zusatz  findet  sich  jenes  Verfahren  auseinandergesetzt,  welches  man 
in  der  Anwendung  auf  Kometen  zu  befolgen  hat;  überdies  hat  die  Me- 
thode der  Bahnbestimmung  aus  vier  Orten  durch  Zuhilfenahme  weiterer 
Glieder  in  der  Entwicklung  für  die  Verhältnisse  der  Sectoren  zu  den 
Dreiecken  eine  bedeutende  Steigerung  in  der  Convergenz  erfahren,  und 
es  ist  der  Nachweis  gefuhrt  worden,  dass  die  bisher  hierbei  angewandten 
Methoden  im  Allgemeinen  keine  hinreichende  Convergenz  hatten. 

Die  zum  Vortrag  gebrachten  Formeln  sind  stets  durch  ausführ- 
liche Beispiele  erläutert  und  die  numerische  Ausführung  ist  so  vor- 
genommen worden,  dass  die  letzte  Stelle  den  angewandten  Hilfsmitteln 
entsprechend  genau  bestimmt  ist;  es  kamen  bei  den  siebenstelligen  Rech- 
nungen die  Tafeln  von  Bruhns  und  Zech,  bei  sechsstelligen  jene  von 
Bremiker  in  Verwendung.  Bei  den  Beispielen  ist,  wenn  nicht  eine 
Verwechslung  zu  befürchten  war,  als  Eingang  der  entsprechende  Formel- 
ausdruck angesetzt,  gleichgiltig  ob  die  beigesetzten  Zifiern  der  Zahl  oder 
dem  Logarithmus  entsprechen. 

Auf  die  Correctheit  des  Satzes  wurde  eine  besondere  Sorgfalt  ver- 
wendet, bei  der  Revision  der  Aushängebogen  sind  jedoch  noch  einige 
Fehler  entdeckt  worden,  von  denen  die  wesentlichsten  sich  auf  pag.  684 
dieses  Bandes  zusammengestellt  finden. 

Der  zweite  Band  des  vorliegenden  Werkes  enthält  mehrfache 
Rückbeziehungen  auf  den  ersten  in  seiner  früheren  Gestalt;  um  nun  die 
diesbezüglichen  Citate  auf  das  vorliegende  Werk  anwenden  zu  können, 
habe  ich  am  Schlüsse  des  Inhaltsverzeichnisses  (pag.  XII)  die  entsprechen- 
den Parallelstellen  neben  einander  gesetzt. 

Schliesslich  habe  ich  der  werkthätigen  Unterstützung  der  Herren 
F.  Anton,  F.  K.  Ginzel,  F.  Kühnert,  H.  Freiherrn  von  Rüling  und 
R.  Schräm  anerkennend  zu  gedenken,  welche  mir  dieselben  bei  der  Her- 
stellung der  Tafeln,  der  Beispiele  und  der  Correctur  des  Satzes  angedeihen 
Hessen  und  die  allein  mir  gestattet  hat,  im  Verlauf  einer  verhältnis- 
mässig kurzen  Zeit  den  vorliegenden  Band  zum  Abschluss  zu  bringen. 

Wien  im  Mai  1882. 

Der  Verfasser. 
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EINLEITUNG. 


Die  Bestimmung  der  Bahn  eines  Himmelskörpers  kann  nicht  sofort  mit  der 
gprössten  Genauigkeit  durchgeführt  werden,  man  ist  gezwungen,  wie  dies  in  den 
meisten  Fällen  der  Naturforschung  statt  hat,  sich  der  Wahrheit  nur  stufenweise  zu 
nähern;  dem  entsprechend  ist  auch  die  Anordnung  dieses  Werkes  getroffen.  Der 
erste  Band  enthält  die  vorläufige  Lösung  des  Problems,  nämlich  die  erste  Bahn- 
bestimmung. Die  Natur  der  Aufgabe  bringt  es  mit  sich,  dass  diese  Lösung  nur 
dann  möglich  ist,  wenn  die  heliocentrische  Bewegung  des  Körpers  innerhalb  des 
Zeitraumes ,  auf  den  die  zur  Rechnung  verwendeten  Beobachtungen  vertheilt  sind, 
nicht  zu  gross  ist ;  femer  wird  man  hierbei  ganz  von  den  störenden  Einflüssen  der 
übrigen  Planeten  absehen  müssen.  Der  Inhalt  des  zweiten  Bandes  wird  der  weiteren 
Verbesserung  der  so  gefundenen  Elemente  gewidmet  sein;  man  wird  in  der  Lage  sein, 
die  Elemente  beliebig  vielen  Beobachtungen  den  Principien  der  Wahrscheinlichkeit 
nach  anzuschliessen  und  die  störenden  Einflüsse  der  Planeten  auf  die  Bewegung  des 
zu  berechnenden  Himmelskörpers  zu  ermitteln.  Die  Störungen  selbst  kommen  unter 
einem  zweifachen  Gesichtspunkte  in  Betracht;  man  geht  entweder  von  einem  be- 
stimmten Punkte  der  Bahn  aus^  verfolgt  Schritt  für  Schritt  die  störenden  Einflüsse 
der  Planeten  und  integrirt  mit  Hilfe  der  mechanischen  Quadraturen  die  so  für  be- 
stimmte Zeitmomente  erhaltenen  Differentialquotienten  (specielle  Störungen)  oder  man 
führt  die  Integration  nach  der  unbestinmit  gelassenen  Zeit  analytisch  aus  (allgemeine 
Störungen) .  Die  Behandlung  der  Störungen  auf  die  zuletzt  angegebene  Weise  schliesse 
ich  vorläufig  aus  und  werde  im  zweiten  Bande  nur  die  Methoden  der  speciellen 
Störungen  berücksichtigen. 

Die  Lösung  der  hier  in  Betracht  kommenden  Aufgaben  setzt  gewisse  Kennt- 
nisse voraus  9  ohne  deren  Beihilfe  das  Verständnis  der  nothwendigen  Ableitungen 
entweder  schwer  oder  gar  nicht  erlangt  wird ;  ich  habe  deshalb  in  beiden  Bänden 
(ur  jede  einzelne  Disciplin  deren  theoretische  Grundlagen  an  geeigneter  Stelle  und 

Oppolzer,   ßahnbestimmQngen.   I.    2.  Aaflag<>.  1 
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in  der  erforderlichen  Ausdehnung  behandelt;  diese  Erläuterungen  sind  für  den  An- 
fänger durchaus  nöthig ;  ich  meine  aber,  dass  es  auch  dem  erfahrenen  Astronomen 
oft  angenehm  ist,  alles  Zusammengehörige  übersichtlich  angeordnet  vorzufinden. 

Häufig  ist  die  Darstellungsweise  und  manche  der  zum  Vortrag  gebrachten 
Methoden  neu;  der  erfahrene  Leser  wird  dies  bei  einer  oberflächlichen  Durchsicht 
sofort  erkennen.  Ich  habe  stets  diejenigen  Methoden  auszuwählen  mich  bestrebt, 
welche  die  grösste  Sicherheit  in  Erlangung  des  Zieles  gewähren;  es  war  demnach 
bei  der  Auswahl  derselben  nicht  immer  die  Kürze  massgebend. 
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Ermittlung  der  Balmelemente  eines  Himmelskörpers  des  Sonnensystems 
aus  drei  oder  vier  Beobachtungen. 


Erster  Theil. 
(Präparatorischer  Theil.) 

L  Absdmitt.  Die  Ooordinaten  in  ihrem  gleichzeitigen  Verhalten  zu  einander. 

1.  Eintheilong  der  Himmelskugei. 

Der  Ausgangspunkt  der  Untersuchung  über  die  wahre  Bahn  eines  Himmels- 
körpers ist  die  scheinbare  Bahn,  welche  letztere  man  durch  die  Beobachtungen  min- 
destens näherungsweise  kennen  lernt.  Die  Beobachtung  gibt  für  eine  bestimmte  Zeit 
den  scheinbaren  Ort  dieses  Körpers,  auf  die  Himmelskugel  projicirt,  an.  Um  nun  diese 
Ortsangabe  nach  bestimmten  Normen  ausführen  zu  können,  muss  irgend  eine  An- 
nahme über  ein  Coordinatensystem,  welches  als  Ausgangspimkt  der  Zählung  dient, 
gemacht  werden;  es  ist  im  Allgemeinen  gleichgiltig,  welches  Coordinatensystem  in 
Anwendung  kommt,  doch  sind  aus  praktischen  Gründen  nur  gewisse  wenige  Systeme 
in  Grebrauch  gekommen;  ich  kann  mich  daher  im  Folgenden  auf  die  Betrachtung 
dieser  beschränken. 

Ein  Punkt  auf  der  Erdoberfläche  beschreibt  einen  Weg  im  Räume,  der  das 
Resultat  dreier  wesentlich  verschiedener  Bewegungen  ist:  die  erste  ist  bedingt  durdi 
die  Rotation  der  Erde  um  ihre  Adise,  ihre  Periode  ist  ein  Tag;  die  zweite  hängt  ab 
von  dem  Fortschreiten  der  Erde  in  ihrer  Bahn  um  die  Sonne,  hier  ist  die  Periode 
das  Jahr ;  die  dritte  folgt  aus  der  Bewegung  der  Sonne  im  Räume,  an  der  alle  Körper 
im  Sonnensysteme,  mithin  auch  die  Erde,  Theil  nehmen.  Über  die  Richtung  und  das 
Mass  dieser  letzteren  Bewegung  ist  wenig  mit  Sicherheit  ermittelt,  allein  sie  ist  für 
den  vorliegenden  Zweck  ohne  Belang,  da  es  hier  nur  auf  die  relative  Bewegung  der 
Himmelskörper  gegen  das  Sonnencentrum  ankommt;  die  ersteren  Bewegungen  je- 
doch sind  von  besonderem  Interesse,  da  dieselben  die  beiden  wichtigsten  Ooordinaten- 
Systeme  bedingen. 

Legt  man  paraUel  der  täglichen  Bewegung  des  Erdortes  eine  Ebene  oder,  was 
damit  übereinkonmit,  eine  solche,  welche  senkrecht  auf  der  Rotationsachse  der  Erde 
steht,  so  ist  der  Durchschnitt  dieser  Ebene  mit  der  Himmelskugel  der  Äquator,  der 
nothwendig  ein  grösster  Kreis  ist.     Der  Äquator  theilt  die  Himmelskugei  in  zwei 
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Hemisphären;  man  bezeichnet  diejenige,  gegen  welche  der  Nordpol  der  Erde  gerichtet 
ist,  als  die  nördliche ,  die  andere  als  die  südliche  und  verbindet  meist  mit  ersterer  als 
Symbol  das  positive  Zeichen,  mit  letzterer  das  negative. 

Legt  man  parallel  der  jährlichen  Bewegung  der  Erde  eine  Ebene,  so  ist  der 
Durchschnitt  dieser  Ebene  mit  der  Himmelskugel  die  Ekliptik ;  auch  diese  theilt  als 
grösster  Kreis  die  Himmelskugel  in  zwei  Hemisphären ;  in  der  nördlichen  (positiven) 
liegt  der  Nordpol,  in  der  südlichen  (negativen]  der  Südpol  des  Äquators. 

Der  Äquator  und  die  Ekliptik  als  grösste  Kreise  schneiden  sich  in  zwei  Punkten, 
den  Äquinoctialpunkten,  die  i8o°  von  einander  entfernt  liegen.  In  beiden  grössten 
Kreisen  gilt  der  eine  Tag-  und  Nachtgleichenpunkt  und  zwar  derjenige,  in  welchem 
die  Ekliptik,  in  der  Bewegungsrichtung  der  Erde  beschrieben  gedacht,  aus  der  süd- 
lichen Äquatorhemisphäre  in  die  nördliche  ansteigt,  als  An£Etngspunkt  der  Zählung ; 
man  nennt  diesen  Punkt  den  Frühjahrs -Tag-  und  Naohtgleichenpunkt  oder  kürzer 
den  Frühjahrspunkt  und  die  Neigung  der  Ekliptik  gegen  den  Äquator  die  Schiefe 
der  Ekliptik,  für  welche  in  dem  vorliegenden  Werke  das  Symbol  e  gewählt  wird. 

Es  sind  durch  die  eben  angestellten  Betrachtungen  zwei  Coordinatensysteme 
erlangt,  die  vom  Standpunkte  des  Beobachters  völlig  unabhängig  sind ;  es  kann  dem- 
nach jedes  dieser  Systeme  ohne  einen  weiteren  Zusatz  zur  Bestimmung  der  Lage  eines 
Punktes  benützt  und  diese  Bestimmung  entweder  durch  die  polaren  oder  rechtwink- 
ligen Goordinaten  vermittelt  werden.  Die  in  der  Praxis  eingeführte  Zählart  der  polaren 
Äquatorooordinaten  ist  die  folgende :  die  eine  Coordinate  wird  in  der  Ebene  des  Äqua- 
tors vom  Frühjahrspunkte  im  Sinne  der  Erdrotation  (von  West  über  Süd  nach  Ost), 
also  im  umgekehrten  Sinne  zur  scheinbaren  täglichen  Bewegung  der  Gestirne  gezählt. 
Man  nennt  diese  Coordinate  die  gerade  Aufsteigung  oder  Rectascension  a ;  dieselbe 
wird  entweder  in  Bogen-  oder  Zeitmass  angesetzt ;  erstere  Massbestimmung  gründet 
sich  darauf)  dass  man  die  Peripherie  in  360  Grade  theilt,  weldie  wieder  im  Verhält- 
nisse von  I  zu  60  in  Bogenminuten  und  Bogensekimden  zerfällt  werden ;  die  letztere, 
welche  für  die  nothwendige  Verbindung  der  Beobachtung  mit  der  Sicit  besonders  be- 
quem ist,  theilt  die  Peripherie  in  24  Stunden  und  diese  wieder  im  Verhältnisse  von 
I  zu  60  in  Zeitminuten  und  Zeitsekunden.    Es  sind  demnach : 

150=-  lA  1^  =  4^ 

15'  =  1«»  i'=4' 

15"=  I*,  i"  =  0*0666  .  .  . 

Der  Übergang  vom  Bogenmass  auf  das  ZeitmaBS  geschieht  also  durch  die 
Division  mit  15  und  der  umgekehrte  Übeigang  durch  Multiplication  mit  derselben 
Zahl.  Diese  Transformation  kann  mittelst  Hilfstafeln,  welche  sich  in  fast  aUen  astrono- 
misdien  Ta&bammlungen  vorfinden,  leicht  genug  durchgeführt  werden.;  doch  bietet 
die  Anwendung  dieser  Tafeln  keinen  Vortheil  gegen  das  eben  zu  beschreibende  Ver- 
fahren, zumal,  wenn  dasselbe  durch  einige  Übung  dem  Rechner  geläufig  geworden 
ist.  Es  sei  ein  gegebener  Bogen  in  Zeitmass  zu  verwandeln :  man  dividirt  die  Grade 
durdi  1 5  und  erhält,  wenn  man  den  Best  vorläufig  ausser  Acht  lässt,  die  Anzahl  Stun- 
den, die  man  sofort  anschreibt;  die  Division  des  Bestes  durch  15  geschieht  einfach^ 
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indem  man  denselben  im  Kopfe  mit  4  multiplioirt  und  das  Resultat  ah  in  S^itminuten 
ausgedrückt  betrachtet ;  diese  Zahl  erfährt  eine  Correction  (stets  kleiner  als  4  Ein- 
heiten) ,  wenn  die  zu  verwandelnden  Bogenminuten  der  Zahl  nach  mehr  als  1 5  sind ; 
man  dividirt  dann,  wie  das  mit  den  Graden  geschehen  ist,  die  angesetzten  Bogen- 
minuten mit  Ausserachtlassung  des  Restes  durch  1 5  und  fUgt  den  Quotienten  zu  den 
durch  den  Rest  in  den  Graden  erhaltenen  Zeitminuten  hinzu.  Der  Rest  in  den  Bogen- 
minuten wird  durch  Multiplicaticm  mit  4  in  Zeitsekunden  verwandelt  und  zu  diesen 
der  Quotient  addirt,  der  sich  aus  der  Division  der  angesetzten  Bogensekunden  durch 
15  ergibt.  Bei  einiger  Übimg  wird  man  diese  Transformation  so  schnell  aufzuführen 
im  Stande  sein,  als  man  überhaupt  Zahlen  anzuschreiben  vermag.  Ich  werde  hier  ein 
Beispiel  ansetzen  und  die  im  Kopfe  auszuführenden  Rechnungen  der  Übersichtlichkeit 
wegen  eben&lls  anschreiben.    Es  sei  zu  verwandeln  : 

350%8'33"78; 
man  hat: 

350®  :  15      =  23^  4-5X4  Zeitminuten 
48'  :  15      =  4-  3W  ^  3  ><  4  Zeitsekunden 

33"78  '  15  =      +•  2*252_ 

2^h  23W  14*252. 

Aus  dem  eben  mitgetheilten  Verfahren  wird  sich  leicht  das  inverse  ableiten 
lassen,  um  eine  in  Zeitmass  angesetzte  Rectascension  in  Bogenmass  zu  verwandeln. 
Man  verwandelt  die  Stunden  durch  die  Multiplication  mit  15  in  Grade  und  sieht 
nach ,  wie  viel  mal  die  vorgelegten  Zeitminuten  durch  4  theilbar  sind ;  das  Resultat 
addirt  man  mit  Ausserachtlassung  des  Restes  zu  den  bereits  gefundenen  Graden  und 
setzt  die  Summe  als  Grade  an ;  den  in  den  Bogenminuten  erhaltenen  Rest  (der  nie- 
mals grösser  als  3  sein  kann)  multiplicirt  man  mit  1 5  und  addirt  hierzu  die  Zahl,  welche 
die  Division  der  vorgelegten  Zeitsekunden  dtirch  4  ohne  Rücksicht  auf  den  Rest  er- 
gibt, die  Summe  sind  die  anzusetzenden  Bogenminuten.  Den  bei  der  Division  der 
Zeitsekunden  mit  4  erhaltenen  Rest  verwandelt  man  durch  Multiplication  mit  1 5  in 
Bogensekimden.  Es  sei  zu  verwandeln  : 
23^^  23"*  14*252;- 

man  hat: 

23*X  15  =  345'' 

23*^*  :  4      =       5°  +  3  X  1 5  Bogenminuten 
14*252  :  4  =  3'  +  (2*252)  X  15  Bogensekunden 

350°  48'  33"78. 

Die  zweite  polare  Äquatorealcoordinate  ist  die  Abweichung  oder  Declination ; 
diese  wird  in  der  Richtimg  vom  Äquator  zu  den  Polen  gezählt  und  zwar  positiv  in 
der  nördlichen,  negativ  fii  d^r  südlichen  Hemisphäre.  Es  ist  also,  wenn  man  mit  d 
die  Declination  bezeichnet,  stets  d<C±90°.  Bisweilen  zahlt  man  diese  zweite  Coor- 
dinate  von  dem  Nordpole  über  den  Äquator  zum  Südpole  hin  bis  180°  imd  nennt 
dieselbe  dann  die  Nordpolardistanz ;  man  kann  aber  auch  als  Ausgangspunkt  der  Zäh- 
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lung  den  Südpol  wählen  und  erhält  so  die  Südpolardistanz.  Die  Relationen  zwischen 
diesen  verschiedenen  Zählweisen  sind  demnach,  wenn  man  mit  7t^  die  Nordpolar- 
distanz und  mit  Tt^  die  Südpolardistanz  bezeichnet : 

d  =  90°  —  7tf^=s  TTg     —  90° 

7t^  =    90°  —  d     =    180® 7Cg 

7t g  =  90*^  +  d    =  180°  —  7tf^, 
Für  die  analytische  Behandlung  ist  aber  oft  die  Einfuhrung  der  rechtwinkligen 
Coordinaten  statt  der  polaren  vorzuziehen ;  bezeichnet  man  mit  q  den  Hadius  der  Him- 
melskugel, so  wird :  x'  =  q  cos  d  cos  a 

y  z=z  q  cos  d  sin  er 

z'  =^  Q  sin  d. 
Man  sieht  aus  diesen  Gleichungen  sofort,  dass  die  positive  X-Achse  durch  den  Früh- 
jahrspunkt gelegt  ist,  die  positive  Y-Achse  die  Himmelskugel  in  der  Rectascension 
90°  =  6^  trifft  und  die  positive  Z-Achse  durch  den  Nordpol  geht. 

In  dem  Coordinatensysteme  der  Ekliptik  wird  die  der  Rectascension  analoge 
Coordinate  Länge  X  genannt  und  im  Sinne  der  Bewegunggrichtung-  der  Erde  vom 
Frühjahrs-Tag-  und  Nachtgleichenpunkte  aus  gezählt;  die  in  diesem  Coordinaten- 
systeme der  Declination  in  Zählweise  völlig  analoge  Coordinate  ist  die  Breite  ß ;  für 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  ist  wieder : 

X  =  Q  cos  ß  cos  k 

y  =^  Q  cos  ß  sin  k 

z  =  Q  Hin  ßj 
woraus  sofort  die  Lage  der  Coordinatenachsen  erkannt  wird. 

Ausser  den  bisher  hervorgehobenen  Systemen  kommen  noch  zwei  weitere  in  Be- 
tracht, die  vom  Standorte  des  Beobachters  abhängig  sind.  Das  eine  (Azimuth  und 
Höhe) ,  welches  bei  den  geodätischen  Bestimmungen  von  Wichtigkeit  ist ,  kann  als 
unwesentlich  für  das  vorliegende  Werk  von  der  Betrachtung  ausgeschlossen  werden ; 
das  andere  (Stundenwinkel  und  Declination)  ist  aber  bei  der  Berechnung  der  Parallaxe 
sehr  wichtig ;  das  Coordinatensystem  des  Stunden  winkeis  ist  fast  völlig  identisch  mit 
dem  des  Äquators,  nur  bezüglich  des  Ausgangspunktes  und  der  Zählungsrichtung  der 
einen  Coordinate  imterscheiden  sie  sich  von  einander.  Die  Declination  6  ist  beiden 
Systemen  gemeinsam ,  die  andere  Coordinate  aber  zählt  man  vom  Meridiane  des  Be- 
obachtungsortes aus  in  der  der  Rectascensionszunahme  entgegengesetzten  Richtimg^ 
also  im  Sinne  der  scheinbaren  täglichen  Bewegung  der  Himmelskugel  und  nennt  diese 
Coordinate  den  Stimdenwinkel  t.  Der  Stundenwinkel  des  Frühjahrspunktes  wird 
Stemzeit  6  genannt.    Es  ist  also  : 

e  —  t  =  a 

t  =  d  —  a; 
für  die  rechtwinkligen  Coordinaten  ist  wieder :  .      * 

xf'  =:  Q  cos  d  cos  t 
y"  =  ^  cos  d  sin  t 
z''  =  Qsiad; 
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die  positive  X-Achse  trifEt  die  Himmelskugel  in  dem  sichtbaren  (über  dem  Horizonte 
befindlichen)  Durchschnittspunkte  des  Meridians  und  Äquators ,  die  positive  Y-Achse 
ist  gegen  den  Westpunkt  gerichtet^  die  positive  Z- Achse  gegen  d^i  Nordpol. 

2.   Transformation  der  Coordlnaten. 

a.    Der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  bleibt  unverändert. 

Die  bislang  betrachteten  Coordinatensysteme  haben  einen  gemeinschaftlichen 
Anfangspunkt.  Es  sollen  ntm  die  Relationen  ermittelt  werden,  welche  zwischen  den 
verschiedenen  Coordinatensystemen  bestehen;  hierbei  bietet  sich  zur  Betrachtung 
hauptsächlich  die  Transformation  der  Äquatorcoordinaten  in  ekliptikale  und  umgekehrt 
dar;  das  Wenige,  was  über  die  Beziehungen  des  Stundenwinkek  zur  Rectascension  zu 
sagen  nöthig  ist,  wurde  schon  im  vorausgehenden  Kapitel  (pag.  6)  erledigt.  Die  zuerst 
bemerkte  Transformation  konmit  bei  Bahnbestimmungen  sehr  häufig  vor,  da  die  Be- 
obachtungen mit  seltenen  Ausnahmen  fast  stets  auf  den  Äquator  als  Fundamental- 
ebene bezogen  -sind,  während  bei  ersten  Bahnbestimmungen  die  Wahl  der  Ekliptikal- 
coordinaten  viele  Vortheile  gewährt.  Bei  diesen  Transformationen  kommen  jedoch 
zwei  wesentlich  verschiedene  Aufgaben  in  Betracht;  es  ist  entweder  die  Lage  eines 
grössten  Kreises  (Ebene),  die  für  das  eine  System  bekannt  ist^  auf  das  andere  zu  be- 
ziehen, oder  es  sind  die  Coordinaten  eines  Punktes  zu  transformiren.  Ich  werde  zu- 
nächst die  erstere  Aufgabe  behandeln. 

Die  Lage  zweier  grösster  Ejreise  gegen  einander  wird ,  sobald  der  eine  zu  einer 
Fundamentalebene  gehört,  gewöhnlich  durch  zwei  Angaben  bestinmit:  durch  den  Ab- 
stand eines  ihrer  beiden  Durchschnittspunkte  (Knoten)  vom  Anfangspunkte  der  Zählung 
und  durch  die  gegenseitige  Neigung  »;  um  aber  hierbei  AUes  unzweideutig  bestimmen 
zu  können ,  muss  man  gewisse  Begeln  festhalten.  Vorerst  hat  man ,  weil  sich  zwei 
grösste  Kreise  stets  in  zwei  um  i8o^  von  einander  entfernten  Punkten  schneiden,  zwei 
Knoten ;  da  der  vorliegende  grösste  Kreis  in  den  hier  in  Betracht  kommenden  Fallen 
fast  stets  der  Bahnebene  eines  Himmelskörpers  entspricht,  so  ist  derjenige  Knoten  als 
der  au&teigende  zu  bezeichnen ,  in  welchem  der  in  der  Bewegungsrichtung  des  Him- 
melskörpers gezogene  grösste  Kreis,  um  aus  der  südlichen  in  die  nördliche  Hemisphäre 
zu  gelangen ,  die  Fundamentalebene  schneidet ;  der  andere  Knoten ,  in  dem  der  Him- 
melskörper aus  der  nördlichen  Hemisphäre  in  die  südliche  tritt,  ist  der  niedersteigende. 
In  der  Knotenlinie  liegt  nach  den  gemachten  Annahmen  der  Sonnenmittelpunkt  und 
zerfällt  diese  in  zwei  Theile;  der  eine,  welcher  den  aufsteigenden  Knoten  enthält, 
bildet  mit  der  nach  dem  Frühjahrspimkte  gezogenen  Linie  einen  Winkel,  der  in  der 
Richtung  der  Längen  gezählt,  als  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  bezeichnet  imd 
durch  das  Symbol  Q  dargestellt  wird.  Für  die  in  ähnlicher  Weise  zu  definirende  Länge 
des  absteigenden  Knoten  wählt  man  das  Symbol  ü .  Als  Neigung  wird  man  denjenigen 
Winkel  bezeichnen,  welchen  die  beiden  grössten  Kreise,  in  der  Richtung  der  Zählung 
und  Bewegung  gezogen  gedacht,  beim  aufsteigenden  Knoten  einschliessen ;  die  Nei- 
gung ist  sonach  innerhalb  der  Grenzen  o^  imd  i8o^  eingeschlossen.  Bei  Kometen  zählt 
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man  häufig  genug,  aber  sehr  unzweckmässig,  die  Neigung  nur  his  90^  und  bezeichnet 
ähnlich  wie  früher  denjenigen  Knoten  als  den  aufsteigenden,  Ton  welchem  aus  der 
grösste  Kreis  (Bahnebene),  in  der  Richtung  der  Bewegung  des  Himmelskörpers  ge- 
zogen gedacht,  aus  der  südlichen  in  die  nördliche  Hemisphäre  ansteigt;  ist  diese 
Richtung  mit  der  Bewegungsrichtung  der  Erde  gleichsinnig  (nehmen  die  heliocent- 
rischen  Längen  zu) ,  so  bezeichnet  man  dies  durch  den  Beisatz :  die  Bewegung  ist 
direct ;  ist  dieselbe  aber  entgegengesetzt  (nehmen  die  heUocentrischen  Längen  ab)  so 
betseichnet  man  die  Bewegung  des  Kometen  als  retrograd.  In  ersterem  Falle  wird  die 
Neigung  wie  früher  gezählt,  in  letzterem  aber  setzt  man  ate  Neigung  denjenigen  Winkel 
an ,  welch^i  beim  aufsteigenden  Knoten  der  in  der  Bewegungsriehtung  des  Kometen 
gezogen  gedachte,  die  Bahnlage  bestimmende  grösste  Kreis  mit  demjenigen  der  Funda^ 
mentalebene ,  letzteren  in  der  ziur  Zählung  umgekehrten  Richtung  gezogen  gedacht, 
bildet ,  also  das  Supplement  der  Neigung.  In  der  Folge  werde  ich ,  wenn  nicht  aus- 
drücklich das  Gegentheil  bemerkt  ist ,  unter  Neigung  stets  die  zuerst  definirte  Grösse 
verstehen.  Diese  Zählweise  wurde  von  Gauss  vorgeschlagen  und  sollte  als  die  einzig 
richtige  allgemein  in  Anwendung  gebracht  werden. 

An  diese  Betrachtungen  schliesst  sich  unmittelbar  die  Erklärung  eines  weiteren 
Elementes,  welches  bei  Bahnbestimmungen  auftritt  und  von  der  Wahl  der  Funda- 
mentalebene theilweise  abhängig  ist.  Durch  den  Knoten  und  die  Neigung  ist  zwar 
die  Bahnebene  ihrer  Iiage  nach  bestimmt,  doch  die  Bahn  des  Himmelskörpers  kann 
als  solche  innerhalb  dieser  Ebene  beliebig  gedreht  ers(^inen ;  um  nun  auch  in  die- 
ser Beziehung  Alles  unzweideutig  bestimmen  zu  könmeii,  nimmt  man  einen  ganz  be- 
stimmten Punkt  in  der  Bahn  heraus,  dessen  Lage  in  dem  grössten  Kreise  d^  Bahn- 
ebene durch  den  Abstand  vom  aufsteigenden  Knoten  fixirt  wird ;  hiereu  wählt  man 
denjenigen  Punkt  des  grössten  Kreises,  in  welchem  sich  der  Himmelskörper,  von  der 
jSonne  aus  gesehen,  dann  befindet,  wenn  er  dieser  am  nächsten  ist  wid  pflegt  in  solchen 
FäUen  zu  sagen ,  dass  er  im  Perihele  sei.  Der  Abstand  dieses  Punktes  vom  aufstei- 
genden Knoten,  in  der  Bewegungsriehtung  des  Himmelskörpers  gezahlt,  wird  dann  der 
Abstand  des  Perihels  vom  Knoten  lo  und  die  Summe  der  Bögen ; 

die  Länge  des  Perihels  genannt.  Die  ältere  Zählweise,  in  welcher  zwischen  directer  und 
retrograder  Bewegung  unterschieden  wird,  bezeichnet  den  zwischen  dem  Perihel 
lind  dem  aufsteigenden  Knoten  eingeschlossenen  und  in  der  Bewegungsrichtung  der 
Erde  gezählten  Bogen  als  Abstand  des  Perihels  vom  Knoten  und  wieder  die  Summe 
dieses  Bogens  imd  der  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  als  Länge  des  Perihels.  Es 
ist  also,  wenn  man  die  nach  der  älteren  Zählweise  angesetzten  Elemente  mit  dem  In- 
dex o  versieht : 

i   =  180^  —  »o        cu  ==  360^  —  Wo  "==  —  ^o 


Ö   =  Qo  7t  =  2Ö0    —  TTo, 


oder  umgekehrt : 

^  =  1 80*^  —  i        ft*o  =  3^°  —  ct;   =  —  w 


Qo=Ö  7€q^=^2Q     — n:. 


•) 
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Zur  Erläuterung  will  ich  die  nach  der  Gauss' sehen  Zählweise  angesetzten  Elemente 
des  Kometen  III  1862  nach  den  obigen  Vorschriften  umsetzen ;  man  wird  finden  : 


Gauss' sehe  Zählweise. 
7t  =  290°  12'  47"84 

Ö  =  137     27     I0'02 

i=  113    34    12.24 
01=  152    45   37. 82 


Altere  Zählweise. 

^0  =  344°  41'  32"20 

^0=  137    27    10.02 

to=    66    25   47.76 

cUq  =  207    14   22.18 


Bew.  retrograd. 


und  es  ist  weiter  : 


a.    Transformation  der  Bahnlage. 

.  Es  seien  »,  Q  und  lo  in  Bezug  auf  die  Ekliptik  gegeben ;  man  habe  die  analogen 

Grössen  in  Beziehung  auf  den  Äquator,  i'  Q'  und  w',  zu  suchen.    Betrachtet  man  das 

sphärische  Dreieck  zwischen  Äquator,  Ekliptik  und  der  Bahn  und  bezeichnet  mit  e  die 

Schiefe  der  Ekliptik ,  mit  a  die  dem  Winkel  b  gegenüberliegende  Seite ,  so  ergeben 

sofort  die  Gauss* sehen  Gleichungen  zur  geforderten  Transformation : 

cos  \  V  sin  \  (Q'  4-  er)  =  cos  \  (t  —  e)  sin  \  Q 

cos  1 1'  cos  \  (Q'  -\-  a)  =  cos  \  (i  +  e)  cos  ^  Q 

sin  ^  »'  sin  ^  (Q'  —  a)  =  sin  ^  (i  —  e)  sin  ^  Q 

sin  ^  i'  cos  J  [Q'  —  (7)  =  sin  I  (t  +  c)  cos  |  Q. 

Der  Abstand  des  Perihels  vom  Knoten  wird  transformirt  nach  : 

(o'  =  (o  -^  a 
7t  =  io  +  Q'. 

Man  kann  aber  auch  andere  Formeln  aufstellen ,  die ,  wenn  eine  Controle  wünschens- 
werth  erscheint ,  sich  zu  einer  solchen  eignen.  Aus  demselben  sphärischen  Dreiecke 
findet  sich  nämlich  leicht : 

sin  t   cos  Q'  =  sin  €  cos  i  +  cos  b  sin  t  cos  Q 
sin  i'  sin  Q'  =  sin  i  sin  Q 

cos  t '    =  cos  €  cos  i  —  sin  e  sin  i  cos  Q 
sin  %   cos  G    =  cos  e  sin  %  +  sin  e  cos  i  cos  Q 
sin  i'  sin  a    =  sin  €  sin  Q . 
Setzt  man  also ,  um  die  eben  aufgestellten  Formeln  für  die  logarithmische  Rechnung 
bequem  zu  gestalten: 

sin  ö  sin  -4  =  sin  t  cos  Q 
sin  a  cos  A  =  cos  t 
sin  b  sin  B  =  sin  t 
sin  b  cos  5  =  cos  i  cos  Q , 
in  welchen  Formeln  es  gestattet  sein  wird,  sowohl  sin  a  als  auch  sin  b  positiv  anzuneh- 
men, so  wird:      sin  i'  sin  Q'  =  sin  %  sin  Q 

sin  i'  cos  Q'  =  sin  0  sin  [A  +  «) 
sin  »'  sin  a    =  sin  e  sin  Q 
sin  »'  cos  a    =  sin  4  sin  (B  +  fi) 
cos  i'    =  sin  a  cos  fy4  +•  «) 
uß'   =z  u)  -\-  a 
7t'    =  10  4-  ^'. 

0  p  p  o  1  z  d  r ,   Bahnbestimmangen.   I.    2 .  Auflage. 
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Ein  Zweifel ,  in  welchen  Quadranten  die  Winkel  anzunehmen  seien ,  kann  weder  im 
ersteren  noch  im  letzteren  Rechnungsschema  entstehen,  da  t'  stets  kleiner  als  i8o°  ist; 
es  ist  demnach  sin  ^  t',  cos  ^  «'  und  sin  «'  stets  positiv. 

Um  vorstehende  Vorschriften  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern,  werde  ich  die 
oben  angesetzten  Elemente  des  Kometen  III  1862,  die  sich  auf  die  Ekliptik  beziehen,  in 
äquatoreale  umwandeln ;  die  anzuwendende  Schiefe  der  Ekliptik  ist  e  =  23°  27'  26"i2 
Ich  werde  zu  der  Transformation  zuerst  die  Gauss' sehen  Gleichungen  benützen: 
die  Rechnung  stellt  sich  dann,  wie  folgt : 

^i  56^47'    6"i2  cos  ^  r  sin  ^-  (Q' +  (7)     9-8184069 

\  e  II    43   43'o6  sin  oder  cos  ^  (Q'  -f-  a)     9-991  3254 

^  [i  —  €)       45      3   23-06  cos  \  i'  cos  I  (Ö'  +  a)     9-123  5061 

i  (i  +  e)       68    30  49-18  j  {^'  +  o)     7«"  35^  iq"97 

sin  4  *'  sin  ^  (Q'  —  a)     9-819  2620 

sin  oder  cos  J  (Q'  —  a)     9-949  4704 

sin  ^  i'  cos  ^  (Q'  —  a)     9-528  4123 

l(Q--ff)      62^53^38^^25 

a      15*^  41'  32"72 
^    152    45   37-82 


iö 

68    43   3501 

cos 

\(i- 

«) 

9-849  0570 

sin 

i« 

9-969  3499 

sin 

i(»- 

«) 

9.849  9121 

cos 

i(»  + 

*) 

9-563  8125 

cos 

iQ 

9-559  6936 

sin 

i(»  + 

e) 

9-968  7187 

Q'  141«  28' 49^22 

8in|«'      9-8697916  «"  95    37   32-20 

cos  I «'      9-8270815  w'  168    27    10-54 

i«'47"48'46"io  7t'  309    55   59-76. 

Zur  theilweisen  Prüfung  der  Richtigkeit  dieser  Berechnung  kann  nachgesehen  werden, 
ob  die  für  sin  {  i'  und  cos  \  V  gefundenen  Werthe  zu  demselben  Winkel  gehören. 

Will  man  die  zweite  Gruppe  der  oben  angeführten  Formeln  zur  Verwandlung 
benützen,  so  wird  man  finden : 


sin  € 

9-599  9538 

cos  [A  +  «) 

9„096  6059 

sin  Q 

9830  0736 

sm  a 

9-894  7438 

sin  t 

9-962  1664 

sin  [A  +  t) 

91,9965831 

cos  Q 

9^867  3026 

sin  i  cos  Q' 

9„89i  3289 

cos  i 

9,,6oi  9191 

sin  oder  cos  Q ' 
sin  i'  sin  Q' 

9n893  4258 

sin  oder  cos  A 

9n934  7252 

9-792  2400 

sin  a  sin  A 

9^829  4690 
239^22'    i"35 

sin  t 

9-997  9031 

A 

sin  [B  +  «) 

9  997  8928 

[A  +  E] 

262   49  27.47 

sin  b 

9-983  5137 

sin  b  cos  B 

9.469  2217 

sin  i'  cos  0 

9-981  4065 

sin  oder  cos  B 

9.978  6527 

sin  oder  cos  a 

9-983  5034 

B 

72«  10'  56'o4 

sin  i'  sin  a 

9.430  0274 

[B  +  e] 

95     38     22-l6 

a 

i.0 

i5"4>'32"74 

Q' 

i4i«28'49"2i 

152    43   37-82 

i' 

95    37   32-24 

sin  i' 

9-997  9031 

w' 

168    27    10-56 

cos  i' 

8„99i  3497- 

71' 

309    55    59-77 

' 
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Für  die  Lösung  der  umgekehrten  Aufgabe,  nämlich  die  Ermittlung  der  Eklip^ 

tikalelemente  aus  den   äquatorealen ,   werden  sich   ganz  ähnliche  Hilfsmittel  fimien 

lassen.    Das  sphärische  Dreieck  zwischen  der  Ekliptik,  dem  Äquator  und  der  Bahn 

wird  geben  :  ^j^  ^  ^  ^^^  ^  [Q  +  a)  =  sin  ^  (t'  +  e)  sin  ^  Q' 

sin  I  i  cos  |  [Q  -{-  a)  =  sin  ^  (t'  —  e)  cos  |  Q' 

cos  ^  e  sin  ^  (Q  —  a)  =  cos  ^  (t '  +  e)  sin  \  Q' 

cos  I  i  cos  ^  (Q  —  a)  =  cos  |  (i'  —  e)  cos  ^  Q', 

und  es  ist,  ganz  ähnlich  wie  früher : 

CO  =  lo' —  a 

Will  man  die  Einfuhrung  der  halben  Winkel  umgehen,  so  wird  man  setzen : 

sin  a  sin  Ä  =  sin  t"  cos  Q' 

sin  a  cos  A'  =  cos  i' 

sin  b'  sin  5'  =  sin  i' 

sin  i'  cos  5'  =  cos  t"  cos  Q' 

sin  %    sin  Q  =  sin  V  sin  Q' 

sin  i   cos  Q  =  sin  a  sin  (-4'  —  c) 

sin  i   sin  a  =  sin  €  sin  Q' 

sin  e   cos  a  =  sin  i'  sin  (Ä'  —  e) 
cos  j   =  sin  a'  cos  (-4'  —  e) 

10  =  io'  —  a;  7t  =*tti  +  Q . 
Zur  Erläuterung  der  eben  angesetzten  Formeln  nehme  ich  das  oben  gewählte  Bei- 
spiel vom  Kometen  III  1862  wieder  vor.  Die  äquatorealen  Elemente,  im  Mittel  aus 
den  Resultaten  der  beiden  oben  vorgeführten  Methoden,  sind  : 

Q'  =  141°  28'  49"2i  71  =  309°  55'  59"76 

V  =    95    37  3222  iü  =  168   27   10-55 

Mit  dem  bereits  angeführten  Werthe  für  die  Schiefe  der  Ekliptik  wird  sich  nach  5) 


U) 


finden:             ^  {'  47«  48' 46"!  1 

\e  1 1    43  4306 

\  {i'+€]  59    32  29.17 

!(>'—«)  36     5    305 

J  Q'  70    44  24-61 


8mi(t'+£) 

9-935  5053 

sin  4  Q' 

9.974  9869 

cosi  (t'+e) 

9704  9353 

ain\  (i'—e) 

9-770  0956 

cos  ]  Q' 

9518  3199 

cos  1  {i'—e) 

9907  4933 

sin  1 1 

9-922  5289 

cos  ^  t 

9738  6076 

L» 

_56°47'6"i2 

sin  1^  t  sin  ^  (3  +  a)  9  910  4922 

sin  oder  cos  ^  (Q-f-^^)  Q'Q^?  9633 

sin  1 1  cos  i  (Ö  +  <t)  9*288  4155 

{(^  +  0)  76"  34^21:37 

cos  \  i  sin  |  (a  —  a]  9*679  9222 
sin  oder  cos  ^  (Q  —  a)  9-941  3146 
cos  J«cos^(Si  —  a]  9-425  8132 
I  [Q  —  o]  60°  52^48^7 


a 

15" 

41  32  70 

io' 

168 

27  IO-55 

Q 

137" 

27'  io"o4 

i 

"3 

34  1224 

10 

152 

45  37-85 

7t 

290 

12  47-89. 
2» 
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ach  dem  zweiten  Formelschema  6) 

stellt  sich  die  Berechnung  so : 

sin  e 

9  599  9538 

cos  {Ä  —  e) 

9»707  »752 

sinQ' 

9-794  3369 

sina' 

9-894  7439 

sin  i ' 

9-997  9032 

sin  [Ä  —  e) 

9»934  7252 

cosQ' 

9»893  4258 

sin  *  cos  Q 

9,829  4691 

cos  i ' 

8„99i  3495 

sin  oder  cos  Q 

9»867  3026 

sin  oder  cos  A' 

9n996  5851 

sin  %  sin  Q 

9-792  2401 

sin  a'  sin  A 

9n89>   3290 

sin  i 

9.962  1665 

Ä 

262°49'27"49 

sin  [ff  —  e) 

9.946  4807 

[A'-e) 

239   ^2     1-37 

sin  J' 

9.999  1891 

sin  b'  cos  ff 

8884  7753 

sin  t  cos  0 

9-945  6698 

sin  oder  cos  ff 

9.998  7141 

sin  oder  cos  a 

9.983  5034 

ff 

85°  35'  35"o2 

sin  t  sin  a 

9.394  2907 

[ff—j]^ 

62     8     890 

a 

I5°4i'32"74 

a 

137°  27'  io"oo 

w' 

168   27    IO-55 

i 

113    34  12-26 

sin  i 

9-962   1664 

10 

152    45  37.81 

cos  i 

9^601  919 1. 

n. 

290   12  47-81 

ß.   Trafisformation  der  ekliptikalen  Coordinaten  in  äqtiatoreale  und  umgekehrt. 

Hat  man  die  Coordinaten  eines  Punktes  zu  transformiren  und  bezeichnet  die 
rechtwinkligen  Ekliptikalcoordinaten  mit  x'  y'  z\  so  wird  sein  : 


X  =  z 

y'  z=  y  cos  e  —  2;  sin  € 

z  =  y  sin  e  +  z  cos  e. 


7) 


Die  Richtigkeit  dieser  Relationen  leuchtet  sofort  ein,  weim  man  bedenkt,  dass  das 
Coordinatensystem  der  Ekliptik  aus  dem  des  Äquators  dadurch  entsteht,  dass  man, 
die  X-Achse  als  Drehimgsachse  angenommen,  das  Coordinatensystem  des  Äquators 
um  den  Winkel  e  (Schiefe  der  Ekliptik]  dreht.  Für  den  umgekehrten  Fall  wird  man 
leicht  aus  dem  Obigen  finden : 

X  ^=^  x' 

y  =  y'  cos  €  +  5;'  sin  € 

z  ==  —  y'  sin  €  -f-  ^'  cos  6. 

Die  eben  aufgestellten  Formeln  werden  auch  zur  Transformation  der  polaren  Coor- 
dinaten dienen  können.  Setzt  man  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  nach  den 
im  vorausgehenden  Kapitel  (pag.  6)  erhaltenen  Relationen  die  polaren  ein.  so  wird 
sich,  nachdem  man  durchaus  mit  q  dividirt  hat,  nach  den  ersteren  Formeln  finden  : 

cos  a  cos  d  =  cos  X  cos  ß 

sin  a  cos  d  =  sin  A  cos  ß  cos  e  —  sin  ß  Hin  e   )  8a) 
sin  ö  =  sin  A  cos  /J  sin  6  +  sin  /?  cos  «. 
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Die  letzteren  Formeln  geben  für  den  inversen  Fall : 

cos  l  cos  (i  =  cos  a  cos  d  \ 

sin  k  cos  ß  =  sin  a  cos  d  cos  €  +  sin  d  sin  e  i   8b) 
sin  /S?  ==  —  sin  a  cosd  sin«  +  sin  d  cos  £.) 

Wendet  man  Additions-  und  Subtractionslogarithmen  an,  so  kann  man,  ohne  Hilfs- 
winkel zu  benützen .  die  Transformation  in  der  unveränderten  Form  durchführen ; 
ein  Zweifel ,  in  welchen  Quadranten  die  Winkel  zu  nehmen  sind ,  kann ,  da  cos  d 
beziehungsweise  cos  (i  immer  positiv  sein  muss,  nicht  entstehen. 

Durch  die  Einführung  von  Hilfswinkeln  können  die  Formeln  8a)  in  folgender 
Weise  für  die  gewöhnliche  logarithmische  Rechnung  umgestaltet  werden  : 

m  sin  Jf  =  sin  /S? 

m  cos  M  =  sin  l  cos  ß 
sin  a  cos  d  =  m  cos  ( Jf  +  e]        g) 
cos  a  cos  d  =  cos  /  cos  ß 

sin  d  =  m  sin  (31+ e). 

Diese  Formeln  werden  stets  mit  Sicherheit  angewendet  werden  können.  Um  die 
Richtigkeit  der  Rechnung  zu  prüfen,  kann  man  entweder  die  Formeln  8a)  unter  An- 
wendung von  Additions-  und  Subtractionslogarithmen  oder,  was  noch  zweckmässiger 
ist,  die  von  Tietjen  im  Berliner  astr.  Jahrbuche  für  1879  vorgeschlagenen  Prüfungs- 
gleichungen benützen.  Multiplidrt  man  nämlich  die  erste  Gleichimg  in  8b)  mit 
—  sin  a,  die  zweite  mit  cos  a  und  addirt,  so  wird : 

cos  /if  sin  (A  —  a)  =  —  2  cos  a  siii  a  cos  <J  sin  ^  €  2  ^  cos  a  sin  <)  sin  £ 
=  2  sin  I  €  cos  a  m  sin  (M+^  «). 

Da  (A  —  a)  in  der  Regel  ein  massiger  Bogen  sein  wird ,  so  genügt  die  eben  entwickelte 
Form  dem  praktischen  Bedürfhisse.  Subtrahirt  man  von  der  dritten  Gleichung  in  Sa) 
die  dritte  in  8b)  so  findet  sich : 

(sin  d  —  sin  ß)  (i  -|-  cos  e)  =  m  sin  6  {  cos  Jf  -|-  cos  (Jf-|-£)}, 

oder,  wenn  man  von  den  bekannten  trigonometrischen  Transformationsformeln  Ge- 
brauch macht: 

sin  I  [d — ß)  =  sec  4  (d-|-/3?)  m  sin  ^  €  cos  (Jf+|  e). 
Die  Früfungsgleichungen  sind  demnach  : 

t'l.o; 


sin  (/ — a)  =  2  cos  a  sec  ß  m  sin  \  e  sin  (Jf  +  J  «) 
sin  \  [d  —  ß)  =  sec  ^  (<J  +  ß)  m  sin  J  6  cos  (Jf +  ^  «)• 


Um  die  Anwendung  dieser  Formeln  zu  erläutern,   soll  hier  ein  Beispiel  vollständig 
durchgeführt  werden.    Es  sei  gegeben : 

A  =  258«  58'  3i"o3,     ß  =+  iz""  48'  i8"o8,  •  €  =  23^  27'  22"99, 
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dann  stellt  sich  die  Rechnung  nach  9)  wie  folgt : 

cos  l  9n28i   5615 

cos  ß  9*989  0625 

sin  /  9n99i  9101 

sin  (i  =  m  sin  M  9345  6363 

sin  oder  cos  M  9^988  6580 

m  cos  M  9^980  9726 

Jtf  i66°57'44"53 
M  +  e  190  25     7'52 


a  =  259°  4'36"86 
Die  Prüfungsrechnung  nach  10)  ergibt: 


8in(3f  +  €)  9^257  29^71 

m  9-992  3146 

cos(3f+€)  9^992  7798 

sin  a  cos  d  9^985  0944 

sin  oder  cos  a  9n992  0595 

cos  a  cos  ö  9^270  6240 

sin  6  9^249  61 17 

cos  d  9 '993  0349 

d  =—  10^14'  2"46. 


i 


sin  (3f  +  i  «) 
m  sin  ^  € 

cos  (3f  +  4  ^) 


cos  a     9^277  5892 

2  cos  a     9^578  6192 

wsin^e  sin  (itf+i«)     7*659  3103 

sec  (i    o-oio  9375 

sin  (/  —  a)    7,4248  8670 

[l  —  a)  Probe  —  o«  6'  5"84 

(A  —  a]  directe  Rechng  —  06  5  83 


€     11^43  41  495 

M  +  \  €  178   41   26-025 

sin  ^  €      9-308  0714 

I      8-358  9243 

9.300  3860 

)     9n999  8866 

1"  17'  7"82 

sec  l  [d  +  ßj  o-ooo  1093 

m  sin  I  6  cos  (M  +  ^  e)  9n3oo  2726 

1  (a_^)  -,i«3i'  io"27 

(d  —  ß)  Probe  —  23^   2'  2o"54 

(d  —  ß)  directe  Rechnung  —  23     2  20- 54. 

Die  Proben  stimmen  gut ,  da  aber  der  aus  der  Probe  resultirende  VVerth  fiir  a  in 
Bezug  auf  Genauigkeit  den  Vorzug  verdient,  so  wird  man  als  Resultat  der  Ver- 
wandlung annehmen : 

a  ==  259«  4'  36^87  ,  d  =  —  10«  14'  2'46. 

Für  die  viel  häufiger  nothwendige  Verwandlung  der  Rectascension  und  Decli- 

nation  in  Länge  und  Breite  wird  man  ganz  ähnliche  Transformationen  benützen  und 

erhalten : 

n  sin  N  =  sin  d 

n  cosiV  =  sin  a  cos  6 

sin  A  cos  ß  =  n  cos  (N —  e) 

cos  A  cos  ß  =  cos  a  cos  d        Tu) 

sin  ß  =  n  sin  (N —  e). 

j      sin  [l  —  a]  =2  cos  a  sec  ß  n  sin  \  €  sin  [N —  \  e) 


Zur  Probe : 


sin  ^  {d  —  ß)  =   sec  J  {ä  -^  ß)  n  sin  |  e  cos  [N —  i  «). 
Als  Beispiel  der  Anwendung  dieser  Formeln  sei  gegeben : 

«  =  81°  48'  4A,     (5  =  68°  27'  59"5,     «  =  23^  27'  25"53. 
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Die  Verwandlung  in  Lange  und  Breite  nach  den  Formeln  1 1 
der  folgenden  Weise : 


stellt  sich  demnach  in 


cos  a 

9-153  5877 

sin  {N  —  €) 

9.851  0645 

cos  d 

9.564  7190 

n 

9-999  4058 

sin  a 

9-995  5498 

cos  [N €) 

9.847  8939 

sin  d  =  w  sin  N 

9.968  5779 

sin  l  cos  (i 

9-847  2997 

sin  oder  cos  N 

9.969  1721 

sin  oder  cos  l 

9.998  8044 

n  cos  N 

9.560  2688 

cos  A  cos  /!^ 

8.718  3067 

N 

68^39' S8"44 

sin  ß 

9.850  4703 

N—e 

45   12  3291 
:  85^45'  2"oo 

cos  ß 

9.848  4953 

l  = 

ß  =  +  45^7'49"oo 

Priifungsrechnung : 

ia    ii°43'42>5 

cos  a 

9-153  5877 

N—\e    56    56  15.675 

2  cos  a 

9-454  6177 

-sin  ^  € 

9.308  0842       n  sin  i 

€  sin  (N — 'J  «) 

9-230  7743 

sin  (N—\  e) 

9.923  2843 

sec  ß 

0-15 I   5048 

n  sin  ^  £ 

9.307  4900 

sin  (A  —  a) 

8-836  8968 

cos  (iV— ie) 

9-736  8352 

(X  —  a)  Probe 

3«56'i9"6o 

i  (d  +  ß)   56«47'54"25      (A-a) 

directe  Rechng 

3   56  19-60 

sec  l  [ö  +  ß) 

0-261  5472 

n  sin  J  6  cos  {N —  ^  e) 

9044  3252 

l(d-/?) 

II« 40'    5"25 

(S  —  ß)  Probe 

23^20'  io"5o 

[Ö- 

ß)  directe  Eechnung 

23  20  10-50 

ie  Prüfungsrechnungeu 

stimmen  in  diesem  Falle  vollständig. 

y,    Berechnung  der  Sonnencoordinaten. 

Bei  der  Berechnung  der  Ephemeriden  der  Planeten  und  Kometen  ist  die  Kennt- 
nis der  rechtwinkligen  äquatorealen  Sonnencordinaten  von  Wichtigkeit;  man  kann 
dieselben  leicht  aus  der  Länge ,  Breite  und  Entfernung  der  Sonne  mit  Hilfe  der  früher 
angesetzten  Transformationsformeln  ableiten.  Ist  L,  B  und  R  beziehungsweise  die 
geocentrische  Länge,  Breite  und  Entfernung  der  Sonne,  so  ist  vorerst : 

X'  =  li  cos  L  cos  B 

y  =  22  sin  L  cos  B  cos  e  —  Ä  sin  -B  sin  € 

Z'  =  iZ  sin  i  cos  Ä  sin  €  4-  -B  sin  ß  cos  e. 

Da  aber  die  tropische  Breite  der  Sonne  im  Maximum  den  Werth  von  etwa  einer  Bogen- 
sekunde  erreichen  kann,  so  wird  mit  hinreichender  Genauigkeit  gesetzt  werden  können: 

X'  =  B  cos  L 

y  =  iJ  sin  Zr  cos  €  —  Ä  sin  e.  B  arc  i" 

Z'  =  R  sin  Zr  sin  t  +  -R  cos  e.  B  arc  i". 
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Die  zweiten  Glieder  in  den  Ausdrücken  für  Y'  und  Z'  können  als  Correctionsglieder 
betrachtet  werden ;  man  wird  bei  der  Kleinheit  derselben  für  R  stets .  die  Einheit  ein- 
setzen dürfen  und ,  da  sin  e  und  cos  b  sehr  geringen  Änderungen  unterworfen  sind ,  so 
können  beide  Functionen  von  e  in  diesen  Gliedern  als  constant  angesehen  werden. 
Nimmt  man  b  =  23*^  27'  20",  so  wird  man,  um  die  Correctionen  in  Einheiten  der 
siebenten  Decimale  zu  finden,  schliesslich  mit  ausreichender  Schärfe  setzen  dürfen : 

X'  =  JB  cos  i  I 

y  =  JB  sin  L  cos  b  —  i9«3-B     >    12) 
^  =  B  sin  i  sin  €  +  44*5  B.  J 

wobei  B  in  Bogensekunden  anzunehmen  ist.  Diese  äquatorealen  Sonnencoordinaten 
finden  sich  in  den  meisten  astronomischen  Ephemeridensammlungen. 

d.    Berechnung  der  heliocentrisehen  Äquator coordinaten. 

Weiters  ist  bei  der  Berechnung  der  Ephemeriden  die  Kenntnis  der  heliocentri- 
schen  Aquatorealcoördinaten  des  Himmelskörpers  nöthig.  Da  aber  die  Elemente  meist 
auf  die  Ekliptik  bezogen  werden,  so  ist  es  gewöhnlich  leichter,  die  Ekliptikalcoordinaten 
zu  erlangen;  dieselben  müssen  dann  erst  für  den  Äquator  transformirt  werden;  hat 
man  aber  viele  derartige  Transformationen  auszuführen ,  wie  dies  bei  der  Berechnung 
einer  Ephemeride  der  Fall  ist ,  so  wird  die  Anwendung  einiger  Hilfsgrössen  die  Ar- 
beit wesentlich  abkürzen  und  erleichtem. 

Aus  den  Elementen  wird  man  r,  die  Entfernung  des  Himmelskörpers  von  der 
Sonne  und  t?,  den  heliocentrischen  zwischen  dem  Ferihel  und  dem  Orte  des  Himmels- 
körpers eingeschlossenen,  in  der  Richtung  der  Bewegung  gezählten  Bogen  erhalten. 
Bezeichnet  man  wie  oben  mit  to  den  Abstand  des  Perihels  vom  Knoten ,  so  ist  der  Ab- 
stand des  Himmelskörpers  vom  aufsteigenden  Knoten  u  (Argument  der  Breite) ,  in 
derselben  Richtung  gezählt^  durch : 

u  =  V  +  (a^ 

bestimmt.  Legt  man  nun  ein  Coordinatensystem  so,  dass  die  XY-Ebene  mit  der 
Ekliptik  zusammenfällt,  die  positive  X-Achse  die  Himmelskugel  in  der  Länge  des 
Knotens  trifft,  so  wird  man  für  die  rechtwinkligen  Coordinaten  haben  : 

a:^,  ==  r  cos  tt 

y^  =  r  sin  u  cos  i 

z^  =  r  sin  u  sin  t. 

Dreht  man  dieses  Coordinatensystem  um  die  Z- Achse  so ,  dass  die  positive  X-Achse 

mit  dem  Frühjahrspunkte  zusammenfällt,  so  werden  die  rechtwinkligen  Coordinaten 

sein : 

X  =  x^  cos  Q  —  y^y  sin  Q 

y  =:  a:„  sin  ^  +  y«  ^^^  ^ 
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oder  durch  Substitution  der  früher  gefundenen  Werthe  : 

a?  =  r  {  cos  U  cos  Q  —  sin  u  sin  Q  cos  t  ) 
y  =  r  {  cos  w  sin  3  +  sin  u  cos  Q  cos  t  } 
^  =  r  sin  tt  sin  t. 
Verwandelt  man  diese  Ekliptikalcoordinaten  mit  Hilfe  der  Relationen  7)  (\mg,  12)  in 
äquatorealC)  so  wird  man  leicht  finden : 

^  =  r  {  cos  u  cos  Q  —  sin  «  sin  Q  cos  t  } 

y  =  r  {  cos  u  sin  Q  cos  €  -p  sin  a  cos  0.  cos  t  cos  e  —  sin  «  sin  t  sin  €  } 

z'  =  r  [  cos  u  sin  Q  sin  €  +  sin  u  cos  Q  cos  t  sin  e  -\-  ^\nu  sin  «  cos  €  }. 

Setzt  man  : 

sin  a  sin  ^  =  cos  Q 

sin  a  cos  A^=  —  sin  Q  cos  t    . 

sin  i  sin  i3  =  sin  Q  cos  e 

sin  b  cos  B  =  cos  Q  cos  t  cos  €  —  sin  i  sin  e 

sin  c  sin  (7  =  sin  Q  sin  e 

sin  c  cos  C  =  cos  Ö  cos  •  sin  c  -|-  sin  t  cos  «, 

so  ziehen  sich  die  obigen  Ausdrücke  in  die  folgenden  zusammen : 

x'  =  r  sin  a  sin  (-4  +  u) 
y'  =  r  sin  b  sin  (B  +  w) 
z'  =  r  sin  c  sin  [(?  +  «')• 

Die  Berechnung  der  Constanten  4,  5,  c  und  O  kann  durch  die  Einführung  wei- 
terer Hilfsgrössen  etwas  vereinfacht  werden.    Setzt  man  nämlich  : 

n  sin  N=  sin  • 

n  cos  N  =  cos  Q  cos  t , 
so  wird : 

sin  b  cos  B  =  n  cos  (iV  4-  «) 

sin  c  cos  C  =  n  sin  (iV  +  c) . 

Man  wird  sin  a,  sin  b  und  sin  c  stets  positiv  annehmen  können  und  danach  die  Qua- 
dranten, in  denen  -4,  B  und  C  liegen,  bestimmen.  Zur  (/ontrole  der  richtigen  Herech- 
nung  der  Constanten  wird  man  auf  folgende  Weise  einen  geeigneten  Ausdruck  er- 
halten. Durch  entsprechende  gegenseitige  Midtiplication  der  Ausdrücke  für  die 
Hilfswinkel  ergibt  sich : 

sin  b  sin  c  sin  C  cos  B  =  sin  Q  sin  €  {  cos  Q  cos  t  cos  e  —  sin  •  sin  e  } 
sin  b  sin  c  cos  C  sin  B  =  sin  Q  cos  e  {  cos  Q  cos  t  sin  e  -|-  sin  t  cos  e  } ; 
die  Subtraction  dieser  Gleichungen  lässt  finden : 

sin  &  sin  c  sin  (C  —  B)  =  —  sin  Q  sin  i ; 
nun  ist  aber  auch  gesetzt  worden : 

sin  a  cos  A  =  —  sin  Q  cos  t, 
demnach  gilt  auch  die  Gleichung : 

sin  b  sin  c  sin  ( C  —  B) 

tff  »  =  -. —: -, 

^  sm  a  cos  A 

welche  als  Prüfungsgleichung  benützt  werden  kann. 


Oppolxer,  Baluibeitiflifliangeii.  1.   2.  Aafl»g6. 

I 


Digitized  by 


Google 


18 


In  den  zuletzt  aufgestellten  Ausdrücken  filr  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
wird  es  zweckmässig  sein ,  das  Argument  der  Breite  uinv-^-o}  aufzulösen  und  w  mit 
den  Constanten  A,  B  und  C  zu  vereinigen.    Es  wird  dann  sein : 

Ä  ^=  A  -{-  u)  a:'  =  r  sin  a  sin  [A'  -|-  v) 

ß  =:  B  '\-  10  y'  =  r  sin  A  sin  (JS*  +  t?) 

(7'=C+tu  z  =  r  sin  c  sin  (C  +  t?) . 

Sind  die  Elemente  auf  den  Äquator  als  Fundamentalebene  bezogen ,  so  gestaltet 
sich  die  Berechnung  der  Constanten  viel  einfacher.  Man  wird  in  den  obigen  Aus- 
drücken e  gleich  Null  setzen  und  erhalten : 


sin  a  sin  -4^  =  cos  Q' 
sin  a  cos  ^a  =  —  sin  Q'  cos  *' 
sin  4  sin  fifl  =  sin  Q' 
sin  b  cos  Äfl  =  cos  Q '  cos  ♦ ' 
sin  c    =  sin  t' 


^'  =  ^.  4-  io 


^3) 


B  =  Ba  +  u,' 
C  =  io' 

a:'  =  r  sin  a  sin  [Ä  +  v) 
y  z=  r  sin  h  sin  (S'  +  t>] 
z  =r  sin  c  sin  [Cf  -{-  v). 
Ich  stelle  nun  die  Formeln,  die  zur  Berechnung  der  Äquatorconstanten  aus  den 
Ekliptikalelementen  dienen,  übersichtlich  zusammen : 


Oa  =  o 


sin  b  sin  B  =  sin  Q  cos  b 
sin  b  cos  B  ^=  n  cos  (N  -|-  €) 
sin  c  sin  C  =  sin  Q  sin  e 

sin  c  cos  C  =  «  sin  (iV  +  ß) 
X  =  r  sin  a  sin  (-4'  +  <?) 
y  =ir  sin  ä  sin  (5'  +  t?) 
/  =  r  sin  c  sin  (Cf*  +  v) ; 


14) 


sin  a  sin  ^  =  cos  Q 

sin  a  cos  ^  =  —  sin  Ö  cos  t 

n  sin  N       =  sin  t 

n  cos  iV       =  cos  Q  cos  » 

A'  =  A  +  io 

B"  =  B  +  (o 

er  =  c  +  0) 

zur  Probe : 

^     .        sin  5  sin  c  sin  ( C  —  B) 

tg  t  =  : r - 

^  sin  ei  008  ^ 

Es  können  aber  diese  Constanten  auch  dadurch  erhalten  werden ,  dass  man  vorerst  die 
ekliptikalen  Elemente  in  äquatoreale  verwandelt  und  dann  nach  den  oben  angesetzten 
sehr  einfachen  Formeln  1 3]  die  Äquatorconstanten  ermittelt.  Man  kann  dieses  Ver- 
fahren zur  Controle  benützen. 

Als  Beispiel  der  Berechnung  der  Äquatorconstanten  wähle  ich  die  oben  (pag.  9) 
angeführten  Elemente  des  Kometen  III  1862  ;  man  hat  für  dieselben  anzunehmen : 


137°  2f  io'o2,      »  =  113"  34'  I2''24, 

cos  e  9-962  5385 

sine  9-5999538 

sin  Q  9*830  0736 

cos  i  gffioi  9191 

cos  Q  =  sin  a  sin  -4  gn^ty  3026 

sin  oder  cos  A  9,1972  5587 

sin  a  cos  A  9-431  9927 

A  290°  9'  i4"98 

sin  a  9  894  7439 


CO  =  152°  45'  37"82,      €  =  zf  27'  26"l2 

sin  t  =  »  sin  N  9-962  1664 

sin  oder  cos  N  9-978  6527 

n  cos  N  9-469  2217 

N  72°  10'  56"o4 

N+  e  95   38  22-16 

cos(N+€)  8,^9924157 

«  9-983  5137 

sin  {N+  e)  9-997  8928 
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sin  b  sin  B    9*792  6121 

•7           - 

sin  c  sin  C 

9430  0274 

sin  oder  cos  fi    9*995  0068 

sin  oder  cos  C 

9-983  5034 

sin  &  cos  £    8,i975  9294 

sin  c  cos  (7 

9-981  4065 

B    98^40'  i8"2  5 

C 

I5''4i'32"74 

sin  *     9.797  6053 

(  82° 

sin  c 
54'  52"8o  +  v) 

9.997  9031. 

x'  ==  r.  9-894  7439  sin 

y'=r.  9.797  6053  sin 

(251" 

25'  Sö'o?  +  V] 

Es  ist  also : 


z'  =  r.  9997  9031  sin  (168°  27'  io"56  +  v) 
Probe: 

sin  Ä  sin  c     9795  5084  cos  A    9537  2488 

sin  (C  —  B)     9^996  7314     sin  a  cos  A     9-431  9927 

sin  Ä  sin  <?  sin  (C  —  B)     9^792  2398  tg  •    0||36o  2471 

welcher  Werth  von  1  mit  dem  Ausgangswerthe  genügend  übereinstimmt. 

Zur  Probe  kann  man  auch  die  oben  ausgeführte  Verwandlung  der  ekliptikalen 
Elemente  in  äquatoreale  benützen.  Setzt  man  wie  oben  (pag.  11)  die  Mittelwerthe  der 
nach  den  zwei  verschiedenen  Methoden  erhaltenen  Elemente  an,  nämlich : 

ö'  =  141°  28'  49"2i,     i  =  95°  37'  32"22,     €£>'  =  168°  27'  io"55, 

so  stellt  sich  die  Rechnung  nach  dem  Formelsystem  13)  wie  folgt : 

sin  Q'  9*794  3369  sin  b  sin  B^    9*794  3369 

cos  »'  8,|99i  3495  sin  oder  cos  B^    9996  7314 

cos  ö'  =  sin  a  sin  A^  9^093  4258  sin  &  cos  ^^    8884  7753 

sin  oder  cos  A^  9n998  6818  Ba     82°  58'  45''52 

sin  a  cos  ^a  8-7856864  B'  251    25   56-07 

Aa  2-]^^  27'  42"26  sin  b  9-797  6055 

A'      82    54  52-81  sin  V  =  sin  c    9-997  9032 

sina  9-8947440  ct>' =  C  168°  27' io"55, 

welche  Werthe  mit  den  früher  erhaltenen  gut  übereinstimmen. 

Die  eben  angegebenen  Formeln  können  jedoch  nach  der  Natur  der  Bahn  auch 
zweckmässig  abgeändert  werden.  Findet  nämlich  die  Bewegung  in  einer  Parabel  statt, 
so  ist,  wenn  man  mit  q  den  Perihelabstand  bezeichnet,  wie  später  (pag.  58)  gezeigt 

^^^-  r  =  q^eo\v^ 

man  wird  demnach  in  obigen  Formeln  einsetzen : 

;  sin  a  =  9» 

qÄnb  =  n     J    15) 

j  sin  c  =  j9 


und  erhalten : 


a;'  =  m  sin  [A'  +  ^)  sec^  d^ 

y'  •=  n  sin  [B^  +  v)  sec|  v^    J    16) 

z'  =  p  sin  (C  +  t?)  sec^  v^. 


3» 
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.   Für   vom  Kreise  wenig  verschiedene  Bahnen  (Planetenbahnen)  werden   sich 

nachstehende  Transformationen   obiger  Ausdrücke  empfehlen.     Es  wird   im  zweiten 

Abschnitte  (pag.  57)  gezeigt  werden,  dass  zur  Berechnung  von  v  ein  Hilfswinkel  E 

nöthig  ist ,  der  die  excentrische  Anomalie  genannt  wird  und  mit  v  und  r  durch  die 

beiden  Relationen : 

r  sin  t?  =  a  sin  J?  cos  q) 

r  cos  V  =  a  cos  E  —  a  sin  qp, 

verbunden  ist ;  a  und  cp  sind  Constanten ,  deren  Bedeutung  ebenfalls  im  zweiten  Ab- 
schnitte erörtert  wird.  Schreibt  man  zunächst  für  die  Werthe  der  Coordinaten  die 
aufgelöste  Form  hin,  so  resultirt: 

x'  =  r  sin  a  sin  A'  cos  ü  +  r  »in  a  cos  A'  sin  v 
y'  =  r  sin  b  sin  B'  cos  v  -^  r  sin  b  cos  ff  sin  v 
z  =  r  sin  c  sin  C  cos  v  -^  r  sin  c  cos  (7  sin  d. 

Setzt  man  für  die  Werthe  r  sin  v  und  r  cos  v  die  oben  angeführten  Relationen  und 
weiters: 

r  sin  L'  =  a  sin  a  sin  A'  w!  sin  3f'  =  a  sin  4  sin  B' 

F  cos  L'  =^  a  sin  a  cos  <)p  cos  A        m'  cos  Jf '  =^  a  sin  i  cos  (p  cos  Ä' 
A'  ----  —  sin  y  r  sin  X'  ^'  =  —  sin  y  m'  sin  3f' 

n'  sin  iV'  =  a  sin  c  sin  C 
»'  cos  N'  =  a  sin  c  cos  rp  cos  C 
1/'  =  —  sin  q>  vi  sin  JV', 

so  wird  man  als  neue  Form  für  die  rechtwinkligen  Aquatorcoordinaten  erhalten : 

y'  =  m'  sin  [E  +  M')  +  ^u'  i    18) 
z'  =  n'  sin  [E  +  iV^')   +  v\  \ 

welche  Form  bei  der  Berechnung  einer  umfangreicheren  Planetenephemeride  wesent- 
liche Vortheile  darbietet. 

b.    Der  Anfangspunkt  des  Coordinatensystemes  wird  geändert. 

a.    Heliocentrischer  und  geocentrischer  Ort. 

Die  Coordinaten  eines  Himmelskörpers,  bezogen  auf  den  Erdmittelpunkt,  wer- 
den geocentrische  genannt,  verlegt  man  aber  den  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems 
in  das  Sonnencentrum,  so  bezeichnet  man  die  auf  diesen  Pimkt  bezogenen  Coordinaten 
des  Himmelskörpers  als  heliocentrische.  Nennt  man  X,  Y  und  Z  die  geocentrischen 
Coordinaten  der  Sonne,  f ,  rj  und  ^  die  geocentrischen  Coordinaten  des  Himmelskörpers 
und  endlich  x^  y  und  z  die  heliocentrischen  Coordinaten  desselben,  so  ist  offenbar : 

%  =  x+X  \ 

ri^y+Y        I) 

^  =  z  +  Z.] 
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Die  Berechnungsart  der  Grössen  x,  y,  z,  X,  Y  und  Z  ist  im  vorausgehenden  Kapitel 
angedeutet  worden ,  es  ist  daher  mit  Hilfe  der  eben  aufgestellten  Relationen  die  Erui- 
rung  von  f,  ij  und  ^  ermöglicht;  will  man  sofort  die  geocentrischen  polaren  Coordi- 
naten  kennen ,  so  wird  man  unter  der  Voraussetzung  äquatorealer  Coordinaten ,  wenn 
mit  Q  die  geocentrische  Entfernung  bezeichnet  wird,  haben: 

^  cos  a  cos  d  =  X  +  X 

^  sin  a  cos  d  =  y  -f-  Y 
^  sin  d  =  z  +  Z, 

Diese  Form  des  Überganges  auf  geocentrische  Coordinaten  wird  besonders  bei  der 
Ausführung  von  Ephemeriden  Anwendung  finden;  bei  ersten  Bahnbestimmungen 
jedoch,  wo  fast  ausschliesslich  die  Ekliptik  als  Fundamentalebene  gewählt  wird,  werden 
etwas  abgeänderte  Formeln  mit  Vortheil  benutzt.  Die  Breite  der  Sonne  kann  als  sehr 
klein  meist  vernachlässigt  werden ,  soll  dieselbe  aber  mit  in  Rechnung  gezogen  wer- 
den ,  so  gestatten  die  weiter  unten  mitgetheilten  Methoden  eine  strenge  Eliminirung 
der  Sonnenbreiten;  man  wird  daher  die  Z-Coordinate  der  Sonne  der  Null  gleich  setzen 
können.  Bezeichnet  man  mit  /,  b  und  r  die  heliocentrische  Länge,  Breite  und  Entfer- 
nung [Radius  vector)  des  Himmelskörpers,  mit  L  und  R  die  geocentrische  Länge  imd 
Entfernung  der  Sonne  (die  Breite  wird  dem  eben  Angeführten  gemäss  der  Null  gleich 
angenommen} ,  mit  X ,  ß  und  q  die  geocentrische  Länge ,  Breite  und  Entfernung  des 
Himmelskörpers,  so  wird,  wenn  man  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  sofort  die 
polaren  hinschreibt : 

Q  cos  X  cos  ß  '=  r  cos  /  cos  4  -|-  Ä  cos  L 
Q  sin  X  cos  /C?  =  r  sin  / cos  b  +  Rhin  L    \     '^) 
^  sin  /?  =  r  sin  Ä. 

Diese  Formeln  können  von  Fall  zu  Fall  wesentlich  vereinfacht  werden ;  zählt  man  die 
Längen  von  einem  Punkte  aus,  dessen  Länge  gleich  L  angenommen  wird,  so  erhält 
man  aus  diesen  Gleichungen : 

q  cos  [X  —  L)  cos  ß  =  r  cos  (/  —  L)  cos  A  +  JB  \ 
Q  sin  {X  —  L)  cos  ß  =  r  sin  {l  —  L)  cos  b  14) 

Q  sin  ß  =  r  sin  b,  ) 

Wählt  man  als  Ausgangspunkt  die  Länge  /,  so  wird : 

^  cos  (X  —  /)  cos  /i?  =  r  cos  4  -h  Ä  cos  (L  —  /) 
^  sin  (A  —  l)  C06  ß  =  R  sin  (L  —  /) 
Q  ün  ß  =  r  sin  b. 

Zählt  man,  wie  dies  beim  Übergang  auf  den  heliocentrischen  Ort  vortheilhaft  ist,  alle 
Längen  von  X  aus  und  setzt  der  geforderten  Transformation  entsprechend  die  Formeln 
um,  so  wird  man  haben : 

r  cos  (/  —  /)  cos  4  =  ^  cos  /:?  —  JB  cos  (L  —  X) 
r  sin  {l  —  X)  cos  b  =  —  R  sin  {L  —  X)  \    6) 

r  sin  b  =^  Q  sin  ß. 
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Will  man  aus  den  Elementen  direct  die  geocentrische  Länge ,  Breite  und  Entfernung 
des  Himmelskörpers  berechnen  ,  so  empfiehlt  es  sich,  alle  Längen  vom  aufsteigenden 
Knoten  Q  der  Bahn  zu  zählen ;  es  findet  sich  dann : 

Q  cos  (l  —  Q)  cos  ß  =  r  cos  {/  —  Q)  cos  b  -\-  R  cos  [L  —  Q] 
Q  sin  {X  —  Q)  cos  ß  =  r  sin  [l  —  Q)  cos  6  +  72  sin  (L  —  Q) 
Q  sin  ß  =  r  sin  b\ 

Ersetzt  man  nun  die  heliocentrischen  Längen  und  Breiten  durch  das  Argument  der 
Breite  und  die  Neigung  der  Bahn ,  so  folgt  aus  dem  in  Betracht  kommenden  recht- 
winkligen sphärischen  Dreiecke : 

cos  u  =  cos  [l  —  Q)  cos  b 
sin  u  cos  i  =  sin  (/  —  Q)  cos  b 
sin  u  sin  i  =  sin  ä, 

und  man  erhält  die  zur  Anwendung  höchst  bequeme  Form : 

Q  cos  [k  —  Q )  cos  ß  =  r  cos  u  -^  R  cos  [L  —  Ö )  ] 

q  sin  [X  —  Q)  cos  ß  =  r  sin  u  cos  i  +  R  sin  (L  —  ^)   }    l) 
q  sin  ß  =  r  sin  u  sin  •*.  j 

ß,    Paralkixe. 

Ein  mit  der  eben  vorgetragenen  Transformation  der  Coordinaten  sehr  ver- 
wandtes, ja  identisches  Problem  ist  das  der  Parallaxe,  nur  verfangt  die  Art  der  Ermitt- 
lung derselben  als  Correctionsgrösse  eine  etwas  verschiedene  Lösung  der  Aufgabe. 

Die  Beobachtungen  werden  an  der  Erdoberfläche  erhalten,  es  ist  aber  für  die 
meisten  Berechnungen  von  Vortheil  und  in  vielen  Fällen  geboten ,  die  Reduction  auf 
den  Erdmittelpunkt  oder  auf  einen  durch  die  Verhältnisse  bestimmten  Punkt  (locus 
fictuis]  auszufuhren.  Durch  diese  Verrückung  des  Anfangspunktes  des  Coordinaten- 
systems  entstehen  Änderungen  in  den  beobachtefen  Coordinaten ;  den  Unterschied  der 
Richtungen  einer  vom  Beobachter  aus  zum  beobachteten  Objekte  gezogenen  Geraden 
gegen  eine  solche,  welche  dieses  Objekt  mit  dem  Erdmittelpunkte  verbindet,  bezeichnet 
man  mit  dem  Namen  der  Parallaxe.  Die  Parallaxe  eines  Himmelskörpers  kann  auch 
so  definirt  werden ,  dass  man  dieselbe  als  den  scheinbaren  Abstand  zwischen  dem  Be- 
obachter und  dem  Erdmittelpunkte,  vom  Himmelskörper  aus  gesehen,  bezeichnet.  Das 
vorliegende  Kapitel  fasst  aber  diese  Bezeichnung  etwas  weiter ,  indem  in  dasselbe  die 
mit  der  Parallaxe  verwandten  Reductionen  einbezogen  werden. 

Die  zu  berechnenden  Reductionen  sind  Functionen  der  Erddimensionen  und  es 
ist  nothwendig ,  vorerst  diese  näher  zu  betrachten.  Die  Erde  gleicht  nahezu  einem 
Rotationsellipsoid,  dessen  kleine  Achse  durch  die  Pole  der  Erde  gelegt  ist.  Ist  a  die 
halbe  grosse  Achse  und  b  die  halbe  kleine  Achse,  so  ist  die  Abplattung  der  Erde  be- 
stimmt durch  die  Relation : 

o-ft 
a 

Die  Grössen  a  und  b  müssen  aus  entsprechend  angestellten  Beobachtungen  (Gradmes- 
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sungen)  abgeleitet  werden.     Bessel  hat  durch  genaue  DiscusBion  der  vorhandenen 

Gradmessungen  gefunden : 

a  =  3272  077-14  Toisen  =  6377  397-15  Meter 

i  =  3261  139.33       »       =6356078.96       »     , 

woraus  sofort  folgt :  , 

Abplattung  = . 

Bei  Messungen  auf  der  Erde  mögen  allenfalls  a  oder  die  oben  angesetzten 
Längenmasse  (Toise ,  Meter)  oder  andere  verwandte  (Meilen ,  Klafter  etc.)  ab  Einheit 
genügen ;  bei  astronomischen  Berechnungen  aber  wird  die  Anwendung  derselben  un- 
bequem sein  und  man  hat  sich  dahin  geeinigt,  besonders  sobald  es  sich  um  Entfernun- 
gen innerhalb  des  Sonnensystems  handelt,  die  halbe  grosse  Achse  der  Erdbahn  als  Ein- 
heit einzuführen  (über  den  eigentlich  in  Betracht  kommenden  Werth  für  diese  Einheit 
vgl.  Abschnitt  II,  Kapitel  I  pag.  49) .  Es  muss  deshalb,  soll  der  Übergang  von  der  einen 
Einheit  auf  die  andere  ausgeführt  werden ,  das  Verhältnis  dieser  bekannt  sein,  welches 
wieder  nur  durch  Beobachtungen  erlangt  werden  kann.  Die  Kleinheit  der  Erde  im 
Verhältnisse  zu  ihrer  Entfernung  von  der  Sonne  macht  aber  diese  Bestimmung  sehr 
schwierig  und  es  bedarf  besonderer  Methoden ,  um  genügende  Resultate  zu  erlangen ; 
die  Auseinandersetzung  derselben  gehört  aber  nicht  hierher  und  ich  werde  hier  nur  im 
Anschluss  an  eine  Arbeit  über  diesen  Gegenstand  von  S.Newcomb  eine  Zusammen- 
stellung der  durch  die  verschiedenen  Methoden  erlangten  Resultate  geben.  Bezeichnet 
man  den  Winkel ,  unter  dem  der  Äquatorhalbmesser  der  Erde  von  der  Sonne  in  der 
Entfernung  i  gesehen  erscheint ,  als  die  Sonnenparallaxe  tt,  so  ergeben  sich  für  diese 
Grösse  folgende  Werthe : 

1.  Aus  den  Meridianbeobachtungen  des  Mars  im  Jahre  1862,  ausgeführt  nach 
dem  Plane  W innecke' s,  fand  sich  7t  =  8"855  ±  o"o20. 

2.  Die  Marsbeobachtungen  desselben  Jahres  mit  Hilfe  von  an  Refractoren  an- 
gebrachten mikrometrischen  Apparaten  ergaben  tt  =  8"842  zt  o"o40. 

3.  Durch  Powalky's  neue  Discussion  des  Venusdurchganges  von  1769  wird 
TT  =  8^86  =b  o"o4. 

4.  Die  parallaktische  Ungleichheit  des  Mondes  gibt  mit  Rücksicht  auf  Einzeln- 
werthe,  die  Hansen,  Stone  und  Newcomb  gefunden  haben 

TT  =  8^838  ±  0"025. 

5.  Aus  der  Mondgleichung  der  Erde,  die  nach  vierzehnjährigen  Greenwicher, 
fün^ährigen  Washingtoner  Beobachtungen  und  Le  Verrier's  Bestim- 
mung abgeleitet  ist,  wird  7t  =  8"8o9  zb  o"o54. 

6.  Foucault's  Bestimmung  der  Lichtgeschwindigkeit  ergibt  7t  =  8"86  dt? 
Newcomb  zieht  aus  diesen  sechs  Bestimmungen  als  wahrscheinlichsten  Werth  für 
die  Sonnenparallaxe:  ^  _  g„g^g  ^  ^„^^^^ 

welcher  Werth  für  7t  in  diesem  Werke  durchaus  adoptirt  ist. 

Seit  der  Publication  der  Newcomb* sehen  Arbeit  sind  mehrfache  Bestim- 
mungen der  Sonnenparallaxe  unter  Anwendung  verschiedener  Methoden  vorgenom- 
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men  worden,  welche  die  obigen  Werthe  sehr  nahe  bestätigen.  So  finden  Campbell 
und  Neison  ans  der  parallaktischen  Ungleichheit  des  Mondes  mit  Benützung  der 
Greenwicher  Beobachtungen  zwischen  den  Jahren  1862  und  1876  inclusive  den  Werth 
7C  =  8"848  ±  o"oo7 ;  Maxwell  Hall  aus  in  Jamaica  bei  verschiedenen  Zenithdistanzen 
angestellten  Marsbeobachtungen  8^789  ±  o"o6o;  Gill  auf  Ascension  durdi  dieselbe 
Methode  8"78  dz  o"oi2 ;  Michelson  und  Todd  aus  neuen  sehr  genauen  Bestimmun- 
gen über  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Lichtes  8^808  d:o''oo6,  welcher  Werth 
durch  eine  neue  und  genauere  Beobachtungsreihe  Michelson's  fest  völlig  bestätigt 
wird.  Femer  wäre  noch  zu  erwähnen,  dass  zu  den  bisher  benützten  Methoden  der 
Pärallaxenbestimmung  eine  neue  hinzugetreten  ist,  nämlich  die  von  Galle  in  Vor- 
schlag gebrachte :  die  Parallaxe  jener  kleinen  Planeten ,  welche  der  Erde  verhältnis- 
mässig nahe  kommen ,  im  Falle  günstiger  Oppositionen  direct  zu  bestimmen  und  da- 
raus, wie  bei  Mars,  einen  Schluss  auf  die  Sonnenparallaxe  zu  ziehen.  Galle  leitet  aus 
den  Flora-Beobachtungen  des  Jahres  1873  den  Werth  8"873  dr  0^043  ab.  Schliesslich 
könnte  noch  hervorgehoben  werden,  dass  die  vorläufig  bekannt  gewordenen  wenig  be- 
friedigenden Resultate  des  Venusdurchganges  des  Jahres  1874  im  Allgemeinen  Werthe 
ergeben,  die  nicht  viel  von  8"8  zu  sein  scheinen.  Man  könnte  die  angeführten  Be- 
stimmungen dazu  verwerthen,  den  von  New  comb  angegebenen  Werth  der  Sonnen- 
parallaxe zu  verbessern ;  da  jedoch  der  letztere  nunmehr  nahezu  allgemein  den  Rech- 
nungen zu  Grundegelegt  wird  und  ddrch  das  Hinzuziehen  der  neueren  Beobachtungen 
keine  wesentliche  Änderung  erfahren  würde,  so  werde  ich  denselben  unverändert  in 
der  Folge  in  Anwendung  ziehen. 

Bezeichnet  man  mit  h  die  Entfernung  des  Beobachtungsortes  vom  Erdmittel- 
punkte, ferner  mit  d  und  q)'  seine  geocentrische  Rectascension  und  Declination,  so  sind 
die  rechtwinkligen  Äquatorcoordinaten  desselben  in  Bezug  auf  den  Erdmittelpunkt : 

f  =  Ä  cos  9'  cos  d 
T]  =  h  cos  q)'  sin  0 
^  =  A  sin  (p'. 

Es  stejlt  sich  die  Aufgabe,  A,  ^'  und  6  aus  den  Daten  der  Beobachtung 
(Beobachtungsort  und  Zeitangabe)  zu  ermitteln.  Ich  nehme  zuerst  die  Bestimmung 
der  letzteren  Grösse  vor. 

d  ist  ofienbar  mit  der  Zeit  veiänderlich ,  da  sich  im  Verlaufe  eines  Tages  die 
Erde  um  ihre  Achse  dreht ;  diese  Umdrehung  wird  in  Rücksicht  auf  ein  festes  Coordi- 
natensystem  in  einem  Stemtage  vollendet.  Die  Rectascension  des  Beobachtungsortes 
wird  für  den  Erdmittelpunkt  o*  sein,  wenn  mit  dem  Erdorte  der  Ftühjahrspunkt  cul- 
minirt,  es  ist  in  diesem  Augenbücke  für  citen  Erdort  eben&Us  o^  Stemzeit.  Culminirt 
ein  anderer  Funkt,  dessen  Rectascension  d  sein  mag,  gleichzeitig  mit  dem  Erdorte,  so 
ist  0  die  Rectascension  des  Erdortes ,  aber  auch  gleichzeitig  der  Stundenwinkel  des 
Frühjahrpunktes  für  diesen  Ort,  oder  die  Stemzeit ;  es  ist  demnach  0  identisch  mit  der 
Stemzeit  des  Ortes.  Eine  jcd«  Beobachtung  muss  stets  die  Angabe  en&alten,,  wann 
dieselbe  angestellt  ist ;  diese  Zeitangabe  ist  gewöhnlich  in  mittlerer  Zeit  des  Beobach- 
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tungsortes  oder  eines  bestimmten  anderen  Meridians  angegeben.  Es  stellt  sich  demnadi 
vorerst  die  Aufgabe,  aus  der  mittlem  Zeit  die  zugehörige  Stemzeit  zu  berechnen.  Mit 
Hilfe  der  Angaben  der  Ephemeriden  wird  dies  leicht  ausgeführt  werden  können.  Die- 
selben geben  für  jeden  mittleren  Mittag  des  Normalmeridians ,  für  den  das  Jahrbuch 
berechnet  ist,  den  Unterschied  Stemzeit  —  mittlere  Zeit,  d.  h.  die  Stemzeit  im  mitt- 
leren Mittag ;  kennt  man  die  mittlere  Zeit ,  die  seit  diesem  mittleren  Mittag  des  festen 
Meridians  verflossen  ist ,  und  verwandelt  diese  in  Stemzeit ,  so  wird  die  Summe  dieser 
Zeit  und  der  Stemzeit  im  mittlem  Mittag  die  gesuchte  Stemzeit  sein. 

Ein  in  Stemzeit  ausgedrücktes  Zeitintervall  kann  leicht  in  mittlere  Zeit  um- 
gewandelt werden ,  wenn  man  bedenkt ,  dass  im  Verlaufe  eines  tropischen  Jahres  ein 
Stemtag  mehr  sein  muss,  als  in  demselben  mittlere  Tage  enthalten  sind.  Nun  ist 
das  tropische  Jahr  gleich  365*2422  mittleren  Sonnentagen,  es  sind  also  in  demselben 
366*2422  Stemtage  enthalten;  daraus  ergeben  sich  zur  gegenseitigen  Transformation ' 
eines  Intervalles  Stemzeit  (/J  in  ein  Intervall  mittlere  Zeit  (Jq)  die  Relationen : 


•^o  —  366.2422  •^*  —  7  •^*  > 


und  umgekehrt : 

wobei : 

log/=o-ooi  1874, 
angenommen  ist. 

Zu  dieser  Umwandlung  gewähren  die  vorhandenen  Ephemeriden  und  Samm- 
lungen astronomischer  Tafeln  sehr  geeignete  Hilfsmittel.  Die  bequemste  Tafel ,  die 
mit  dem  Argumente  mittlere  Zeit  sofort  die  Beduction  auf  Stemzeit  angibt,  findet  sich 
in  der  WamstorfTschen  Tafelsammlung ;  man  nennt  diese  Reduction  die  Acceleration 
der  Fixsterne.  Das  Intervall  des  Argumentes  in  dieser  Tafel  ist  so  gewählt ,  dass  die 
Reduction  von  0^1  zu  0^1  vorschreitet;  ich  habe  einen  Ausztig  der  Tafel  als  Tafel  I 
in  das  vorliegende  Werk  aufgenommen,  mich  aber  begnügt,  die  Reduction  von 
Sekunde  zu  Sekunde  vorschreiten  zu  lassen ,  da  bei  Parallaxenrechnungen  die  Abkür- 
zung der  Zeit  auf  volle  Sekunden  gestattet  ist.  Die  Anwendung  ist  einfach  genug. 
Will  man  zu  einem  gegebenen  Zeitintervalle  mittlerer  Zeit  das  zugehörige  Stemzeit- 
intervall  auf  volle  Sekunden  genau  finden ,  so  geht  man  mit  dem  Argumente  mittlere 
Zeit  in  die  Tafel  ein ,  nimmt  zu  dem  der  gegebenen  mittleren  Zeit  zunächst  liegenden 
Ai^imiente  die  Reduction  und  addirt  diese  zu  dem  gegebenen  Zeitintervalle.  Es  sei 
z.  B.  zu  verwandeln  16^^  57^  4*  mittlere  Zeit  in  das  entsprechende  Stemzeitintervall. 
Die  Tafel  I  gibt  mit  dem  Argumente  lö'^  56''*  36*  (das  zunächst  liegende  Argument) 
die  Reduction  -|-  2^  47^ ;   die  Rechnung  gibt  als : 

lö'*  57*^    4*  mittlere  Zeit 
Acc.    +2    47 

16   59     51  Stemzeit. 

Wollte  man  eine  grössere  Genauigkeit  erlangen ,  so  müsste  man  durch  lineare  Inter- 
polation den  genaueren  Werth  der  Acceleration  ermitteln;  in  solchem  Falle  ist  aber 

Oppolzer,  Bahnbestimmniigen.  I.   2.  Anilage.  4 
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die  in  diesem  Werke  aufgenommene  Tafel  nicht  bequem.  Für  das  gewäMte  Beispiel 
würde  sich  durch  Interpolation  ergeben  : 

lö'^  57*^    4*00  mittlere  Zeit 
Acc.    +  2     47 -08 

lö   59     51*08  Stemzeit. 

Hat  man  jedoch  keine  Hilfstafeln  zur  Hand  und  ist  eine  Gren&uigkeit  von  einer 
halben  Sekunde  in  der  Ermittlung  der  Acceleration  ausreichend ,  so  genügt  das  fol- 
gende höchst  einfache  von  Herrn  R.  Schräm  benützte  Verfahren,  dessen  Berechtigung 
sich  leicht  aus  den  hier  geltenden  Zahlenverhältnissen  ergibt.  Man  dividire  die  Stim- 
den  mittlerer  Zeit  durch  sechs  und  setze  den  Quotienten  als  Minuten ,  den  Best  als 
Zehnersekunden  an ;  die  Einheiten  der  Sekunden  ergeben  sich  aus  der  Division  der 
gegebenen  mittleren  Zeitminuten  durch  sechs ,  vermindert  um  die  Anzahl  der  Acce- 
lerationsminuten.    Das  obige  Beispiel  gibt : 

16:6  =  2*^40* 

(57  :6)  —  2.7= 7_ 

demnach  die  Acceleration :     2^  47*. 

Hat  man  sich  derart  die  seit  dem  mittleren  Mittag  verflossene  Stemzeit  aus  der 
entsprechenden  Angabe  der  mittleren  Zeit  verschafft,  so  ist  einfach  dieser  gefiindene 
Werth  zu  der  Stemzeit,  die  im  mittleren  Mittag  statt  hat,  zu  addiren ,  und  man  erhält 
so  die  gesuchte  Stemzeit.  Der  geforderte  Werth :  Stemzeit  weniger  mittlere  Zeit  im 
mittleren  Mittag,  findet  sich  aber  in  den  Ephemeriden  nur  für  gewisse  Meridiane  z.  B. 
im  englischen  Nautical  almanac  für  Greenwich ,  im  Berliner  astr.  Jahrbuch  für  Ber- 
lin etc.,  für  andere  Meridiane  muss  aus  den  Angaben  der  Ephemeriden  der  verlangte 
Werth  erst  berechnet  werden.  Von  einem  mittleren  Mittag  bis  zum  nächsten ,  also  in 
einem  mittleren  Tage  eilt  die  Stemzeit  der  mittleren  Zeit  um  3*"  56*555  Stemzeit 
voran.  Nun  tritt  für  einen  beliebigen  Meridian  der  mittlere  Mittag  um  den  Längen- 
unterschied l  (früher  bei  östlicher ,  sj^ter  bei  westlicher  Länge] ,  der  östlich  negativ, 
westlich  positiv  gezählt  wird,  verändert  ein ;  drückt  man  also  diesen  Längenunterschied 
in  Einheiten  der  Stunde  aus ,  so. ist  die  Correction  (in  Zeitsekunden),  die  man  an  die 
Angabe  des  Jahrbuches  für  die  Stemzeit  des  mittleren  Mittags  anzubringen  hat ,  be- 
stimmt durch :  a»       ' 

Corr.  =  ^^^-^  l  =  9*8565  /. 
24 

So  liegt  z.  B.  die  Sternwarte  Wien -Josefstadt  11^  50*4  östlich  von  Berlin  und 
,Ä  ^f»  25*3  östlich  von  Greenwich;  es  ist  demnach  die  Correction,  die  man  für  diese 
Sternwarte  "an  die  Angaben  der  Jahrbücher  anzubringen  hat  • 

für  das  Berliner  astr.  Jahrbuch:  —    i*94, 
für  den  Nautical  almanac :  —  iO'75« 
In  der  Tafel  III  sind  neben  der  Länge  die  diesbezüglichen  Reductionen  für  alle  im 
Berliner  astr.  Jahrbuche  für  1883  angeführten  Stemwarten  für  den  Berliner  Meridian 
geltend  angesetzt,  ausserdem  für  einige  Observatorien ,  die  jetzt  nicht  mehr  bestehen, 
von  denen  sich  aber  aus  dem  Anfange  des  gegenwärtigen  Jahrhunderts  zahlreiche 
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Beobachtungen  vorfinden.  Ich  werde  nun  auch  ein  Beispiel  anfuhren.  Es  sei  die 
Stemzeit  zu  suchen  für:   1867  Oktob.  i   11^  26*^  29*80  m.  Zt.  Josefstadt. 

Tafel  I  +     I     5277 
Berl.  Jahrbuch  —  1*94  :   12    38     49«  15 

qA     7*^*  11*72  Stemzeit  Josefstadt. 

Auf  diese  Weise  ist  es,  wenn  die  Zeitangabe  der  Beobachtung  gemacht  ist, 
nicht  schwierig,  das  verlangte  6  zu  berechnen ;  doch  kann  man  auch  auf  einie  etwas 
andere,  in  vielen  Fällen  bequemere  Weise  diese  Transformation  vornehmen.  Häufig 
ist  es  ohnedies  nöthig ,  die  Ortszeit  auf  einen  bestimmten  Meridian ,  der  in  einem 
Jahrbuche  als  massgebend  angenommen  ist,  zu  übertragen.  Man  addirt  die  Angabe 
des  Jahrbuches  für  den  Mittag  des  Normalmeridians  zur  Ortszeit,  berechnet  aber  die 
Acceleration  der  Fixsterne  nicht  für  diese,  sondern  für  die  auf  den  Normalmeridian 
übertragene  Beobachtungszeit.  Die  Richtigkeit  dieser  Regel  ergibt  sich  leicht  aus 
dem  Vorstehenden,  oder  wenn  man  berücksichtigt,  dass  die  Difierenz  der  mittleren 
und  Stemzeiten  für  zwei  verschiedene  Orte  gleich  dem  Längeniuiterschiede  ist,  wie 
dies  auch  für  die  Differenz  der  wahren  Zeit  gilt.    Im  obigen  Beispiel  ist : 

1 1^  26*^  29*80  mittl.  Zeit  Josefstadt  =  1 1*  14*"  39*4  mittl.  Zeit  Berlin. 
+      1     50-83  Acc  für  Berliner  Zeit. 
12    38    51*09  (Berl.  Jahrbuch,  für  o*  Berl.  Zeit) . 
qA    7«»  11*72  Stemzeit  Jose&tadt. 

Dieses  letztere  Verfahren  wird  besonders  dann  mit  Vortheil  gebraucht,  wenn  man 
Beobachtungen  mit  einer  für  den  Normalmeridian  gerechneten  Ephemeride  zu  ver- 
gleichen hat. 

Aus  dem  bisher  Voi^etragenen  wird  man  auch  die  Regeln  für  das  umgekehrte 
Verfiihren,  nämlich  zu  einer  gegebenen  Stemzeit  die  mittlere  zu  finden,  ableiten 
können.  Die  Lösung  dieser  Aufgabe  wird  auch  bei  Bahnbestimmungen  bisweilen 
in  Betracht  kommen.  Manche  Beobachter  theilen  die  Meridianbeobachtungen  ohne 
Angabe  der  Beobachtungszeit  mit,  bei  solchen  ist  aber  die  angesetzte  Rectascension 
unmittelbar  die  Stemzeit  der  Beobachtung.  Will  man  dieselbe  in  mittlere  Ortszeit 
verwandeln,  so  wird  man  zunächst  durch  Addition  des  Längenunterschiedes  die  Stem- 
zeit des  Normalmeridians  ermitteln,  subtrahirt  man  hiervon  die  für  den  mittleren  Mit- 
tag geltende  Stemzeit ,  so  erhält  man  die  seit  dem  Mittag  verflossene  Zeit  in  Stemzeit 
ausgedrückt;  die  Tafel  II  gibt  mit  diesem  Argumente  die  Reduction  dieses  Zeit- 
intervalls auf  mittlere  Zeit  in  derselben  Anordniuig  wie  Tafel  I.  Durch  Subtraction 
dieser  Reduction  nebst  der  für  o^  mittlere  Zeit  des  Normalmeridians  geltenden  Stem- 
zeit des  Beobachtungsdatüms  von  der  beobachteten  Rectascension  findet  sich  un- 
mittelbar die  Beobachtungszeit  in  mittlerer  Ortszeit.  Es  wurde  die  Rectascension 
des  Planeten  Eunomia  am  Meridianinstrumente  zu  Bonn  beobachtet:  1866  Jan.  i. 
5*  53*^*  0*32  =  ö'^  18*"  1 1*94  Berliner  Stemzeit.  Man  hat  als  Argument,  da  nach  dem 
Berliner  Jahrbuch  für  1866  Jan.  i.  die  Stemzeit  im  mittl.  Mittag  18*  43*^*  29*45  ist, 
den  Werth  1 1^  34*^  42*;  es  ist  demnach : 

4* 
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«  =  5^  53*^  o*32 

Tafel  II  =        —      I    53.81 
Sternzeit  i.  Januar  =  —  18    43    29-45 
mittl.  Zeit  Bonn  =        ii'^   7*^37*06. 
Hat  man  den  Werth  9*8565  /  berechnet,  der  für  Bonn,  da  /  =  +  25***  1 1*6  ist,  +  4*14 
gefunden  wird,  80  wird  es  bei  einer  grösseren  Zahl  derartiger  Verwandlungen  be- 
quemer sein,  diese  Quantität  zur  Berechnung  der  Stemzeit  für  den  mittleren  Mittag 
von  Bonn  zu  verwenden.    Das  Verfahren  erläutert  sich  durch  die  Durchführung  des 
eben  gewählten  Beispieles  nach  dieser  zweiten  Methode: 

a  =     5^  53*'»  0*32 
Berl.  Jahrb.  i.  Jan.  1866  +  4*14  =  18    43  33*59 
Stemzeit  seit  o^  =  11      9  26-73 
Tafel  II  =  —      I  4967 
mittl.  Zeit  Bonn  =  ii'^  7^  37*06. 
Wendet  man  keine  Hilfstafeln  an  und  genügt  eine  Annäherung  auf  eine  halbe  Se- 
kunde, so  kann  das  oben  aufgeführte  Schram'sche  Verfahren  in  ganz  gleicher  Weise 
zur  Ermittlung  der  Retardation  benützt  werden. 

Die  zur  Berechnung  der  Coordinaten  des  Beobachtungsortes  nothwendige 
Grösse  6  kann  man  demnach  als  bekannt  voraussetzen  und  nun  an  die  Ermittlung 
der  Grössen  h  und  cp'  schreiten ,  welche ,  da  die  Erde  als  regelmässiges  Rotations- 
ellipsoid betrachtet  werden  kann,  nur  Functionen  der  Polhöhe  oder  der  geographi- 
schen Breite  des  Beobachtungsortes  sind. 

Wäre  die  Erde  eine  Kugel,  so  würde  h  stets  dem  Äquatorhalbmesser  gleich 
sein,  der  für  die  folgenden  Untersuchungen  als  Einheit  angenommen  wird,  imd 
qp'  (die  geocentrische  Polhöhe)  mit  der  Polhöhe  q)  zusammenfallen,  indem  die  Pol- 
höhe eines  Beobachtungsortes  mit  dem  Winkel  identisch  ist,  den  das  Loth  mit  der 
Äquatorebene  bildet.  Die  allerdings  geringe  Abplattung  aber  veranlasst,  dass  h  mit 
der  Annäherung  an  die  Pole  kleiner  wird  und  dass  das  Loth  nicht  gegen  das  Erd- 
centrum gerichtet  ist.  Es  stellt  sich  also  die  Aufgabe ,  h  und  (p'  als  Functionen  von  (p 
darzustellen. 

Denkt  man  sich  durch  die  Erdachse  eine  Ebene  gelegt,  so  wird  der  Durch- 
schnitt dieser  Ebene  mit  der  Erdoberfläche  einen  Meridian  bilden  und  legt  man  in 
diese  Ebene  ein  Coordinatensystem  so,  dass  der  Anfangspunkt  mit  dem  Erdmittel- 
punkte zusammenfällt,  die  X-Achse  nach  dem  Äquator,  die  positive  Y-Achse  nach 
dem  Nordpol  gerichtet  ist,  so  wird  auf  dieser  Ebene  der  Durchschnitt  mit  der  Erd- 
oberfläche als  Ellipse  erscheinen;  (p'  wird  der  Winkel  sein,  den  die  durch  den  Er- 
mittelpunkt  und  den  Beobachtungsort  hindurch  gelegte  Linie  mit  der  X-Achse  ein- 
schliesst,  g)  der  Winkel,  den  die  Normale  mit  der  Abscissenachse  bildet.  Bezeichnet 
man  die  Ck)ordinaten  des  Beobachtungsortes  durch  x  und  y,  so  wird  sein : 

tg  9'  =  X 

dx 


<fy 


Digitized  by 


Google 


89     

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen ,  die  fiir  die 
Ellipse  gelten,  wird  man  q>  als  Funktion  von  q>  darstellen  können.  Die  Gleichung 
der  Ellipse  gibt,  wenn  man  mit  a  und  h  die  grosse  und  kleine  Halbachse  bezeichnet : 

Ä2a:2  +  a2y2  =  aU'^',  i) 

durch  DiflFerentiation  nach  x  und  y  wird  zunächst : 

}ßxdx  +  a^ydy  =  o, 
oder :  JL  =  _  i!_   ^  * 

Mit  Rücksicht  auf  die  oben  angesetzten  Relationen  für  tp  und  (p'  ist  sofort : 

^  9'  =  -^  ^  V^  2) 

wodurch  qp'  als  Function  von  (p  dargestellt  ist.  Um  nun  k  ebenfalls  als  Function  von  <p 
darzustellen,  wird  man  sich  der  Relationen : 

)c  z=  h  cos  cp',         y  =  h  sin  (p\ 
bedienen.    Quadrirt  man  dieselben  und  setzt  sie  in  die  Gleichung  i)  ein,  so  wird 


erhalten : 


h^ 


cos  r/)'2  I  I  4.  ^-  tg  qp'2|  =  ^2; 


für  diese  Gleichung  kann  man  aber  setzen : 

Ä2  cos  qp'2  {  I  4.  tg  (jp  tg  9?'  }  =  a2, 
somit  ist :  «  -■  /      äecW  i  /       cÖb  cp  v 

r     (i  4-tgqptgqp)  Y    cosqp'cos(qp'— «jp)  ^' 

WieWohl  die  Bestimmung  von  y'  und  h  durch  die  Formeln  2)  und  3)  sehr  einfach  ge- 
schieht, so  ist  es,  da  der  Unterschied  [<p' —  y)  niemals  gross  werden  und  ebenso  h  nur 
um  ein  Geringes  von  der  Einheit  verschieden  sein  kann,  doch  meist  von  Vortheil, 
zur  Bestimmung  von  (p'  und  h  Reihen  mit  dem  Argumente  fp  zu  entwickeln ,  welche 
die  eben  angeführten  Unterschiede  unmittelbar  angeben. 

Vorerst  sollen  aber  zwei  Lagrange 'sehe  Reihen  abgeleitet  werden,  welche 
die  Lösung  des  vorgelegten  Problems  in  höchst  einfacher  Weise  vermitteln.  Es  sei 
gegeben  eine  Relation  von  der  Form : 

t%  X  =  ni^y.  4) 

Man  kann  den  Unterschied  [x  —  y)  nach  einer  periodischen  Reihe,  die  nach  dem  Sinus 

der  geraden  Vielfachen  des  Bogens  ip  fortschreitet,  entwickeln.    Es  ist  zunächst : 

.              '  I             \  .              1            sin  (x  —  y)  ,  \    «in  y 

tEt  X  —  tgy=  (n  —  itgy    oder     ^ ^—  =  [n  —  i)  — ^  , 

woraus  folgt : 

sin  [x  —  y)  =  (n—  i)  sin  y  cos  [(x  —  y)  +  y]. 

Bestimmt  man  daraus  tg  (^  —  y)  und  schreibt  abkürzend : 

n —  I  . 

-    m  =  — ; — ,  S) 


so  erhält  man  statt  der  Relation  4)  die  Form 

m 

tn  cos  2y 


tg  [x  —  y)  =  ^—.  6) 

^  ^  •''  1  —  m  cos  2v  ' 
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Nun  ist  aber  nach  bekannten  imaginären  Beziehungen,  wenn  mit  »  die  imaginäre  Ein- 
heit und  mit  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  bezeichnet  wird : 


8ina  =  — rfc  —  e        } 
«  =  —{«  +  «        } 


cos 


7) 


<fe«  =  -f{ 


2m 
e  —   I 

e  +  I 


} 


Führt  man  diese  Relationen  in  6)  ein,  so  folgt  unmittelbar : 


2(x—y)i 
e      —       1 

2{x—y)i 
e      +       I 


m  [e  —  e  } 

zyi       —  lyi 

2  —  m  (e  -{-  e  } 


oder: 


2(a:— y)t 


—  ay« 


I  —  me 


*y» 


8) 


1  —  me 
Schreibt  man  diese  Gleichung  logarithmisch  und  erinnert  sich  der  bekannten  logarith- 
mischen Beihe : 

log  nat  (i  —  ^)  =  —  ^  —  \  ^^  —  J  ^^  —  ....  g) 

so  findet  sich  ohne  Schwierigkeit : 

,         2y»     —  ayi            ^             ^         4yt     —  4yi             ^             ^         6yi     —  6y» 
o;  — y  =  m-^{e  — e         )  +  —  m^-^{e  —  e        }  +--m3"^^{6  — e       }H , 

und  mit  Rücksicht  auf  die  ersten  Relationen  in  7) : 

X  —  y  =  m  sin  2y  +  i  ^^  sin  4y  +  i  w^  sin  6y  +  •  •  •  •      10) 
Das  Resultat  dieser  Transformationen  lässt  sich  also  dahin  aussprechen,    dass  Aus- 
drücke von  der  Form  4)  oder  6)  sich  in  Reihen  von  der  eben  hingeschriebenen  Gestalt 
entwickeln  lassen. 

Ausdrücke  von  der  Form : 

/?2  =  I  4-  y2  —  2y  cos  2yj  11) 

lassen  ebenfalls  elegante  Reihen  für  log  ß  finden,  die  nach  dem  Cosinus  der  geraden 
Vielfachen  des  Bogens  y  angeordnet  sind-  Es  ist  mit  Rücksicht  auf  die  zweite  Re- 
lation in  7)  :  . 


»y». 


ß^=  [i—ye     )  (i  —  y 
daher  mit  Benützung  der  Reihe  9)  : 

2\0gß 


»y» 


), 


Mod. 


ly»  4yi  6yt 

=  —ye    —\y^e    —  |  yh    - 


—  zyi  ''4yi  —^yi 

—  ye      —  i  y^e     —^y^e—- 


somit  nach  der  zweiten  Gleichung  in  7) : 

log  /9  =  —  Mod.  {  y  cos  2y  H-  1^  y^  cos  4y  +  1^  y^  cos  6y  H }.    12) 
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Um  nun  von  den  Beihen  lo)  und  12)  für  das  vorgelegte  Problem  Gebrauch 
machen  zu  können ,  erübrigt  für  die  Bestimmung  von  q>  —  (f  nichts ,  als  die  Be- 
stimmung von  m.    Nun  ist  aber  nach  5)  (pag.  29)  : 

^  _  n-i        _      o« _      (6~a)  (64-a)  _-x 

Setzt  man  die  oben  (pag.  23]  angegebenen  numerischen  Werthe  für  a  und  h  ein  und 
drückt  die  CoefFicienten  in  Einheiten  der  Bogensekunde  aus,  so  erhält  man  nach  10) 
die  Relation: 

(p* —  9)  =5  —  11'  3o"65  sin  2qp  +  i"i6  sin  49)  + ;     14) 

die  übrigen  Glieder  dieser  Reihe  werden  unmerklich,  weil  der  Coefficient  von  sin  69 
nur  — o"oo3  beträgt. 

Soll  der  Ausdruck  12)  für  die  Bestimmung  von  log  h  verwerthet  werden,  so  be- 
darf es  einiger  Transformationen  der  Form  3) ;  man  hat : 

,2 g^  sec  y^       o*  -h  ^  tg  y^ o*  -h  ^  +  (g*  —  ^)  cog  ly 

I  +  tg  y  tg  y'         a«  +  6«  tg  y«        a«  -h  6«  +  (a«  —  6*)  cob  ly 


oder : 


_  (g«  +  6»)«  H-  (q^  —  W'  H-  >  (g^  H-  ft^  (g^  —  ^)  cofl  ay 
~        (a  -h  *)*  H-  (a  —  6)«  -h  2  (a  -h  ä)  (a  -=-  6)  co8  ly       ' 

/M2  _  /  «Mifti\» '  +  (^^'  +  ^  (^-^^  ^«  ^y 

.  \   /  \  l    ^    i/    I  +  |__  j      +  2  (^  COS  2q> 

Setzt  man  abkürzend : 

und  beachtet,  dass  im  ersten  CoefEcienten  geschrieben  werden  kann  : 

I  %a 

a  H-  6  I  2a      ' 


15) 


a«  +  ft2      a«  +  ^ 


SO  ist: 


I      a24-y        a  +  6         I— ^ 

a  *    a  +  ^  ^g^  I — »w'         '' 

und  die  Gleichung  15)  nimmt  die  Form  an  : 

(Ä\2 /LZI£.\*  '  -Vn^  —  2m  C08  ay  ^v 

a]  \i  —  m/    1  -h |>2  —  2p  coB  2y   '  ' 

Bildet  man  den  Logarithmus  dieses  Ausdruckes,  nämlich : 

log      =  log  (i  —  p)  —  log  (i  —  »»)  +  i  log  (i  +  m^  —  2m  cos  lip] 

—  k  log  (l  +;>^  —  2P  cos  Zff)  , 

und  wendet  auf  die  ersteren  beiden  Glieder  die  Reihe  9] ,  auf  die  letzteren  die  Reihe  1 2) 
unter  Berücksichtigung  der  Ausgangsform  11]  an,  so  findet  sich : 

^  ö  \ —  (m  —  p)  cos  2y  —  \  (m^  —  p^)  cos  49)  —  I  (m^  —  p^)  cos  69). .  j 
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oder  mit  Einführung  der  numerischen  Werthe  : 

log  h  =  9*999  2747  +  o«ooo  7271  cos  2q>  —  o«ooo  0018  cos  49).. 

Das  Berliner  astr.  Jahrbuch  gibt  seit  dem  Jahre  1868  in  dem  Verzeichnisse  der  Stern- 
warten für  jede  derselben  die  geocentrische  Breite  f/)'  und  log  h. 

Noch  bequemer  gestaltet  sich  die  Rechnung  durch  Einführung  der  von  Hansen 
zuerst  benützten  excentrischen  Polhöhe.     Schreibt  man  die  Gleichung  der  Ellipse  in 

der  Gestalt :  ,         « 

-  +  ^  =  I 

und  setzt  cos  9?^  =  — ,  was  wegen  x  <la  unter  allen  Umständen  gestattet  ist,  so  wird 
in  Folge  der  eben  hingeschriebenen  Gleichung  für  die  Ellipse  nothwendig : 

sin  qp^  =  1^  oder  y  =  6  sin  qpi .  26) 

Es  bestehen  dgiher  die  Relationen  : 

X  h  f  y  h     .         ,  . 

-  =r      cos  (p  =  cos  (px  y         1^  =  T  sin  qp  =  sm  q>x ; 

daraus  folgt : 

tg  9>i  =  5  tg  (p\ 

und  in  Verbindimg  mit  2)  (pag.  29)  : 

tg9>i  =  itg(p.     21) 

Macht  man  wieder  von  der  Reihe  10)  Gebrauch  und  setzt  wie  oben  (Gl.  16)  pag.  31) : 

h  —  a  x 

so  wird  sein : 

qpj  —  9)  =  j[?  sin  29)  +  i  />^  sin  ^(p'\'\p^H\Xit(p-\-.  . ,        23) 

oder  numerisch  in  Einheiten  der  Bogensekunde : 

yi  —  y  =  —  5'  45^33  sin  2(p  +  0^29  sin  49)  —  ...       24) 

Der  Coefficient  des  nächsten  Gliedes  beträgt  nur  —  0^0003.    Drückt  man  die  Coordi- 
naten  in  Einheiten  des  Äquatorhalbmessers  a  aus,  so  wird : 

X  =  cos  (pi  \ 

y  =  Ä  sin  (jPi        I   ,  25) 

log  b  =  9.998  5458. ) 

Die  bisherigen  Entwicklungen  haben  die  Möglichkeit  geboten ,  mit  Hilfe  der 
Beobachtimgszeit  und  der  geographischen  Breite  des  Beobachtungsortes  seine  Coordi- 
naten  zu  finden  und  es  kann  nun  an  die  Lösung  der  eigentlichen  Aufgabe  geschritten 
werden,  die  jedoch  in  zwei  wesentlich  verschiedenen  Formen  durchgeführt  werden 
muss ,  je  nachdem  die  Entfernung  des  Gestirns  von  der  Erde  (mindestens  näherungs- 
weise] bekannt  oder  völlig  unbekannt  ist.  Ist  die  Entfernung  des  Gestirns  bekannt, 
so  ist  es  am  zweckmässigsten ,  die  Beobachtung  selbst  vom  Einflüsse  der  Parallaxe  zu 
befreien,  d.  h.  dieselbe  auf  das  Erdcentrum  zu  reduciren.    Da  die  Beobachtungen  sich 
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meist  auf  den  Äquator  als  Fimdamentalebene  beziehen,  so  dürfte  es  für  den  vorliegen- 
den Zweck  hinreichend  sein,  den  Einfluss  der  Parallaxe  in  Rectascension  und  Declina- 
tion  abzuleiten  und  nur  die  ersten  Potenzen  der  Änderungen  mitzunehmen ;  denn  die 
Parallaxe  kommt  nur  bei  solchen  Himmelskörpern  in  Betracht,  die  sich  ausserhalb 
der  Attractionssphäre  der  Erde  befinden,  kann  also  nur  kleine  Werthe  erreichen. 
Sind  a,  d  und  q  die  geocentrischen  Coordinaten  des  Himmelskörpers,  a\  d'  und  q'  aber 
dieselben  Coordinaten  in  Bezug  auf  den  Beobachtungsort ,  so  erhält  man  durch  die 
Transformation  der  Coordinaten  zunächst : 

q'  cos  d'  cos  a'  ==  Q  cos  d  cos  a  —  h  cos  9'  cos  6 
q'  cos  d'  sin  a'  =  ^  cos  d  sin  a  —  h  cos  qp'  sin  0 
q'  sin  d'  =  ^  sin  d  —  h  sin  (p\ 

Bei  diesen  Relationen  ist  zu  beachten ,  dass  A,  q  und  q'  in  derselben  Einheit  auszu- 
drücken sind.  Betrachtet  man  der  oben  angeführten  Voraussetzung  gemäss  h  als  eine 
im  Verhältnis  zu  q  und  q'  kleine  Grösse  erster  Ordnung,  und  demnach  die  Unterschiede 
a  —  «',  d  —  d'  und  q  —  ^'  ebenfalls  als  solche,  so  wird  man  setzen  können : 

—  h  cos  ff'  cos  0  =  dx    \ 

—  h  cos  q>'  %m  0  =  dy    \     26) 

—  h  sin  (p'  =  dz,  j 
Durch  Differentiation  der  Ausdrücke  : 

a?  =  ^  cos  6  cos  a 
y  =  Q  cos  d  sin  a 
z  =  Q  sin  d, 
wird  erhalten : 

dx  =  —  Q  cos  d  sin  a  da  —  q  cos  a  sin  d  rfd  -f-  cos  d  cos  a  d() 
dy  =  (}  cos  d  cos  a  da  —  q  sin  a  sin  d  dö  -f-  cos  d  sin  a  d{f 
dz  =       Q  cos  d  dö  +  sin  d  d(}. 

Multiplicirt  man  die  erste  Gleichimg  mit  —  sin  a,  die  Ssweite  mit  cos  a,  so  wird  nach 

Addition  beider : 

,  sin  a     T      ,      cos  a     , 

da  = >  dx  H .  dy ; 

Q  cos  o  '    ^  cos  (f    ^  ' 

multiplicirt  man  aber  die  erste  mit  cos  a,  die  zweite  mit  sin  a  und  addirt,  so  folgt : 
cos  a  dx  -{-  sin  a  dy  =  cos  d  dq  —  q  sin  d  dd. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  —  sin  d  und  addirt  dazu  den  für  dz  gegebeneu 

Werth,  nachdem  derselbe  mit  cos  d  multiplicirt  worden  ist,  so  wird  gefunden : 

,  *               cos  «  sin  (f   ,          sin  «  sin  <f   ,      ,    cos  (f  , 
ad  = dx dy  -f-  dz. 

Für  manche  Zwecke  ist  auch  die  Kenntnis  von  dQ  wünschenswerth ;  den  Ausdruck 
hierfür  wird  man  leicht  aus  den  beiden  Gleichungen  erhalten,  die  zur  Bestimmung  von 
dd  gedient  haben,  wenn  man  die  eine  statt  mit  —  sin  d  mit  cos  d,  die  andere  statt 
mit  cos  d  mit  sin  d  multiplicirt  und  addirt.    Es  findet  sich  dann  : 

dQ  ==  cos  a  cos  ö  dx  +  sin  «  cos  d  dy  +  sin  d  dz. 

Oppolzer,   Bahnbestimmangen.   I.   2.  Anfluge.  5 


Digitized  by 


Google 


34 

Setzt  man  für  cte,  dy  und  dz  die  in  26)  erhaltenen  Werthe  ein ,  für  A,  um  dasselbe  in 
Einheiten  des  Erdbahnhalbmessers  auszudrücken,  hTt  [wo  7t  die  Sonnenparallaxe]  und 
schreibt  ausserdem  : 

da  =  a'  ^  a         dd  =  &  —  d         dQ  =  q'  —  q, 

so  werden  die  Correctionen ,  welche  an  die  Beobachtung  anzubringen  sind ,  um  diese 
auf  den  Erdmittelpunkt  zu  beziehen  : 


,         Tth  cos  cp'  sin  (0  —  «) 
a  —  a  = ^ — jT— ^ 

Q  COS  O 

6  —  d'  =  —  [ —  sin  d  cos  qp'  cos  [0  —  a)  +  cos  d  sin  q>'] 


27) 


Q  —  q'  =  Tth  [cos  d  cos  y'  cos  [6  —  a)  +  sin  d  sin  y'] 

Die  Kenntnis  von  q  —  q'  wird  in  den  seltensten  Fällen  in  Betracht  kommen ,  die  Be- 
rechnung dieser  Grösse  daher  wohl  stets  weggelassen  werden  können. 

Die  eben  mitgetheilten  Formeln  eignen  sich  in  dieser  Gestalt  besonders  dazu, 
die  Bestimmimg  der  Parallaxe  durch  Tafeln,  welche  für  jede  Sternwarte  gesondert 
berechnet  werden  müssen,  zu  erleichtem,  ohne  dass  dieselben  einen  übermässig 
grossen  Umfang  erheischen  würden.      Berechnet  man  für  eine  gegebene  Sternwarte 

den  Ausdruck :  ^  5    , 

.  7th  sin  cp'  =  7t  ~  sin  g)^  =  X>2  7 

und  bringt  mit  dem  Argumente  Stundenwinkel  die  Werthe : 

A   =        Tth  cos  (p'  sin  [0  —  or)  =        ^  cos  (p^  sin  [0  —  a)  \ 
/>!  =  —  Tth  COS  q)'  cos  [6  —  a)  =  —  Tt  cos  qpj  cos  [0  —  a) ,  j 

in  eine  Tafel,  so  berechnet  sich  die  Correction  für  Parallaxe  nach  der  Form  : 

A 


a  = 


q  cos  (f 


d  —  d'  =  —  sin  d  -| cos  d. 


29) 


Wollte  man  auch  die  Correction  der  Distanz  kennen,  so  würde  für  diesen  Fall  sein : 

Q  —  p'  =  —  Z>i  cos  d  +  Z>2  sin  d. 

Man  wird  bemerken ,  dass  man  für  A  und  Di  dieselbe  Tafel  benützen  kann ,  da  beide 

Werthe  nur  insofern  sich  unterscheiden,  als  das  Argument  von  Dy  um  —  90*^  von  jenem 

für  A  verschieden  ist.    Tafeln  für  mehre  Sternwarten,  nach  diesen  Formeln  berechnet, 

finden  sich  in  der  Inauguraldissertation  von  H.  Kreutz  »Über  die  Bahn  des  grossen 

Kometen  von  1861,  Bonn  1880.« 

Stehen  keine  derartigen  Hilfstafeln  zu  Gebote,  so  wird  man  die  obigen  Formeln 

durch  Einführung   eines  Hilfswinkels   für   die  Rechnung  bequemer   zurecht   legen. 

Setzt  man :  ... 

sm  g)  =  ff  sin  y 

cos  rp'  cos  [d  —  a)  =  ff  cos  y, 

so  wird  die  Berechnung  der  Correction  für  Parallaxe,  da : 

sin  (p' 


9 

•^  sm  y 
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ist,  durch  die  folgenden  Formeln  bewerkstelligt  werden  können : 


^  ^  COB  (0  —  «) 


,         A  sm  (0  —  a)  .         nh  cos  cp' 

a  —  a   = ji— ^  A  = ^ 

^         OOB  o  15 

*         *,         D  Bin  (y  —  S)  ^k  jl    •        ' 

Q        Biny  ^ 

Da  die  Rechnung  nach  diesen  Formeln,  wenn  nur  die  Logarithmen  der  Werthe  tg  (p\ 

A  und  D  für  jede  einzelne  Sternwarte  gegeben  sind ,  kaum  mehr  Zeit  in  Anspruch 

nimmt,  als  jene  nach  den  obigen  Ausdrücken  mit  Anwendung  besonderer  Hilfstafeln, 

so  habe  ich  unter  Benützung  der  Newcomb'schen  Sonnenparallaxe  (pag.  23)  in  der 

Tafel  III,  welche  auch  die  Längen  und  die  Reductionen  der  Stemzeit  im  mittl.  Mittag 

enthält  (vergl.  pag.  26),  die  diesbezüglichen  Logarithmen  für  alle  im  Berliner  astr. 

Jahrbuch  für  1883  angeführten  Sternwarten  auf  vier  Decimalen  angesetzt;   dieselbe  ist 

von  G  i  n  z  e  1  siebenstellig  berechnet  worden.    Die  Division  des  Ausdruckes  nh  cos  qp' 

durch  15,  welche  den  Coefficienten -4  ergibt,  erklärt  sich  daraus,  dass  die  Rectascensio- 

nen  meist  in  Zeitmass  angesetzt  sind ;  die  obigen  Formeln  geben  die  Parallaxencorrec- 

tion  für  die  Rectascension  in  Zeitsekunden,  für  die  Declination  in  Bogensckunden. 

WoUte  man  q  —  q'  ebenfalls  bestimmen ,  so  findet  sich  leicht  in  Einheiten  des 

Radius :  r        ri  <^8  (y  —  «T)  „ 

Q  —  Q  =  D  — -:~ arc  1  . 

**         **  Bin  y 

Die  Grössen  tg  fpj  A  und  B  können  ebenfalls  leicht  durch  die  excentrische  Polhöhe 
ausgedrückt  werden,  man  erhält: 

tg9>'  =  -tgyi,       ^  =  ^co8^i,        Z>  =  7r-8in9)i. 

Ich  werde  nun  ein  Beispiel  vollständig  durchführen.      Der  Komet  III  1862 
wurde  in  Clinton  am  31.  Juli  1862  wie  folgt  beobachtet: 

1862  Juli  31.  11^  26*^  24*4  mittl.  Z.  Clinton,  a  =  s^  §5^  11*12,    S  =  +  -jf  10'  6"7, 
Es  war  für  diese  Zeit  log  q  =  00237.     Aus  der  Tafel  III  findet  sich  für  Clinton : 

log  tg  qp'  =  99676 
log  ^-?^  =  9.6352  =  log  A 
log  Tch  sin  (p'  =  0*7788  =  log  D. 

Zuerst  ermittelt  man ,  indem  die  Acceleration  mit  dem  Argimient :    Beobachtungszeit 

-f-  Länge  (vergl.  jmg.  27).  aus  der  Tafel  I  entnommen  wird,    die  Stemzeit  und  den 

Stundenwinkel:       .    -    „  .^         h    ^m      ^  a  h    m      s 

mittl.  Zeit     1 1'*  26*^  24*  ö  =  20^*  4*"  31* 

Acc.  für  17^  21*^6  +2    51  0  —  a  =  14    9    20 

Stemzt.  Juli  31*0       8    35     16  =2i2^2o'o. 

Die  weitere  Rechnung  stellt  sich  so : 

cos  [6  —  a]     9n9268  sin  [d  —  a)  9n7282  sin  [f  —  d)     9-9337 

tg  y    0^0408  A  sin  [0  —  a]  9n3634  2>  sin  (y  —  ^)     0.7125 

y     132°  i8'8  cos  ^  9.4618  sin  y     9-8689 

y  _  (J       59     8.7  log  [Pa  X  q)  9n90i6  log  (Ps  X  q)     0-8436 

da  —  o'755  dö    +6"6i. 
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Die  Beobachtung,  reducirt  auf  den  Erdmittelpunkt^  ist  demnach  : 
a  =  ch  55m  10*37     .     <J  =  +  73°  10'  i3"3. 
Die  Berechnung  von  dq  habe  ich  als  nicht  nöthig  übergangen. 

Bei  Meridianbeobachtungen,  für  welche  der  Stundenwinkel  [0  —  er)  je  nachdem 
die  obere  oder  untere  Culraination  stattfindet ,  gleich  o"  oder  1 80"  wird ,  gestaltet  sich 
die  Berechnung  der  Pamllaxe  höchst  einfach ;  indem  die  oben  aufgestellten  Formeln 
die  folgende  Gestalt  annehmen : 

Obere  Culmination : 
et  —  a!  =  o 

d  —  d'  =  —  sin  [rp  —  d) 

Q  —  q'  =  7th  cos  (r/)'  —  d)  arc  1". 

Untere  Culmination : 
a  —  a'  =  o 

^  _  J'  =  !^  sin  (rp'  +  d) 

Q  —  q'  =  —  ^^Ä  COS  (r/)'  +  ^)  arc  1". 

Wesentlich  anders  muss  das  Problem  behandelt  werden  ,  wenn  die  Distanz  des 
Himmelskörpers  von  der  Erde  nicht  bekannt  ist,  ein  Fall ,  der  bei  ersten  l^ahnbestim- 
mungen  eintritt;  man  kann  nun  nicht  mehr  die  Beobachtung  für  Parallaxe  corrigiren, 
sondern  man  muss  den  Erdort ,  der  aus  den  Ephemeriden  entlehnt  wird  und  für  den 
Mittelpunkt  gilt ,  entsprechend  dem  Beobachtungsorte  ändern ;  da  aber  in  der  Regel 
die  Sonnenorte  der  Rechnung  zu  Grunde  gelegt  werden ,  so  werde  ich  die  Formeln 
unmittelbar  so  stellen,  dass  man  den  Sonnenort  dem  Standpunkte  des  Beobachters  ent- 
sprechend verbessert.  Wird  der  Äquator  als  Fundamentalebene  gewählt ,  was  aller- 
dings bei  ersten  Bahnbestimmungen  selten  mit  Vortheil  geschieht,  so  wird  man  am 
besten  das  folgende  Verfahren  einschlagen.  Man  entlehnt  die  auf  ein  bestimmtes 
Aquinoctium  bezogenen  Längen ,  Breiten  und  Entfernungen  der  Sonne  aus  der  Ephe- 
meride und  berechnet  auf  die  früher  (pag.  16)  gezeigte  Weise  die  rechtwinkligen 
Coordinaten ;  sind  dieselben  X ,  Y ,  Z ,  so  sind  die  Coordinaten  des  Sonnenmittel- 
punktes in  Bezug  auf  den  Beobachtungsort : 

Y-rj 

z— r. 

Bezeichnet  man  die   für   Parallaxe  corrigirte   Rectascension ,    Declination  und  Ent- 
fernung der  Sonne  mit  Aq,  Z)^  und  R^j  so  wird  sein: 

JJq  cos  A^  cos  Dq  =    R  cos  L  —  Tth  cos  q>'  cos  d  ärc  i" 

Rfy  sin  Aq  cos  D^^  =    R  sin  L  cos  e  —  19-3  JS" —  ttä  cos  fp' sin  0  arc  i" 

Äo  sin  2>o  =    R  sin  i  sin  6  +  44.5  B" —  jth  sin  (jp'arc  i". 

Da  die  Erde  nur  unbedeutende  Abweichungen  aus  der  Ebene  der  Ekliptik  macht, 
weshalb  die  auf  diese  senkrechte  Coordinate  ihrer  Kleinheit  wegen  entweder  ganz 
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fortgelassen  werden  kann  oder  durch  Anbringung  von  kleinen  Correetionen  leicht  in 
voller  Strenge  berücksichtigt  wird,  so  wählt  man  bei  ersten  Bahnbestimmungen  mit 
Vortheil  die  Ekliptik  als  Fundamentalebene.  Die  Genauigkeit  der  jetzigen  Beobach- 
tungen wird  es  gerechtfertigt  erscheinen  lassen ,  die  aus  der  Berücksichtigung  der 
Sonnenbreiten  entstehenden  Correetionen  wenigstens  bei  Planetenbahnbestimmungen 
mitzunehmen,  da  durch  das  folgende  von  Gauss  in  Vorschlag  gebrachte  Verfahren 
die  Sonnenbreiten,  mit  der  Parallaxe  vereinigt,  leicht  in  Rechnung  gezogen  werden 
können :  diese  Methode  ist  jedoch  nicht  anwendbar,  wenn  die  Breite  des  beobachteten 
Objectes  der  Null  gleich  ist.  Gauss  führt  nämlich  statt  des  Beobachtungsortes  einen 
andern  Ort,  den  locus  fictus,  ein,  den  er  dadurch  bestimmt,  dass  in  demselben  die 
Sehlinie  (die  Verbindungslinie  zwischen  Beobachter  imd  Himmelskörper)  die  Ekliptik 
schneidet.  Wie  man  sieht,  ist  die  Breite  dieses  locus  fictus  der  Bestimmung  gemäss 
gleich  Null  imd  projicirt  sich  der  Himmelskörper  vom  locus  fictus  und  dem  Beobach- 
tungsorte aus  auf  dieselbe  SteUe  der  Himmelskugel.  Da  das  Licht  eine  bestimmte 
Zeit  braucht,  um  vom  Beobachtungsorte  zimi  locus  fictus  zu  gelangen,  so  wird  dem 
entsprechend  bei  Übertragung  der  Beobachtung  auf  den  neuen  Ort  an  die  Zeit  der- 
selben eine  Correction  berücksichtigt  werden  müssen,  über  welche  das  Nöthige  weiters 
beigebracht  werden  soll. 

Die  Fundamentalebene  ist  nun  die  Ekliptik  und  es  müssen  die  geocentrischen 
Coordinaten  des  Beobachtungsortes  auf  dasselbe  Coordinatensystem  bezogen  werden. 
Da  man  6  als  geocentrische  Rectascension  und  q)  als  Declination  des  Beobachtungs- 
ortes auffassen  kann,  so  wird  man  einfach  diese  Coordinaten  nach  den  bekannten  Vor- 
schriften in  Länge  und  Breite  umsetzen.  Diese  Berechnung  kann  mit  vier-  oder  fünf- 
stelligen Tafeln  durchgeführt  werden.   Man  hat  hierfür  (vergl.  ii)  pag.  14)  : 

»  sin  JV  =    sin  9)' 
n  cos  N  =    cos  q>'  sin  6 

cos  Ä  sin  /    =    n  cos  [N —  e)  .   32) 

cos  b  cos  /    =    cos  (p'  cos  0 
sin  Ä    =    »  sin  [JS  —  e) , 

in  welchen  Formeln  /  und  b  die  geocentrische  Länge  und  Breite  des  Zenithes  des 
Beobachtungsortes  (Nonagesimus)  sind ;  h  bleibt  natürlich  ungeändert.  Nennt  man  />„, 
B  und  i?o  die  geocentrischen  Coordinaten  der  Sonne ,  L  und  R  die  Coordinaten  der 
Sonne  vom  locus  fictus  aus  gezählt,  und  sind  A  und  ß  die  beobachteten  Längen  und 
Breiten ,  q^  die  Entfernung  des  Himmelskörpers  vom  Beobachter,  q  die  Entfernung 
des  ersteren  vom  locus  fictus,  so  sind  die  heliocentrischen  rechtwinkligen  Coordinaten 
des  locus  fictus :  j^  ^^g  j^ 

—  jR  sin  X , 

die  heliocentrischen  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Erdcentrums : 

—  Rq  cos  Lq  cos  B 

—  Rq  sin  io  cos  B 

—  RQ%m  B  ^ 
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die  geocentrischen  Coordinaten  des  Beobachtungsortes  : 

h  cos  l  cos  b 

h  ain  l  cos  b 

hsinby 
wobei  aber  bemerkt  werden  muss,  dass  A,  sobald  dasselbe  in  Einheiten  des  Äquator- 
halbmessers der  Erde  ausgedrückt  wird ,    um  die  Coordinaten  homogen  zn  machen, 
mit  sin  jt  multiplicirt  werden  muss.    Endlich  sind  die  Coordinaten  des  Beobachtungs- 
ortes vom  locus  fictus  aus  : 

(q  —  Qq)  cos  X  cos  ß 

(q  —  Qq)  sin  X  cos  ß 
[Q  —  Qo)  sin  ß. 
Zwischen  diesen  Coordinaten  bestehen  aber  offenbar  die  Relationen : 

—  R  cos  L  ==  —  {q  —  Qq)  cos  l  cos  ß  —  R^  cos  i^cos  B  -\-  h  sin  tc  cos  /  cos  b  \ 

—  R  sin  L  =  —  {q  —  Po)  sin  X  cos  ß  —  Rq  sin  L^cos  B  -{-  h  sin  rt  sin  /  cos  b  >  33) 

o  =  —  {q  —  Po)  ^^^  ß  —  jBq  sin  jB  +  A  sin  7t  sin  b,  ) 

Multiplicirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  sin  2>o,  die  zweite  mit  —  cos  L^ 
und  addirt  beide,  femer  die  erste  mit  —  cos  i^?  ^^^  zweite  mit  —  sin  L^  und  addirt 
ebenfalls,  so  erhält  man,  nachdem  für  {q  —  q^)  der  Werth  aus  der  dritten  Gleichung 
substituirt  worden  ist,  sofort : 

R  sin  {L-Lq)  =    °         sin  {Lq — X)  -{-h  sin  7t  [cos  b  sin  [L^ —  l)  —  ^^  sin  [L^ —  X)  ] 
Rcos(L-Lq)  =RqC08B — ^^^cos(Lo-A) — Äsin;r[cos  5cos(Lo-/) — ^^cos(iyo-A)], 

*iS  P  *^  P 

aus  welchen  Gleichungen  R  und  (L  —  L^)  bestimmt  werden  können.  Im  Allgemeinen 
wird  der  Bogen  L  —  Z/^  und  der  Unterschied  R  —  R^  klein  sein  und  es  wird  genügen, 
nur  die  ersten  Potenzen  dieser  Grössen  in  Rechnung  zu  ziehen ;  dem  entsprechend  sind 
die  weiter  folgenden  Transformationen  durchgeführt.  Für  sehr  kleine  Werthe  von  ß 
können  die  aus  der  Einführung  des  locus  fictus  entstandenen  Correctionen  sehr  merk- 
lich werden ;  in  diesen  Fällen  wird  also  die  Berechnung  nach  den  strengen  Formeln  34) 
nothwendig.  Wird  ß  =  o,  so  verliert  das  Verfahren  seine  Brauchbarkeit  und  man 
muss  auf  seine  Benützung  verzichten.  Um  nun  für  die  gewöhnliche  Anwendung  ge- 
eignete Formeln  zu  erhalten,  entwickelt  man  aus  34)  leicht  mit  Berücksichtigung  der 
ersten  Potenzen  der  kleinen  Grössen : 

L  =  io  +  =^^fy^  [^  -  ^  ^^"*]  +i^  cos  6  sin  (Lo-/) 

Ä  =  Äo  —  i^o*"'  't^°r  ^'  [B  —  ^  sin  J]  —  ÄTT  cos  b  cos  (L»—  /)}  arc  i". 

Da  log  Rq  aus  den  Ephemeriden  unmittelbar  entnommen  wird ,  so  ist  die  Kenntnis 
von  d  log  Rq  Wünschenswerther  als  diejenige  von  d  JSq.  Die  auf  pag.  30  angegebene 
logarithmische  Reihe  gibt,  wenn  man  : 

It 


34) 


setzt,  zunächst: 
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und,  indem  man  bei  den  ersten  Potenzen  stehen  bleibt  und  den  oben  für  m  gefundenen 
Werth  substituirt : 

logi?  =  logiJ^- Jtf  j?^!Lfcl)|^ß_.  J^^sinÄ]+  ^  cos6cos(/.,-/)  j, 

wobei,    wenn  die  Correction  des  briggischen  Logarithmus  von  R^  in  Einheiten  der 
siebenten  Decimale  gefunden  werden  soll,  zu  setzen  ist: 

logJf  =  1-32336. 

Es  erübrigt  noch,  die  Zeit  zu  bestimmen,  welche  das  Licht  braucht,  um  vom 
Beobachtungsorte  zum  locus  fictus  zu  gelangen.  Aus  der  dritten  Gleichung  33)  findet 
man  mit  Berücksichtigung  der  ersten  Potenzen : 

Da  das  Licht  nach  Nyr^n's  Aberrationsconstante  498'65  Zeitsekunden  braucht,  um  die 
Entfernung  i  zu  durcheilen,  so  wird  die  Correction  der  Beobachtungszeit : 

Will  man  diese  Correction  in  Einheitendes  mittleren  Sonnentages  haben ,  so  wird  an- 
zunehmen sein : 

dt  =  -^^  \b-^  sin  b\  C 
Bin  ßl  Ro  J 

log  C  =  2^44686 — 10. 
Die  zur  Berechnung  des  locus  fictus  nöthigen  Formeln  sind  also ,  übersichtlich 
zusammengestellt : 

L  =  L,+  '^f^  |^£_^^sini]+gcosÄsin(i.,-/) 
log  iJ  =  log  Ä, -  3f  p«  (|o -_^-l  [5  -  g  sin  b\  +  ^l  cos  h  cos  [L,-t)] 

8in  i?  L  -Ro  J 

log  3f=  I  32336 
log  C  =  2^44686 — 10. 
Die  Correction  von  log  R^  wird  in  Einheiten  der  siebenten ,  die  von  dt  in  Einheiten 
des  mittleren  Sonnentages  erhalten. 

Als  Beispiel  wähle  ich  die  Reduction  einer  Beobachtung  des  Planeten  Elpis  auf 
den  locus  fictus ;  die  Grundlage  der  Rechnung  bildeten  nachstehende  Werthe : 
1868  Mai  18    10*  33*"  9*  mittl.  Zeit  Josefatadt   =  Mai  18-43  M^S*)  mittl.  Zeit  Berlin 
A  =  258«58'5  ß  =  +  i2^48'3 

Lq  =    58*^  9'  2"io  B  =  —  o"36        log  Rq  =  0-005  2850 

e  =  2i5*^7'5  y'=z=48°i'5         log  ÄTT  =  0-9460. 

Die  Bestimmung  der  Länge  und  Breite  des  Zenithes  des  Beobachtungsortes  gab : 

/=i85^57'  6  =  56^38'. 

*)  Für  die  Verwandlung  der  in  Stunden ,  Minuten  und  Sekunden  angesetzten  Beobachtungszeit 
wird  man  den  zweiten  Theil  der  Tafel  XIX  im  zweiten  Bande  mit  Vortheil  benützen  können. 


( 


35) 
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Es  fand  sich  weiter : 

log  ^  0.9407       sin  (Lo  —  X)  9-5508  Lq  —  1  232°  i2'o 

sin  Ä  9-9217                  cotg/:^  06434  sin(2yo  — 'l  Qn^Q?? 

cos  Ä  9*7404      cos  [Lq  —  X)  9„97o6  cos  [L^  —  /)  9,17874 

^  sin  b  4-  7"285             log  dLi  1^077^  ^og  rfi^u  0^5788 

B—  '^^uib    —  7"645  rfLi    —  1 1"957  dLn     —  3"792 

log  Lb  —  j^  sin  J       0^8834        log  d  log  R\     2^,8208       log  d  log  Rn     1  -7919 
log  ^  cos  i     o-68i  I  d  log  Äi     —  661  -9  d  log  Rn     +  61  -9 

-"o 

(io  — ^)     i59'*io'5  ^io    —  i5"75  ^logÄ^    -600. 

Die  (yorrection,  welche  an  die  Beobachtungszeit  anzubringen  ist,  findet  man : 

cosec  ß    0-654 

.       dt 

log  e     '«543 

dt    4"0*oooooi, 

also  so  klein ,  dass  dieselbe  ohne  Nachtheil  vernachlässigt  werden  könnte.    Man  hat 
dem  zufolge  anzuwenden : 

T=  1868  Mai  18.43  1466 
L  =  58"  8'  46"35 
log  R  =  0-005  2250. 


Digitized  by 


Google 


41 


Anhang. 

Ein  mit  der  Paiallaxencorrection  sehr  verwandtes  Problem,  welches  sich  bei 
Bahnbestimmungen  häufig  darbietet,  ist  die  WegschaflFnng  der  Sonnenbreite  aus  der 
Rechnung,  wenn  die  Distanzen  q  genähert  bekannt  sind ;  wie  dies  ohne  Kenntnis  des 
Abstandes  auf  eine  strenge  Weise  geschieht,  ist  eben  gezeigt  worden.  Wird  die  Sonnen- 
breite, wie  früher,  B  genannt,  so  ist  der  verticale  Abstand  des  Erdmittelpunktes  von  der 
Ekliptik  —  Rsin  B,  Legt  man  nun  durch  den  Erdmittelpunkt  und  das  beobachtete 
Object  vertical  auf  die  Ekliptik  eine  Ebene  und  nimmt  in  derselben  ein  Coordinaten- 
system  an,  dessen  Anfangspunkt  der  Erdmittelpunkt  ist ,  und  dessen  X-Achse  in  der 
Durchschnittslinie  dieser  Ebene  mit  der  Ekliptik  liegt,  so  ist  die  x-  und  y-Coordinate 
des  beobachteten  Objectes,  dessen  geocentrische  Breite  mit  ß  bezeichnet  sei : 

z  =  Q  cos  ß,        y  =="  Q  siii  ß' 
Die  Coordinaten  des  auf  die  Ekliptik  projicirten  Erdmittelpunktes ,  auf  welchen  die 
Beobachtung  bezogen  werden  soll,  sind  : 

a;'  =  o,  y'  =  JS  sin  B^ 

daher  die  Coordinaten  des  beobachteten  Objectes  in  Bezug  auf  den  Projectionspunkt : 

X"  =  ß"  cos  (ß  +  dß)  =X  =  QCOS  ß 

f  =  ß"  sin  (/?  +  rf/?)  =  y  —  y'  =  ^  sin  /?  —  iJ  sin  B, 

Multiplicirt  man  die  erste  Gleichimg  mit  —  sin  /?,  die  zweite  mit  cos  ß  und  addirt, 
so  findet  sich  sofort : 

^"  sin  [dß]  =  —  R  cos  ß  sin  B. 

Bei  der  Kleinheit  von  B  wird  es  aber  genügen ,  die  ersten  Potenzen  der  Änderungen 
mitzunehmen,  man  wird  daher  haben : 

dß  =  —  ^cosß.       i) 

Die  Länge  bleibt  natürlich  ungeändert.  Da  R  stets  wenig  von  der  Einheit  verschieden 
ist,  so  kann  mit  hinreichender  Genauigkeit  die  Reduction  der  beobachteten  Breite 
berechnet  werden  nach : 

dß  =  -^^^B.  2) 

Man  wird  ohne  Schwierigkeit  bemerken ,  dass  die  stets  unbedeutende  Änderung  der 
Distanz  keinen  merkbaren  Einfluss  auf  die  Beobachtungszeit  ausüben  kann. 


Oppolzer,   Bftbnbestimniangen.   I.   2.  Auflage. 
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n.  Abschnitt.  Die  Goordinaten  in  ihrem  Yerhältnisse  zur  Zeit. 

1.  Kepler'8  Gesetze. 

Die  bisherigen  Erfahrungen  lehren,  dass  jeder  Körper  im  Räume  auf  jeden  ande- 
ren eine  Femwirkung  ausübt,  welche  sich  als  eine  Anziehung  äussert.  Nach  New  ton 's 
den  Erscheinungen  im  Allgemeinen  genügender  Hypothese  über  das  Mass  dieser  Kraft, 
wirkt  dieselbe  proportional  der  Masse  des  Körpers  und  umgekehrt  proportional  dem 
Quadrate  der  Entfernung.  Es  soll  nicht  imtersucht  werden,  in  wie  weit  diese  Annahme 
über  das  Bild  der  Kraft  berechtigt  ist,  ich  führe  hier  nur  an,  dass  diese  Voraus- 
setzungen selbst  bei  den  genauesten  Untersuchungen  sich  auf  das  Beste  erproben ; 
es  ist  also  das  Resultat  der  Kraft  mindestens  der  Hauptsache  nach  richtig  erfasst. 

Das  Problem  der  Bahnbestimmung  muss  demnach  davon  ausgehen,  die  Gesetase 
abzuleiten,  welche  sich  für  die  Bewegimg  der  Himmelskörper  aus  dem  Newton- 
schen  Attractionsgesetze  ergeben.  Vorläufig  soll  die  Untersuchung  auf  den  ein&chsten 
Fall,  das  Problem  zweier  Körper,  beschränkt  werden:  diese  Einschränkimg  ist  in 
Rücksicht  auf  die  Massenvertheilung  in  unserem  Sonnensysteme  bei  ersten  Bahn- 
bestimmungen gestattet ;  femer  können  die  Körper  wegen  ihrer  nahezu  sphärischen 
Gestalt  als  materielle  Punkte  betrachtet  werden.  Diese  letztere  Annahme  wird  über- 
dies später  bei  den  für  die  Untersuchung  der  Präcession  und  Nutation  nöthigen  Ent- 
wicklungen näher  begründet  werden. 

Da  die  zu  lösende  Aufgabe  dem  Sonnensysteme  angehört,  so  kann  man,  um 
für  die  in  Betracht  kommenden  Kräfte' ein  Mass  festzusetzen,  als  Einheit  die  Wirkimg 
der  Sonne  einfiihren,  welche  als  eine  wesentlich  positive  Grösse  durch  K^  bezeichnet 
werden  soll.  Weil  nun  die  Kraft  durch  ihre  Wirkung  in  einer  gewissen  Zeit  gemessen 
wird,  gleichzeitig  aber  auch  eine  Function  der  Entfernung  ist,  so  muss  bestimmt 
werden,  zu  welcher  Entfernung  die  Wirkung  in  der  Zeiteinheit  gehört.  Man  hat  sich 
geeinigt,  unter  k*^  die  Wirkung  der  Sonne  zu  verstehen,  die  sie  im  Verlaufe  der  Zeit- 
einheit (mittlerer  Sonnentag)  in  der  Entfernung  i  (mittlere  Entfernung  der  Erde  von 
der  Sonne)  ausübt.  Über  die  Bestimmung  dieser  Grösse  aus  den  Beobachtungen  und 
die  hierbei  zu  berücksichtigenden  Voraussetzungen  wird  das  Nöthige  weiter  unten 
folgen. 
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Um  die  Differentialgleichungen  für  die  Bewegung  zweier  Massenpunkte 
M  und  m  zu  erhalten,  soll  ein  festes  rechtwinkliges  Coordinatensystem  angenommen 
werden;  die  Coordinaten  des  Massenpunktes  M  seien  ^\  rf  und  ^',  die  von  m 
aber  ^,  i;,  C;    die  Entfernung  beider  Massenpunkte  r  wird  dann  offenbar  bestimmt 

sein  durch :  ^j  _  (^,  _  ^^  _^  (^,  _  ^p  ^  (^,  _  ^j,^ 

und  die  anziehende  Wirkung  beider  Körper  aufeinander  nach  dem  New  tonischen 
Attractionsgesetze :  ^^ 

mit  welcher  Kraft  beide  Körper  sich  einander  zu  nahem  streben.  Um  nun  das 
d*Alemb  er  tische  Princip  anwenden  zu  können,  nach  welchem  die  bewegende  Kraft 
dem  Producte  der  bewegten  Masse  in  die  Beschleunigung  gleich  gesetzt  werden 
muss,  wird  man  vorerst  die  Gesammtkraft  in  die  Componenten  nach  den  Achsen 
zu  zerlegen  haben.  Bezeichnet  man  mit  [xr].,  [yr]  und  [zr]  die  Winkel,  welche  die 
von  M  nach  m  gezogen  gedachte  Linie  r  mit  den  positiven  Coordinatenachsen  ein- 
schliesst  und  deren  Cosinus  offenbar  durch : 

cos  [xr\  =  —7-,  cos  lyrj  =  \     ,  cos  (zr)  =  — ^, 

bestimmt  sind,  so  erhält  man  der  ßeihe  nach  die  auf  den  Massenpunkt  M  wirken- 
den Kraftcomponenten :  .,  ^^J. 

—2  -  cos  [xr]  =  -^  (f  —  ^ ) 

-^  cos  iyr)  =-^-  [ri  —  rj) 
mM         ,     y         mM  ,y.        w, 

welche  nach  dem  d' A le mb er t 'sehen  Principe  den  Ausdrücken: 

^m'  T^^'  Tt^diC 

gleich  zu  setzen  sind,  also  für  die  Bewegungsgleichungen  des  Massenpunktes  M 
die  Ausdrücke: 

rf^-  =  ^  (5  —  § ) ,       5^  =  ;5  ( »?  —  »y ) »      :5<2  =  ;5  ( ?  —  n  • 

Um  die  Bewegungsgleichungen  für  den  zweiten  Massenpunkt  zu  erhalten,  wird  man 
zu  beachten  haben ,  dass  die  Anziehung  in  der  Richtung  von  m  nach  M  wirkt, 
daher  bei  der  Zerlegung  nach  den  Componenten  die  oben  benützten  Cosinusfactoren 
mit  umgekehrtem  Zeichen  einzuführen  sind.  Man  gelangt  dann  durch  den  früher 
gezogenen  ganz  ähnliche  Schlüsse  zu  den  folgenden  für  m  geltenden  Bewegungs- 
gleichungen : 

^^  _M  li:»         t^  d^  _M  ,f  .  d^C  _M  .w         ^. 

Führt  man  nun  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  ein,  welches  seinen  Anfangs- 
punkt in  M  hat  und  dessen  Coordinaten  durch : 

dargestellt  werden  und  berücksichtigt,  dass: 

rf2|  _  d^r  _  flRa?       ^  _  ^'  _  rfV       ^3  _^  —  ^ 

d^        di^  ~  dt^^  di^         dt^  ~  dt^'  dt^        d^  ~  dC^' 

r2  =  a:2  +  y2  +  z\ 
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wird,  80  gibt  die  Subtraction  der  obigen  Bewegungsgleichungen ,  wenn  man  statt 
üf,  der  obigen  Definition  entsprechend  ^^,  demnach  für  m  den  Werth  mk^  einsetzt, 
also  m  in  Theilen  der  Sonnenmasse  ausdrückt,  die  Bewegungsgleichungen  des 
Himmelskörpers  in  Bezug  auf  den  Sonnenmittelpunkt  wie  folgt : 


i) 


Die  nun  vorzunehmende  Integration  dieser  drei  linearen  Differentialglei- 
chungen zweiter  Ordnung  wird  auf  sechs  willkürliche  Constanten  führen,  welche 
die  Elemente  der  Bahn  sind  und  aus  den  Beobachtungen  bestimmt  Werden  müssen. 

Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  —  y,  die  zweite  mit  x  und  addirt, 
so  erhält  man  sofort  einen  Ausdruck,  der  als  ein  vollständiges  Differential  erscheint ; 
es  wird  nämlich: 


y  f    dy  dx\ 

^d^     ..  ^  _     r  dt~y  Ttf 

^  dfi        y  d^—  dt 


=  o. 


X 

dt 

dx 

■yit  = 

h 

z 

dx 
1t- 

dz 

h 

y 

dz 

dt 

^  dt 

h 

Multiplicirt  man  dann  die  erste  Gleichung  mit  Zj  die  dritte  mit  —  x  und  addirt, 
und  verbindet  ebenso  die  zweite  und  dritte  Gleichung  in  i)  nach  Multiplication 
der  ersten  mit  —  Zj  der  letzten  mit  y,  so  finden  sich  nach  der  Integration  folgende 
drei  Gleichungen: 


2) 


/tj,  kl  und  ^3  stellen  Integrationsconstanten  vor.  Werden  nun  die  Gleichungen  2) 
der  Reihe  nach  mit  z^  y  und  x  multiplicirt  und  addirt,  so  erhält  man  sofort: 

*!«  +  %  +  h^  =  o.  3) 

Diese  Gleichung  gehört  einer  Ebene  an,  welche  durch  den  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten  (Sonnenmittelpunkt)  geht,  drückt  also  in  analytischer  Form  das  erste 
Kepler'sche  Gesetz  aus,  welches  lautet:  Ein  um  die  Sonne  als  Attractionscentrum 
sich  bewegender  Himmelskörper  beschreibt  seine  Bahn  in  einer  Ebene,  die  durch  den 
Sonnenmittelpunkt  geht.  Da  bei  Ableitung  dieser  Relation  die  das  Attractions- 
gesetz  enthaltenden  zweiten  Glieder  in  den  Gleichungen  i)  links  vom  Gleichheits- 
zeichen eliminirt  wurden,  so  ist  das  erste  Kepler'sche  Gesetz  allen  Centralbewe- 
gungen  eigen.     Der  Gleichung  3)  kann  die  Form 

s^  +  Ciy  +  C2X  =  o,        4) 
ertheilt  werden,    weshalb  offenbar  zur  Definirung   der  Bewegungsebene  zwei  will- 
kürliche  Integrationsconstanten    genügen,    die    in    jedem   speciellen  Fall   aus    den 
Beobachtungen  bestimmt  werden  müssen. 
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Für  die  weiteren  Integrationen  wird  es  sich  als  zweckmässig  erweisen,  Yon  dem 
Besultate  der  Gleichimg  3)  Gebrauch  zu  machen  und  sofort  die  Bahnebene  als  die  XF 
Ebene  in  die  Gleichungen  i)  einzufuhren;  dann  sind  z  und  dessen  Ableitungen 
gleich  Null  zu  setzen.  Es  liegen  demnach  für  die  weitere  Behandlung  die  folgenden 
beiden  Differentialgleidiungen  vor: 

welche  bei  der  Integration  nunmehr  auf  vier  willkürliche  Integrationsconstanten 
führen  werden.  In  der  That  sind  zwei  von  den  sechs  ursprünglichen  Integrations- 
constanten in  der  Gleichung  4)  aufgetreten. 

Behandelt  man  die  beiden  letzten  Gleichungen  wie  früher,  so  resultirt: 

wobei  G%  die  dritte  Integrationsconstante  ist.    Weil  das  Differential  des  Sectors  dS^ 

je  nachdem  man  polare  oder  rechtwinklige   Coordinaten  benützt,    ausgedrückt  ist 

durch: 

zdS  =  r^dv  =  xdy  —  yrfar, 

so  folgt  sofort  aus  6] : 

2dS  =  r^t>  =  xdy  —  ydx=^C^dt.         7) 
Die  Integration  ergibt,  wenn  durch  S  eine  Sectorfläche  dargestellt  wird : 

2S=C^t  +  C,',  8) 
C^  ist  die  vierte  Integrationsconstante.  Diese  Grleichung  spricht  das  zweite  Kep- 
ler'sehe  Gesetz  aus,  welches  aus  denselben  Gründen  wie  das  erste  von  dem  Attrac- 
tionsgesetze  unabhängig  und  demnach  allen  Centralbewegungen  eigen  ist,  nämlich : 
Die  durch  den  Badius  vector  eines  bestimmten  Himmelskörpers  beschriebenen  Flächen 
sind  den  Zeiten,  in  welchen  sie  überstrichen  werden,  direct  proportional.  Die  Inte- 
grationsconstante C4  kann  als  jene  doppelte  Sectorfläche  aufgefasst  werden,  die  zwi- 
schen einem  als  fixe  Ausgangslinie  zu  wählenden  und  dem  für  die  Zeit  ^  =  o  statt- 
findenden Badius  vector  eingeschlossen  ist. 

Aus  den  Gleichungen  5)  können  noch  andere  Belationen  abgeleitet  werden, 
welche  die  restlichen  zwei  Integrationen  ausführen  lassen;  indem  man  die  erste  mit 
zdx  :  dt,  die  zweite  mit  2dy  :  dt  multiplicirt ,  erhält  man  nach  der  Addition  der 
Producte : 

Nun  folgt  aber  aus  der  Gleichung: 

r2  =  :r2  +  y2^ 

durch  Differentiation: 

dr  dx    .        dy  \ 

daher  man  leicht  findet: 


m*m 


2*2(1  4-w»)      dr_  __• 


dt  ^  r^  dt 
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Wird  nun  mit  dt  multiplicirt,  so  gibt  die  Integration  dieses  Ausdruckes: 

womit  die  fünfte  Integrationsconstante  eingeführt  erscheint.  Man  wird  beachten,  dass 
die  zwei  ersten  Glieder  zusammen  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  darstellen ;  be- 
zeichnet man  dieselbe  mit  g,  so  resultirt  aus  lo): 


=  l/c, 


^m^  +  m)  „, 


welche  Gleichung  später  eine  interessante  Folgerung  gestatten  wird.  Die  Elimina- 
tion des.  Quadrates  der  Geschwindigkeit  aus  lo)  durch  Benützung  des  Quadrates 
der  Gleichung  6)   (pag.  45)  lasst  zunächst  für  das  letztere: 

und  nach  9)  (pag.  45) : 

\dt)    "^  \dt]  \dt]    —   r2» 

finden;  subtrahirt  man  dieses  Resultat  von  der-Gleichung  10),  so  ist  die  gewünschte 
Elimination  erreicht  und  man  hat: 

©'  =  ^  tQ»-'  +  2ki[i  +m]r-  C,% 
oder : 

±dt=- "^"  ^        12) 

wobei  das  Doppelzeichen  durch  die  Radicinmg  aufhitt.  Die  Gleichung  12)  kann  offen- 
bar in  geschlossener  Form  integrirt  werden,  und  würde  dann  die  sechste  und  letzte 
Integrationsconstante  einführen;  weil  jedoch  die  hieraus  resultirenden  Ausdrücke 
anderweitig  bequemer  erlangt  werden  können,  so  soll  diese  Integration  hier  nicht 
vorgenommen  werden.  Will  man  durch  die  sechste  Integration  sogleich  die  Gestalt 
der  Curve,  welche  der  Himmelskörper  beschreibt,  erhalten,  so  wird  man  rfe?  als 
Function  von  r  und  dr  darstellen  müssen. 

Aus  der  Gleichung  7)  (pag.  45)  folgt: 

somit  gibt  die  Gleichung  12]  die  Relation: 

±dv=  ^^^^  13) 

aus  welcher  durch  die  letzte  Integration  die  Form  der  Curve  erhalten  werden  kann  ; 
hierbei  wird  auch  die  Zweideutigkeit  des  Zeichens  wegfallen.  Um  die  Integra- 
tion leichter  ausführen  zu  können,  wird  es  sich  empfehlen,  die  Ck)nstanten  C,  und  C5 
durch  zwei  andere  Grössen ,  a  und  e^  zu  ersetzen ,  welche  mit  den  ersteren  in  fol- 
gender Verbindung  stehen  sollen: 

C,  =  -  ^llL±I!il^         c,^  =  a(i  -  e2)  A2  (,  +  ^).         ,4) 
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Die  Substitution  dieser  Grössen  in  1 3)  lässt  leicht  finden : 


±dv  =  —=J^^^ 


r  yzra  -^  r'^  —  ä^  (i  —  e«) 
Multiplicirt  man  Zähler  und  Nenner  mit  YJ—LL^  so  erhält  man 

dr 


a  (I  —  e«) 
±df>  = 


Setzt  man  nun : 

-  =  "-^-:.     alBo:^  =  -»-i^rfr,        .5) 
SO  ergibt  sich : 

±:  cto  = ,  =  d  (arc  cos  £\ . 

Hieraus  folgt  durch  Integration  : 

lii  t?  =  arc  cos  :i:  zp  X,  i6) 

welche  Gleichung  in  X  die  sechste  und  letzte  Integrationsconstante  enthält.  Letztere 
wurde,  mit  dem  doppelten  Vorzeichen  versehen,  angesetzt ;  es  ist  dies  in  der  That  ge- 
stattet, wenn  man  für  einen  speciellen  Fall  eine  diesbezügliche  feste  Wahl  trifft. 
Aus  der  Gleichung  i6)  folgt : 

caB(«  +  A)=x=i-j^<l^-,j,  ,7) 

wobei  aber  das  Doppelzeichen  weggelassen  wurde,  da : 

cos  (t?  +  A)  =  cos  ( —  t? A), 

ist.  Bestimmt  man  aus  der  Relation  1 7)  den  Werth  von  r ,  so  findet  sich : 

r  =     _^^"-'^,.  ,8) 

I  -H  «  COS  (f?  -h  *)  ' 

Dieser  Ausdruck  ist  aber  die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte  in  den  polaren 
Coordinaten,  deren  Anfangspunkt  in  einem  Brennpunkte  liegt ;  r  stellt  den  Radius- 
vector  vor,  (i?  +  ^  den  Winkel,  welchen  die  grosse  Achse  mit  dem  Leitstrahle  r  ein- 
schliesst ;  hierbei  ist  derjenige  Theil  der  grossen  Achse  für  die  Zählung^  massgebend, 
welcher  zwischen  dem  Anfangspunkte  der  Coordinaten  und  dem  zunächstliegenden 
Scheitel  des  Kegelschnittes  (Perihel)  eingeschlossen  ist. 

Die  Gleichung  18)  drückt  das  dritte  Kepler'sche  Gesetz  aus,  nämlich:  die 
Bahnen  der  Himmelskörper  sind  Kegelschnittslinien,  in  deren  einem  Brennpunkte 
die  Sonne  sich  befindet.  Kepler  hat  dasselbe  in  der  Beschränkung  auf  Ellipsen 
aui^esprochen. 

a  ist  die  halbe  grosse  Achse  und  e  die  Excentricität  des  Kegelschnittes,  der 
Parameter />  ist  bestimmt  durch  : 

p  =  a[\  —  c2).  19) 

Derjenige  Brennpunkt,  welcher  im  Sonnencentrum  liegt,  bildet  den  Anfangspunkt  des 
Coordinatensystems.    Die  Gerade,  welche  mit  der  grossen  Achse  des  Kegelschnittes 
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zusammenfällt,  wird  als  die  Apsidenlinie,  die  zwei  Durchschnittspunkte  dieser  Ge- 
raden mit  der  Bahn  werden  je  nach  der  grösseren  oder  kleineren  Entfernung  vom 
Sonnenmittelpunkte  als  Aphel  oder  Perihel  bezeichnet ;  ist  q  der  lineare  Abstand  des 
Perihels  vom  Sonnenmittelpunkte,  so  besteht  die  Relation : 

i^  =  ?  (i  +  «)•  20) 

Zählt  man  den  Winkel .  t?  vom  Perihel  aus ,  so  ist  die  in  1 8)  auftretende  Integiutions- 
constante  X  der  Null  gleich ;  in  diesem  Falle  erhält  «?  den  Namen  der  wahren  Ano- 
malie und  die  Gleichung  18)  nimmt  die  Gestalt  an : 

r  =  -r^ 21) 

I  -f-  «  COS  V  ' 

Anlässlich  dieser  Definition  kann  man  anführen ,  dass  bis  zum  Anfange  des  jetzigen 
Jahrhunderts  die  wahre  Anomalie  in  elliptischen  Bahnen  vom  Aphel  gezählt  wurde ; 
die  jetzt  allgemein  angenommene  von  Gauss  in  der  Theoria  motus  eingeführte 
Zählweise  vom  Perihel  ist  vermöge  ihrer  gleichmässigen  Anwendung  auf  alle  Kegel- 
schnitte consequenter. 

Mit  Rücksicht  auf  die  nunmehr  erlangte  Kenntnis  der  Bahngestalt  wird  das 
Integral  8)  (pag.  45)  eine  einfache  Bestimmung  der  Constante  h  gestatten,  sobald  man 
für  die  Zeit-  und  Masseinheit  bestimmte  Annahmen  macht ;  über  die  Masseneinheit 
(Sonnenmasse  =  i)  ist  bereits  verfügt.  Ist  T  die  aus  den  Beobachtungen  abzuleitende 
Umlaufszeit  eines  Planeten,  die  in  mittleren  Sonnentagen  ausgedrückt  werden  soll 
(hiermit  ist  der  mittlere  Sonnentag  als  Zeiteinheit  fixirt) ,  femer  a  und  h  die  halbe  grosse 
und  kleine  Achse  seiner  Bahn ,  so  beschreibt  der  Radius  vector  r  in  der  Zeit  T  die 
ganze  Ellipsenfläche ;  dieselbe  ist  aber  bekanntlich  : 

ahit  =  TCcP'  Vi  —  e'^.       22) 
Nun  gibt  das  Integral  8)  (pag.  45)  für  die  Zeit  ^  und  <2  <üe  Werthe : 

2  S,  =  C^t,  +  C4 

2  «2  =  Cj^  -h  G,. 
Entspricht  der  Zeitunterschied  ti  —  t\  einem  Umlaufe  jT,  so  ist  auch  &i  —  S^  die  ge- 
sammte  EUipsenfläche  und  man  hat,  wenn  für   C^  der  Werth  nach  Gleichung  14) 
(pag.  46)  eingeführt  wird  : 

27raiVi— c2  =  Va  Vi  —  e^  kVi  +  m  T, 
oder :  3 , 

lyi  4-  m 
Entlehnt  man  T  und  m  den  Elementen  der  Erdbahn  und  setzt  hierbei  die  halbe  grosse 
Achse  der  Erdbahn  der  Einheit  gleich,  womit  die  Masseinheit  fixirt  wird,  so  ist  k  voll- 
ständig bestimmt  durch :  ,     *         »^  24) 

Für  k  gelten  demnach  die  folgenden  Einheiten  gleichzeitig : 
Einheit  der  Zeit :  der  mittlere  Sonnentag. 

Einheit  des  Weges :  die  mittlere  Entfernung  der  Erde  von  der  Sonne. 
Einheit  der  Masse :  die  Sonnenmasse. 
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Gauss  hat  in  der  Theoria  motus  die  Bestimmung  der  Grösse  k^  die  man 
als  Attractionsoonstante  bezeichnen  kann,  unter  den  Annahmen  : 
r=  365-256  3835  mittlere  Sonnentage 
in=    i  :  354  710, 
nach  der  Formel  24)  durchgeführt  \md  gefunden : 

k  =  0*017  202  098  95 
log  k  =  8-235  581  441  4  —  >o 
log*"  =  3.550  006  5746; 
hierbei  ist  gesetzt : 


arc  i" 

Über  T  und  m  könnten  gegenwärtig  voraussichtlich  genauere  Annahmen  gemacht 
werden,  welche  allerdings  die  Grösse  k  nur  in  geringem  Masse  abändern  würden. 
Diese  Variabilität  von  k  hätte  jedoch  manche  Unzukömmlichkeiten  im  Gefolge ,  wes- 
halb man  sich  dahin  geeinigt  hat,  an  dieser  Grösse  keine  Abänderungen  vorzuneh- 
men, sondern  sie  als  absolute  Constante  gelten  zu  lassen;  um  aber  mit  der  Glei- 
chung 23)  nicht  in  Widerspruch  zu  gerathen,  bestimmt  man  die  mittlere  Entfernung 
der  Erde  von  der  Sonne  nach : 

welche  Grösse  sich  somit  in  Etwas  von  der  Einheit  unterscheiden  wird.  So  findet  sich 
z.  B.,  wenn  man  nach  Le  Yerrier  die  mittlere  siderische  Bewegung  der  Erde  in  einem 
julianischen  Jahre  (365*25  mittlere  Sonnentage)  =  1295977"  4427  annimmt  und  die 
Masse  m  =  i  .330  000  setzt : 

log  a  =  o-ooo  000  009  9. 

Infolge  dieser  Festsetzung  gilt  daher  nicht  mehr  die  mittlere  Entfernung  der  Erde  von 
der  Sonne  als  Einheit  der  Entfernung,  sondern  diese  erscheint  durch  die  Gauss^sche 
Attractionsconstante  festgelegt  und  würde  als  jene  mittlere  Entfernung  bezeichnet 
werden  müssen,  in  welcher  \mter  der  Annahme  des  obigen  Attractionsgesetzes  ein 
Massenpunkt  von  der  Masse  i  :  354  710  in  365-2563  835  mittleren  Sonnentagen  um 
die  Sonne  geführt  würde.  Diese  Definition  lässt  sich  aber  wesentlich  vereinfachen, 
wenn  man  die  Umlaufiszeit  entsprechend  der  gemachten  Massenannahme  modificirt; 
man  hat  dann : 

r  =  r|/rT^,     oder:  r  =  ^' 

und  ich  wäre  geneigt ,  für  die  Einheit  der  Entfernung  im  Sonnensysteme  die  folgende 
Bestimmung  festzustellen:  Als  Einheit  der  Entfernung  hat  man  den  Badius  einer 
Kreisbahn  zu  betrachten,  in  welcher  ein  Punkt  von  unendlich  kleiner  Masse  unter  der 
Annahme  des  numerischen  Werthes  der  Gauss' sehen  Attractionsconstante  k  den 
Umlauf  in  -,-  mittlren  Sonnentagen  yollelnden  würde ;  hieirbci  ist  anzunehmen : 
log  ^  =s  8-235  581  441  400000 
log  ?—  =  log  r  =  2-562  598  426  958  115 

T  =  365-256  898  400  519  mittl.  Sonnentage. 

Oppolxer,  B*hnbestinimangen.   I.   2.  Auflage.  7 
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# 

Diese  strenge  Definition  der  Masseuüieit  wird  in  der  Fo]^  dnrdMtus  festgehalten 
werden.  Der  allgemein  übladie  nnd  »och  im  Yorliegenden  Werk»  gebiaacchle  Aus- 
druck, dass  die  mittlere  Entfernung  der  Erde  von  der  Sonne  als  Masseinheit  gilt,  wird 
in  dem  Sinne  der  durch  die  obige  Definition  festgestellten  Einheit  zu  verstehen  sein. 

Die  Gleichung  23)  (pag.  48)  erlaubt  unmittelbar  die  Ableitung  des  vierten  und 
letzten  Kepler' sehen  Gesetzes.  Da  die  Constante  k  für  alle  Planeten  identisch  ge- 
funden werden  muss,  so  wird  auch  die  Gleichung : 

oder : 


I  -|-  mi      I  -|-  m 

bestehen.  Setsft  man  hier  die  in  unserem  Sonncnasysteme  kleinen  Grossen  m  nnd  mx 
der  Nnll  gleich,  so  ertölt  man  das  vierte  Kepler* sehe  Gesetz  in  der  von  Kepler 
aufgestellten  Fasming ,  nämliiefa :  Die  Quadrat  der  IJmlan^eiten  verhalten  sich  wie 
di^  Würfel  des  grossen  Achsen.  Kepler  hat  also  durch  sein  letztes  Gesetz  nnr  eine» 
Näherungsansdruek  gefunden ,  der  aber  hei  det  Kleinheit  der  PtanetennMursen  nvelM 
alhm  sehr  von  der  Wahrheit  verschieden  ist. 

Die  Gleichung  1 1)  (pag.  46)  gestattet,  wie  schon  oben  bemerkt  wtrrde,  eine  seh» 
interessante  Folgerung.  Setzt  man  für  €^  den  Werth  nach  14)  (pag.  46),  so  resultirt 
fiir  die  Geschwindigkeit  des  Himmelskörpers  der  Ausdruck : 

i,  =  Ävr+^|/i-i.    25) 

Weil  nun  —  positiv  fikr  die  EHipse ,  NhH  ftr  die  Parabel ,  negativ  fiir  die  Hyperbe*  ist, 
so  wird  die  Bahn  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  sein,  jefiaehd^m  die  Gescbwindig«- 
keit  kleiner,  gleich  oder  grösser  ist  als  : 

Wegen  des  geringen  Unterschiedes  zwischen  dem  Factor  j/i  -f-m  und  der  Einheit  wird 
man  auch  sagen  dürfen ,  dass  die  Gattung  des  Kegelschnittes  durch  die  Geschwindig- 
keit in  der  Entfernung  r  bestimmt  ist.    Die  Bahn  wird  also  sein : 

eine  Ellipse,  wen»  y'  <  ^  1^  7 

»    Parabel      »     g  =  k  T/- 

»    Hyperbel  »     ^  >  A  T/-j 
welche  Relationen  von  der  Richtung  der  Bewegung  unabhängig  sind. 

2.   Die  Belationen  zwischen  der  Zeit  nnd  dem  Orte  in  der  Bahn. 

Di«  Hilfsmittel ,  nm  ISr  eine  beliebf ge*  Zeit  dien  Ort  eine^r  tfimmelskörpen  iiY 
der  Bahn  berechnen  zu  können ,  sind  snvar  durch  die  bezüglkdien  im  vorigen  Kapitel 
ausgeführten  sechs  Integrationen  vollständig  gegeben  j.  aber  noofa  nicht  in  eine  Form 
gebracht,  die  dem  pntktisehen  Bedür^isse  entsptrecben  würde.    Die  für  die  folgenden 
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Untersvchiuigen  massgebende  Gleichung   7)  {pag.  43)  whd  sidi  mit  Riteksiclit  auf 
Gleichung  14)  (pag.  46)  schreiben  lassen: 

r^v  =  i  Yp  (I  +  m)  4t.  i) 

Nun  ist  aber  nach  dem  Resultate  der  Gleichung  21]   (pag.  48),  weil  die  Ourve  ein 
Kegelschnitt  ist : 

(I -hecost?)«' 
schreibt  man  der  Kürze  halber: 


3) 


(*)=*>/,  4-«, 
und  integrirt  rechts  vom  Gleichheitszeidien  in  der  Gleichung  i),  so  findet  sich  sofort : 

m  ^  f    dv  . 

p«/2        J(i  +  e  cos  r)»'  ^^ 

welchem  Ausdrucke  nach  erfolgter  Integration  noch  eine  Constante  hinzuzufügen  ist, 
welche  die  Constante  C4  gewissermassen  ersetzt.  Die  nächste  Aufgabe  besteht  in  der 
Ausfuhrung  der  in  der  Gleichung  2)  angezeigten  Integration ;  um  diese  in  übersicht- 
licher Weise  für  alle  Kegelschnittsgattungen  durchfuhren  zu  können ,  sollen  mit  dem 
Ausdrucke  unter  dem  Integral  einige  Transformationen  vorgenommen  werden. 
Setzt  man : 

T  =  tg  4  r,        aT  = 7— s  =  — ~ —  de.  ^ 

I  —  T«  .  %  dx 

cos  Ü  r=  ; 5»  OP  ==g    ,     .       0I 

so  wird : 

[k)  t  _  P        (I  +  T«)  dt  

Schreibt  man  überdies : 

I  — e  . 

€  =  — : —  7  4 

und  multiplicirt  beiderseits  mit  (i  +  c)^,  so  erhält  man  : 

jk)  t  (I  -h  e)«  _  f     dt  f  tMt  _  .\ 

Die  Integration  dieser  Gleichung  ist  sofort  durchfuhrbar ,  wenn  e  der  Null  gleich  ist, 
was  mit  der  Annahme  e  =  i  übereinkommt ;  für  die  Parabel  nimmt  sie  somit  die 
Gestalt  an : 

-|)1=  =  .  +  |.3  +  /,  6)  , 

wobei  durch  /  die  Integrationsconstante  dargestellt  ist. 

Ehe  ich  aber  die  Integration  für  den  allgemeinen  Fall  vornehme,  will  ich  einige 
Reductionsformeln  entwickeln«  deren  man  zur  Zurückfuhrung  des  Ausdruckes  5)  auf 
das  Grundintegral : 


/■^«' 


bedarf.    Es  ist  offenbar : 

X 


/*    x^dx        p-ibxdx         X 


7« 
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Wendet  man  auf  den  letzteren  Ausdruck  die  Integration  durch  Theilung  an  und 

beachtet,  dass  '• 

,        I        —  2  bx  dx 

ist,  SO  wird  sofort  gefunden : 

r   xHx x_ . i^   r  dx  ^\ 

womit  das  zweite  Glied  des  Ausdruckes  5)  leicht  auf  das  obige  Grundintegral  reducirt 
werden  kann.    Zur  Reduction  des  ersten  Gliedes  beachte  man,  dass : 

,     %hx (2  te)*  dx    .      ih  dx 


a  +  6x«  ~         (a  -f-  6x2)2  ^  a^bx^ 
ist ;  schreibt  man  im  ersten  Gliede : 

(2  bx)^  =  4  (a  +  bx^)  i  —  4  ab, 

so  hat  man  auch : 

1     2  bx  zb  dx     ,  i        dx 


a-^bx^  a-^-bx^^  ^        {a  +  bx^f^ 

Hieraus  findet  sich  leicht  durch  Integration : 

J  {«  4-  hx^)*         2  a  (a  +  5x2)  ^  2  a  Ja  -f  6jr2  ' 

womit  die  Reduction  des  ersten  Gliedes  in  5)  auf  das  obige  Gnmdintegral  auch  erreicht 
ist.    Demselben  kann  aber  die  Form : 


r  dx  ,         ["  dx 


ertheilt  werden.  Stellt  man  sich  unter  a  und  b  positive  Grrössen  vor,  so  fuhrt  jede 
dieser  Formen  auf  verschiedene  analjrtische  Ausdrücke;  im  ersten  Falle  hat  man 
zu  setzen: 

^       '     a       ' 
föhrt  man  nun  eine  neue  Variable  ein  durch : 

so  ist : 
oder : 

Ist  der  Coefficient  von  x^  negativ,  so  hat  man : 


är     _  }/>  Vi'^ 


a^bx^ 


V^(^+Vi^)(^-Vl^)    <«*^'-i/|-  ^+Vi'i 


f l + L 

Xi-l/lx       1+1/ 


l. 
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Fährt  man  hier,  wie  oben,  die  Variable  y  ein,  so  Trird : 

oder: 

Ja  —  hx^  ^Yab      ^  \  Va  —  V6  .  xi 

So  vorbereitet  hat  die  Integration  der  Gleichung  5)  (pag.  51)  keine  Schwierig- 
keit.   Man  erhält  zunächst  durch  die  Anwendung  der  Formeln  7)  und  8) : 


Nun  ist  aber : 
daher  auch : 


'n^=rT*(-TK('+T)/r^ 


_i_    ___     ze  .     I   a 

6  I  —  6  ""«  I  — 


{k]t{i  +  e)Hi-e) ZBT        ,     ,  /*    dt  II) 

Ist  e  positiv,  also  e  <^  ij  demnach  die  Bahn  eine  Ellipse,  so  wird  man  zur  Integration 
die  Formel  9)  anzuwenden  haben  und  erhalten : 

wobei  /  die  Integrationsconstante  darstellt.  Ist  aber  e  negativ,  also  e  >  i ,  somit  die 
Bahn  eine  Hyperbel,  so  setzt  man  zunächst  in  1 1} 

e —  I  * 

-«  =  '?  =  ,-+!'  '5^ 

und  erhält  durch  die  Anwendung  von  10)  sogleich : 

Die  Gleichungen  6),  12]  und  14)  enthalten  also  die  allgemeine  Lösung  des  Problems, 
die  Zeit  mit  der  wahren  Anomalie  zu  verbinden.  Die  Gleichungen  12)  und  14)  werden 
jedoch  für  die  numerische  Rechnung  sehr  unbequem  und  unsicher,  wenn  sich  die 
Excentricität  wenig  von  der  Einheit  unterscheidet;  man  wird  demnach  die  obigen 
Gleichungen  der  Reihe  nach  unter  der  Annahme  einer  Ellipse,  Parabel,  Hyperbel 
und  einer  nahezu  parabolischen  Bahn  näher  betrachten  und  die  wichtigsten  Relatio- 
nen, von  denen  in  der  Folge  vielfach  Gebrauch  gemacht  wird,  entwickeln  müssen. 

a.  Ellipse. 

Die  Gleichung  12)  gibt,  wenn  man  beiderseits  mit  Ve  multiplicirt,  und  sich  der 

Relation  p  =  a  (i  —  e^)  erinnert : 

{k)t  zerVe      .  .     ,    ,/— »  , - 

J/^  =  — rr^  +   2arctg(TV€)  —  M^, 

in  welchem  Ausdrucke  M^  die  Integrationsconstante  vorstellt.  Setzt  man  nun,  um 
denselben  der  Rechnung  zugänglicher  zu  machen : 


y«  =  tgi^Vrr;  =  tgi-s.         '5) 
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80  wird  man  die  Wurzelgrösse  y^-^  steta  positiv  wälilen  lukmea ;  knüpft  maa  mn 
die  Winkel  v  und  E  die  Bedingung,  dass  dieselben  stel»  kleiner  ak  360^  iseien,  so  ist  o 
durch  E  und  umgekehrt  unzweideutig  bestimmt.    Aus  dieser  Relation  folgt  aber : 

und  da  bekanntlich : 

2  tg  4  « 
I  +  tg  i  ««  , 
ist,  so  wird,  wenn  man  abkürzraad : 

^  =  — ^f-»  ' 

einfuhrt,  erhalten: 

E  —  €B\nE=Mo  +  fit  =  M,  17} 

welche  Gleichimg  das  Kepler 'sehe  Problem  darstellt,  fi  wird  die  tägliche  mittlere 
siderische  Bewegung  genannt,  M  ist  die  mittlere  Anomalie,  die  zur  Zeit  t  gehört, 
Mq  ist  die  mittlere  Anomalie  för  die  Ausgangsepoche  der  Zählung  der  Zeit  t  und  ist 
durch  die  Elemente  gegeben  ;  E  wird  die  excentrische  Anomalie  genannt,  aus  der  mit 
Rücksicht  auf  die  Gleichung  1 5)  die  wahre  Anomalie  v  berechnet  werden  kann,  e  ist 
die  Excentricität  und  wird  bei  elliptischen  Bahnen  häufig  durch  den  sogenannten 
Excentricitätswinkel  (p  dargestdlt;  letzter«  beiden  Grössen  sind  durch  die  Relation  : 

sin  qp  ==  ö,  18) 

verbunden;  Sind  demnach  M^y  und  fx  durch  die  Elemente  einer  vorgelegten  Bahn  ge- 
geben ,  so  hat  die  Berechnimg  der  mittleren  Anomalie  M  für  eine  beliebige  Zeit  t 
keine  Schwierigkeit ;  t  ist  die  seit  der  Epoche,  zu  der  M^  gehört,  verflossene  Zeit  in 
mittleren  Sonnentagen.  Aus  der  mittleren  Anomalie  M  hat  man  nach  der  Gleichung  1 7} 
die  excentrische  Anomalie  zu  bestimmen ;  da  diese  Gleichung  eine  transcendente  ist, 
so  muss  sie,  wenn  zur  mittleren  Anomalie  die  zugehörige  excentrische  E  gefunden 
werden  soll,  durch  Versuche  gelöst  werden ;  sind  die  letzteren  zweckmässig  geleitet, 
so  wird  das  Ziel  stets  um  so  rascher  zu  erreichen  sein,  je  massigere  Werthe  der 
Excentricität  zukommen. 

Ist  einmal  ein  Näherungswerth  von  E  bekannt,  so  wird  die  Rechnung  nach 
der  Formel  1 7)  für  M  einen  Werth  finden  lassen,  der  sich  wenig  von  dem  vorgelegten 
unterscheiden  wird ;  hierbei  wird  man,  da  E  und  M  Bogengrössen  sind,  zweckmässig 
nach  der  Form : 

M  =  E %  sin  JB  =  JB— e"sin£,  10) 

arc  1"  '  ^' 

rechnen,  in  welcher  für  die  Bögen  die  Bogensekunde  als  Einheit  gilt.     Bezeichnet 

mfin  d^i  erhaltenen  Näherungswerth  von  E  mit  j^i^  den  daraus  resultixenden  Werth 

der  mittlem  Anomalie  mit  Jfj,  so  wird  die  Differenz  M —  Jfi  sofort  das  Hilfsmittel 

bieten,  eine  wesentlich  genauere  Annahme  über  E  zu  machen.     Begnügt  man  sich 

mit  den  ersten  Potenzen  der  Änderungen,    so  wird  durch  Differentiation  der  Glei- 

<^ung  19)  leicht  gefunden : 

£^  =  E^+     ^— ^'     .  20) 

^  *     '     I  —  e  coB  JBi  ' 

War  der  Fehler  M —  Mi  klein,  so  wird  ^  dem  wahren  Werthe  sehr  nahe  entsprechen 
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taui  eine  fortgesetate  AtHremfauag  der  Foneiieln  19)  imd  20)  das  Torgesleektie  Ziel  et- 
Teichen  ksBeiL.  Ist  Bumt  kerne  Nähenmg  Ikekanivl,  so  kann  Bnw  alkttfeUs  Ei^^  M 
setaen,  doch  wird  das  Encke'scke,  durch  N.  Herz  (astr. Nachr. Na.  23^54)  wesenäich 
erweiterte  Verfahren  meist  so  genäherte  Werthe  für  Ef  eigeben,  daes  eose  einmalige 
Wiederholung  des  eben  beschriebene«  Verfiahrens  fum  Ziele  führt.  Ich  werde  die 
diesbezüglichen  Vorschriften  hier  entwickeln. 

Die  Kepler^sche  Gleichung  kann,  wenn  man : 

x^B  —  U, 
setflt^  wie  Mgt  gesefarieben  werde» : 

X  =^  e  sin  [M  -^^  x)  =  e  sin  M  [\  —  ^  ic*  +  A  .^^  —  i\^  ^  "f" 
+  eemM{x~^x^  +  -^x^—.s^xT  + 


oder  auch : 


emn  M 
I  —  e  008  M 


I  + 


«  sin  jlf 
—  «008 


-i^  +  A^-TiTr^  + 


^co^M{ix^-^x*  +  .g^x^ -....) 


Setzt  man  der  Kürze  halber : 


.         e  ain  M 

^  ^        I  —  e  CO»  Jlf 


nimmt  die  Glieder  mebenter  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Excentricität  mit  und  beachtet 
dabei,  dass  x  und  tg  y  Grössen  erster  Ordnung  sind,  sD^erhäfC  man  zunächst : 

^  =  t&y  —  i^^tgy  —  *cotg3fa:ngy2  +  ^a:*t!gy  +  -,l^  cotg  itf  «*  tg  y« 
—  yiir  ^^  tg  y  +  A  cotg  iP  :j;4  tg  y3  _  . .  . . , 

oder  durch  Umkehrung: 

^  =  %  y  —  1  ^y^  —  t  cotg  if  tg  y4  +  II  tg  jf»  + -AV  cotg  3f  ^  y« 

+  {A«>tgJ»f*-HJ}tgy'  +  .... 

Entwickelt  man  nacli  Potenzen  von  iq  ^«avy  und  bedenkt,  dass  : 


tgy 


wny 


'?  +  l'?*  +  *'?*  +  AV  + 


j/i  —  ainy' 

ist,  so  wird  man ,  wenn  die  Glieder  siebenter  Ordnung,  die  schon  etwas  mehr  zusam^ 
mengesetzt  sind,  weggelassen  werden,  erhalten : 

^  =  ^  —  i  cotg  if  ^^  +  i^  1*  +  1^  cotg  Jf  ij«,. 
welcher  Ausdruck,,  sa  Un^  die  Excentricität  nicht  aUsm  gross  ist,,  in  em£acfaer  Weise 
einen  sehr  genauen  Wertb  für  die  excentrische  Anootalie  Uefert.   Will  maa  x  in  Bogen- 
Sekunden  erhalten ,  so  sind  die  Coeffieienten  durch  are  i"  zu  dividiren.    Die  zos  Beoh^ 
nung  nöthigen  Formeln  sind  zusammengestellt : 

.  0  Bin  Jf 

^^  ^        I  —  0  cos  ia 
IjL.aatgy  COfty 

x"  =  a  T]  +  ß  cotg  3f  1;^  +  y  ij*  +  d  cotg  M  rj^ 
kga  =  5.3M4^t  leg /?  ai=  4^536  274 
log  y  =  4536  27  log*  «34-2766 

Ei=M+af' 
Mi=  El  —  a  c  sin  ^  =  JEi  —  0"  sin  JEi 


21) 


Digitized  by 


Google 


66     

Hierbei  sind  alle  Bögen  in  Einheiten  der  Bogensekunde  verstanden.  £2  ^^  ™i^ 
seltenen  Ausnahmen  stets  der  Wahrheit  hinreichend  nahe  kommen ,  meist  sogar  der 
Werth  El  schon  geniigen.  Sollte  sich  aber  der  Werth  von  E2  noch  nicht  hinreichend 
genau  erweisen ,  so  rechne  man  : 

M2  =  E2  —  e"  sin  E2      | 

^  -  ^  +  J— ecSg  J^,  I 

und  setze  dieses  Verfahren  fort ,  bis  die  genügende  Übereinstimmung  hergestellt  ist. 
Um  die  Kürze  und  Bequemlichkeit  der  Methode  anschaulich  zu  machen,  setze  ich  hier 
ein  Beispiel  vollständig  an. 

Es;  sei  M  =  332°  28'  54''77  und  log  e  =  9-389  7262  gegeben,  also  log  «" 
=  4-7041 513  ;  man  habe  die  zugehörige  excentrische  Anomalie  zu  suchen.  Die  Rech- 
nung nach  21)  (pag.  55)  stellt  sich,  wie  folgt : 


sin  M 
cos  M 

9^664  6693 
9.947  8574 

t 

5«782  18 

d  cotg  M 

4«5598 

e  cos  M 

:  (i  —  e  cos  M) 

9-337  5836 
o-io6  5502 

rj. 

4.9386 

I 

ari 

—  8°  12'  5o"75 

e  sin  3t 

9»054  3955 

(i  cotg  Mtj* 

+  27-874 

tgy 

9^160  9457 

yy 

—     2.082 

cosy 

9.995  4905 

8  cotg  Mt]' 

—     0-315 

V 

9„i56  4362 

X 

—  8°  12'  25"27 

log  at] 

4^4708613 

M  +  x  =  Ei 

324    16  2950 

cotg  M 

0^283  188 

sin^ 

9«766  3366 

ßcotgM 

4.819  462 

e"  sin  Ei 

—  8°I2'25"27 

t 

6.625  745 

Ml 

332    28  54-77. 

Der  Werth  von  3fi  stimmt  also  bereits  völlig  mit  dem  vorgelegten  Werthe  von  Jfcf,  so 
dass  die  Berechnung  von  E2  nicht  mehr  erforderlich  und  der  strenge  Werth  von  E 
schon  durch  E^  erlangt  ist.  Man  wird  beachten ,  dass  der  hier  für  e  angenommene 
Werth  für  eine  Planetenbahn  schon  recht  beträchtlich  ist ;  die  obigen  Formeln  werden 
selbst  für  die  extremsten  Fälle  unseres  Planetensystems  Ei  dem  wahren  Werthe  von  E 
bis  auf  wenige  Bogensekunden  nahe  bringen ,  so  dass  mit  der  Berechnung  von  E^  die 
Versuche  stets  als  beendigt  betrachtet  werden  dürfen. 

Da  nach  dem  Bisherigen  E  als  bekannt  vorausgesetzt  werden  kann ,  so  wird  es 
nun  angemessen  erscheinen ,  in  Kürze  die  wichtigsten  Relationen  abzuleiten ,  welche 
zwischen  der  excentrischen  Anomalie^,  der  wahren  Anomalie  v  und  dem  Radius 
vector  r  bestehen. 

Man  wird  zu  diesem  Zwecke  die  früher  entwickelten  Gleichimgen  21)  (pag.  48) 
und  1 5)  (pag.  47)  benü^n.    Dieselben  sind :  .         .       ,  < 


I  -|-  c  008  V 


T  =  tg  i  0  =  tg  i  ^  |/;_±i  =  tg  (45  +  4  y)  tg  i  E. 


23) 
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Es  soll  zunächst  aus  diesen  beiden  Gleichungen  eine  wichtige  Relation  erlangt  werden, 
aus  der  alle  übrigen  leicht  abgeleitet  werden  können.  Macht  man  ähnliche  Transfor- 
mationen wie  früher  3)  (pag.  51)  und  schreibt : 

^      a(i  — e«)      ^  fl  (1  —  e«)  (1  -h  T«) 

dividirt  überdies  im  letzteren  Ausdruck  den  Zähler  und  Nenner  durch  [i  +  e)  und 
führt  fiir  — x~  '^^  ^^^  Werth  nach  der  zweiten  Gleichung  in  23)  (pag.  56)  ein,  so  findet 
sich:         '      '  a(.-»»ect««^  coq^.         ,^) 

Aus  dieser  Gleichung  resultirt : 

Vr  cos  \  V  =  Va  (  i  —  e)  cos  \  E ,  25) 

wobei  man  an  die  Wurzelgrössen  die  Bedingung  knüpfen  kann,  dass  beide  stets  positiv 
zu  nehmen  sind  (vgl.  Bemerkung  zu  15)  pag.  54).  Multiplicirt  man  diese  Gleichung 
beiderseits  mit  der  zweiten  in  23) ,  so  wird  erhalten : 

Vr  sin  ^v  =  ya  (1  +e)  sia{E.  26) 

Die  Gleichungen  25)  und  26)  gestatten  in  bequemer  und  einfacher  Weise  die  Bestim- 
mung der  wahren  Anomalie  v  und  des  Badius  vector  r  aus  JB.  Quadrirt  man  diese 
Gleichungen  und  addirt,  so  findet  sich  leicht : 

r  =  a  (i  —  e  cos  JB),  27) 

welche  Relation  unmittelbar  die  Berechnung  des  Radius  vector  aus  der  excentrischen 

Anomalie  gestattet.   Die  Quadrirung  der  Gleichungen  25)  und  26)  und  die  Subtraotion 

derselben  ergibt :  t       -rt        \  n\ 

®  r  cos  ü  =  a  (cos  E  —  e);  28) 

die  Multiplication  dieser  Gleichungen  dagegen  : 

r  sin  V  =  a  cos  q)  sin  E.  29) 

Die  Gleichungen  28)  und  29)  leisten  dasselbe,  was  die  Gleichungen  25)  und  26)  er- 
geben ,  nur  bieten  sie  den  Vortheil ,  dass  die  Bestimmung  von  v  und  r  aus  E  bei  der 
numerischen  Ausführung  in  wesentlich  genauerer  Weise  ausfällt.  Weiters  ergibt  die 
Division  der  Gleichung  28)  durch  27)  : 

008^  —  «  tn) 

cos  t?  =  ; TTTn?'  ^^' 

I  —  e  008  Ja 

und  aus  dieser  Gleichimg  resultirt,  wenn  man  dieselbe  nach  cos  E  auflöst : 

C08^=     7"  +  '    •  31) 

1+6  008  V 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  25)  mit  sin  \  E  und  subtrahirt  das  Resultat  von  der 
Gleichung  26) ,  nachdem  die  letztere  mit  cos  -^  ^  multiplicirt  worden  ist,  so  folgt : 

8ini(r-.E)=|/^{^'  +  "°^7>''-'"y}Bin^  =  8m^y|/^8in.E,     32) 

durch  welche  Gleichung  bei  einer  massigen  Excentridtät  der  Unterschied  zwischen  der 
wahren  und  der  excentrischen  Anomalie  mit  grosser  Genauigkeit  bestimmt  werden  kann. 
Die  Gleichung  28)  lässt  die  geometrische  Bedeutung  des  Winkels  E  leicht  dar- 
legen.   Beschreibt  man  aus  dem  Mittelpunkte  der  Ellipse,  deren  grosse  Achse  2a  sei, 

Oppolzer,   BalmbestiinTnungen.   I.   2.  Auflage.  ^ 
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mit  dem  Radius  a  einen  Kreis,  fällt  von  irgend  einem  Punkte  der  Ellipse  ein  Perpen- 
dikel auf  die  grosse  Achse  und  verlängert  dasselbe  nach  rückwärts ,  bis  es  den  früher- 
beschriebenen  Kreis  trifft,  so  ist  der  Winkel ,  den  der  Eadius  nach  diesen  Schnitt- 
punkt mit  dem  gegen  das  Perihel  gerichteten  Abschnitte  der  grossen  Achse  bildet, 
die  excentrische  Anomalie ;  dies  leuchtet  sofort  aus  der  oben  angezogenen  Gleichung 
ein,  wenn  man  beachtet ,  dass  der  Abstand  des  Mittelpunktes  der  Ellipse  vom  Brenn- 
punkte ae  ist. 

5.  Parabel. 

In  der  Parabel  wird  c  =  i ,  somit  erhält  die  Gleichung  für  den  Radius  vector 

die  Form: 

r=       ^^      =      ^       .  i) 

I  +  cos  V        cos  i  t?*  ' 

Zur  Berechnung  der  wahren  Anomalie  dient  die  Gleichimg  6)  (pag.  51);  dieselbe  wird, 
wenn  man  die  Zeit  vom  Perihel  aus  zählt ,  wodurch  die  Integrationsconstante  Null  ist, 
geschrieben  werden  können : 

ki 


Y^g'h 


tg  i  »  +  i  tg  i  U».  2) 


Hierbei  ist  (^)  =  ^  Vi  +  m  mit  k  identificirt,  weil  für  die  Kometen  bisher  keine  merk- 
liche Masse  nachgewiesen  werden  konnte.  Sollte  aber  die  Berücksichtigung  derselben 
jemals  nöthig  werden,  so  wird  man  in  den  folgenden  Formeln  statt  t  überall  tVi+m 
zu  setzen  haben.  Ich  werde  in  der  Folge  den  Factor  Vi  +  m  für  die  Parabel  stets  der 
Einheit  gleich  annehmen. 

Die  cubische  Gleichung  2)  kann  für  jeden  speciellen  Fall  direct ,  oder  was  be- 
quemer ist ,  mit  Hilfe  entsprechend  construirter  Tafeln  gelöst  werden.  Hat  man  eine 
solche  nicht  zur  Hand ,  so  wird  man  sich  mit  Vortheil  des  folgenden  Verfahrens  be- 
dienen können.    Setzt  man  etwa : 

tg  I  ©  =  2  cotg  2  y  =  cotg  y  —  tg  y , 

so  ist : 

tglt?3  =  —  3tg|^t?4-  cotg  y»  —  tg  y3 ; 

somit  nimmt  die  Gleichung  2)  die  Gestalt  an : 

cotgy3-tgy3=^^^. 

Setzt  man  weiter  : 

cotg  y  =  f  cotg  0, 

so  wird  auch : 

,^    %kt 

,       8 

Bezeichnet  man  deii  Werth  des  constanten  Factors : 


^^^ß—       8/2 


^k 


2  ' 

mit  c,  so  ist  die  Berechnung  der  wahren  Anomalie  in  der  Parabel  in  dem  folgenden 
Formelsystem  enthalten  : 
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logc=  1.738  8423 


3) 


t 
tg  y  =  f  tg  i  /? 
tg  1. 1?  =  2  cotg  2  y. 

Hierbei  ist  zu  beachten  ,  dass  als  Ausgangspunkt  fiir  die  Zählung  der  Zeit  die  Perihel- 
zeit  gilt  und  dass  in  der  Parabel  die  Anomalie  vor  dem  Perihel  negativ ,  nach  dem- 
selben positiv  angesetzt  wird. 

Zur  Erläuterung  der  vorstehenden  Formeln  soll  das  folgende  Beispiel  vorgenom- 
men werden.  Es  sei  ^  =  —  36553  97,  log  q  =  9-519  0730  gegeben ,  man  habe  hier- 
für die  wahre  Anomalie  und  den  Badius  vector  in  der  parabolischen  Bahn  zu  suchen. 
Die  Bechnung  nach  3)  stellt  sich  wie  folgt : 


ilogy 

9-759  5365 

y 

-27^25'    9"o3 

flogy 

9.278  6095 

zy 

—  54   50  18.06 

log< 

in562  9345 

cotg  2  y 

9^847  8320 

q'l'^-.t 

7n7i5  6750 

tgi« 

o„i48  8620 

tgß 

9n454  5173 

iv 

-    54"37'57"87 

ß 

-  «5°  53' 46" 

20 

V 

—  1Ö9    15  55-74 

i/» 

—    7   56  53- 

10 

cos  i  V 

9.762  5400 

tsiß 

9„i44  9381 

cos  1  t?2 

9-525  0800 

tgy 

9n7i4  9794 

logr 

9-993  9930. 

Bei  weitem  bequemer  ist  es,  bei  der  Rechnung  von  den  fiir  diesen  Fall  construirten 
Tafeln  Gebrauch  zu  machen.  Die  bekannteste  derselben  ist  die  Barker' sehe  Tafel, 
welche  mit  dem  Argumente  v  den  Werth : 

^=  75  tgif?  +  25  tgit?3, 

tabulirt  enthält ;  hier  ist  demnach  zu  setzen : 

log  C  =  9-960  1277. 
Der  Werth  von  C  ist  offenbar : 

Die  zu  dieser  Rechnung  erforderlichen  Tafeln  finden  sich  von  100"  zu  100"  in  01b er s' 
Werk  über  die  Bestimmung  einer  Kometenbahn  (zweite  von  Encke  besorgte  Aus- 
'  gäbe)  und  von  i'zui'inWatson's  Theoretical  Astronomy.   Es  erscheint  aber  zweck- 
mässiger, statt  der  Constante  O  die  Einheit  selbst  einzuführen  und  demnach  den  Werth : 

in  Tafeln  zu  bringen ;  eine  solche  ist  diesem  Werke  als  Tafel  IV  angeschlossen.  Die- 
selbe gibt  von  10"  zu  10"  den  Werth  von  3f  und  zwar  für  die  ersten  zehn  Grade  von  v 
den  Werth  selbst,  von  10°  angefangen  bis  176°  den  Logarithmus  von  Jf ,  und  ist  von 
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J.  Strobl  mit  grosser  Sorgfalt  und  seltener  Ausdauer  durchaus  zehnstellig  berechnet 
worden.  In  den  ersten  zehn  Graden,  welche  den  Werth  von  M  selbst  angeben,  sind 
die  Tafeln  auf  sechs  Decimalen,  in  den  übrigen  Graden,  bei  denen  sich  log  Jtf  tabulirt 
findet ,  auf  sieben  Decimalen  abgekürzt  und  wird  die  letzte  Stelle  stets  so  weit  richtig 
gegeben ,  als  dies  durch  eine  sorgfaltige  zehnstellige  Rechnung  geleistet  werden  kann. 
Dieser  Rechnung  war  auf  Vorschlag  von  R.  Schräm  die  folgende  Formel  zu  Grunde 
gelegt  worden  ,  die  sich  leicht  aus  dem  obigen  Ausdrucke  für  M  findet : 


, -.       Vi      sin  V2 »    r      I  1 

J^  =    T ii-^  {2  4-  cos  v] ; 

Ä       3  cos  V2  »*   ^  ' 


3  cos  V2 

hierdurch  kann  nach  einer  einmaligen  Interpolation  in  der  zehnstelligen  Tafel  der  Werth 
von  log  M  ermittelt  werden.  Die  Werthe  von  cos  v  wurden  dem  Thesaurus  mathe- 
maticus  von  Pitiscus  (Francofurti  16 13)  entlehnt,  die  Logarithmen  der  Zahlen  aus 
Vega's  sehr  verlässlichem  Thesaurus  logarithmorum  (Leipzig  1794),  die  trigonome- 
trischen Functionen  bis  t?  =  10°  ebenfalls  dem  Thesaurus,  für  die  weiteren  Grade  aber 
den  wesentlich  genaueren  Tafeln  von  Gellibrand  (Trigonometria  britannica.  Goudae 
1633) ;  bei  Benützung  dieser  Tafel  wurde  die  elfte  Decimale  in  Rechnung  genommen. 
Die  Tafel  ist  nur  bis  1 76°  ausgedehnt,  da  die  Interpolation  in  den  letzten  Graden  schon 
schwierig,  bei  180®  aber  unthunlich  wird;  es  wird  später  ein  Verfahren  angegeben 
werden,  wie  man  für  die  in  der  Anwendung  allerdings  seltenen  Falle  einer  die  Grösse 
von  180°  nahezu  erreichenden  wahren  Anomalie  mit  Bequemlichkeit  t?  und  r  zu  be- 
rechnen im  Stande  ist. 

Ich  werde  den  Gebrauch  der  Tafel  IV  kurz  erläutern.  Dieselbe  gibt  für  die 
positiven  Werthe  von  v  und  zwar  von  0°  bis  10°  für  jede  zehnte  Sekunde  die  Werthe 
vonJtf,  von  10°  bis  176°  den  briggischen  Logarithmus  von3f ;  für  die  negativen  Werthe 
von  t?  hat  man  sich  M  mit  dem  negativen  Vorzeichen  versehen  zu  denken.  Jede  Seite 
enthält  zwei  Grade  und  am  Fusse  einige  Proportionaltheile ;  in  keinem  Theile  der  Tafel 
wird  es  nöthig  sein,  bei  der  Interpolation  auf  zweite  Differenzen  Rücksicht  zu  nehmen. 
Sind  t  und  q  gegeben ,  so  berechnet  man : 

und  erhält,  mit  dem  Werthe  3f  in  die  Tafel  eingehend,  durch  eine  einfache  Interpola- 
tion den  Werth  von  v.  Sind  aber  v  und  q  gegeben,  und  soll  daraus  t  bestimmt  werden, 
so  entlehnt  man  mit  dem  Argumente  v  der  Tafel  IV  den  Werth  von  M  und  hat :  • 

t  =  Mq^l^.        5) 

Einige  Beispiele  werden  zur  Erklärung  dienen.  Es  sei  log  q  =  95 19  0730  ge- 
geben und  für  die  Zeitmomente,  welche  36'55397,  0-99927  Tage  vor  und  ioooo«o  Tage 
nach  dem  Periheldurchgange  liegen,  die  wahre  Anpmalie  zu  bestimmen;  man  hat 
nach  4) : 

log  j /2  =  g.278  6095 
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I 

II 

III 

t 

—  3655397 

—  0-99927 

-\-   lOOOO-OO 

log« 

i»562  9345 

9n999  6828 

4-000  0000 

logM 

2„284  3250 

0,^721  0733 

4-721  3905 

M 

— 

—  5-261  o6o- 

— 

V 

-  109°  15'  55"76 

-7°i8'47"76 

i70°44'32"554 

Für  den  umgekehrten  Fall  können  diese  Beispiele  wieder  verwerthet  werden.  Es  seien 
die  drei  eben  berechneten  wahren  Anomalien  und  die  oben  angeführte  Periheldistanz 
gegeben,  dann  stellt  sich  die  Rechnung  nach  5)  wie  folgt : 

V  -  109«  15'  55"76  -  7^  18'  47"76  170«  44'  32"554 

M  —  —  5*261  061  — 

log3f  2^284  3250  0^721  0734  4.721  3905 

log  t  1^562  9345  9n999  ^829  4-cxx)  0000 

t      —  36-55397  —  0*99927  +   lOOOO'OO. 

Man  wird  bemerken ,  dass  in  dem  dritten  Beispiele  die  wahre  Anomalie  genauer  an- 
gesetzt ist,  als  in  den  beiden  vorhergehenden,  um  seiner  Zeit,  wenn  man  den  fiadius 
vector  nach  der  Formel : 

CO8  i  t72  ' 

berechnet ,  den  Logarithmus  von  cos  ^  f>  mit  genügender  Genauigkeit  zu  erhalten ; 
zwar  würde  in  dem  gewählten  Beispiele  die  Mitnahme  der  Hunderttheile  der  Sekunde 
fast  ausreichen,  doch  ist  bei  noch  grösseren  Anomalien  das  Ansetzen  w;eiterer  Decimalen 
der  Bogensekunde  geboten. 

Die  Anwendung  der  Bark  er 'sehen  Tafel  wird,  wie  schon  oben  erwähnt,  in  den 
Fällen,  wo  die  wahre  Anomalie  nahe  180°  ist,  wegen  der  Interpolation  mit  höheren 
Differenzwerthen  sehr  unbequem,  für  den  Grrenzfall  selbst  unmöglich.  Ich  will  daher 
die  Methode  auseinandersetzen ,  die  man  im  Falle  sehr  grosser  Anomalie  mit  Vortheil 
in  Anwendung  ziehen  kann. 

Der  Gleichung  2)  (pag.  58)  kann  die  Form: 

**V=Jtgli>»(i+3cotgir«),       7) 


ertheilt  werden.    Setzt  man  abkürzend : 

SO  ergibt  sich  aus  7)  leicht : 

x  =  y(i+sx^)^/^  =  y{i+x^  —  x*  +  ^x^—^x^+...}.       9) 

Kehrt  man  diese  !^ihe  um ,  so  dass  sich  x  nach  steigenden  Potenzen  von  y  ergibt ,  so 
findet  man : 

a:  =  y  {i  +  y^  +  y*  4- 1  y®  +  oys  +  .  .  .}.  10) 
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Will  man  Grössen  sechster  Ordnung  von  y  übergehen,  so  kann  gesetzt  werden : 


bestimmt  man  nun  aus  y  den  Bogen  w  durch : 

y  =  sin  V) , 

so  hat  man  die  von  Nicolai  (Astr.  Nachr.  Nr.  79)  gegebene  Näherungsform: 

.     M  sin  M7  . 

COtg  4  tJ  =  5  y 

^  *  cos  w^ 

bestimmt  man  aber  aus  10)  den  Ausdruck  für  log  x^  so  findet  sich,  wenn  man  alle 

Glieder  bis  zur  achten  Ordnung  mitnimmt : 

log  :r  =  log  y  +  Mod  {y2  +  i  y4  _  ^  y8  +  .  .  .). 

Die  Glieder  sechster  Ordnung  verschwinden  und  man  hat  demnach  den  folgenden  bis 
auf  Grössen  achter  Ordnung  richtigen  Ausdruck : 

log  COtg  1 1?  =  log  y  4-  Mod  y^  (i  +  i  y^)        1 1) 

Für  log  y  =  9-1802,  welcher  Werth  der  wahren  Anomalie  =  162°  23'  entspricht,  beträgt 
der  Fehler  dieses  Ausdrucks  nur  eine  halbe  Einheit  der  siebenten  Decimale ;  letzterer 
kann  demnach  bis  zu  dieser  Grenze  mit  Sicherheit  in  Anwendung  gebracht  werden ; 
da  aber  die  Benützung  der  Bark  er' sehen  Tafel  selbst  bei  165°  noch  hinreichend  be- 
quem ist,  so  wird  durch  das  Verfahren  der  fehlende  Theil  der  Bark  er' sehen  Tafel  in 
einfacher  Weise  ersetzt. 

Für  die  umgekehrte  Rechnung  bedarf  es  keiner  besonderen  Formeln ;  der  Aus- 
druck 7)  (pag.  61)  in  einer  für  diesen  Fall  geeigneteren  Form  geschrieben,  ergibt: 

f [^  q)  '^    '  +  3  cotg^t?«  ,  2) 

Hierbei  wird  es  gewöhnlich  von  Wichtigkeit  sein ,  den  Radius  vector  möglichst  genau 
darzustellen ,  weshalb  man  in  ersterem  Falle  zur  Berechnung  anwendet : 

in  letzterm  Fall,  da  der  Radius  vector  durch  anderweitige  Angaben  bestimmt  ist ,  wird 

man  behufs  Anwendung  der  Formel  1 2)  aus  dieser  die  Cotangente  der  halben  wahren 

Anomalie  bestimmen  und  zu  diesem  Zwecke  rechnen : 

4  T  /  r  X    f  cos  \  V  V 

cos|ü  =  y-,         cotgir  =  g^;  14) 

der  zu  cos  \  v  gehörige  Werth  von  sin  \  v  kann ,  da  ^  t?  nicht  viel  von  90°  verschieden 
ist,  mit  Bequemlichkeit  aus  der  logarithmischen  Tafel  entlehnt  werden. 

Die  Formeln  11)  und  13)  sollen  nun  durch  ein  Beispiel  erläutert  werden.  Ich 
werde  zu  diesem  Zwecke  die  bezüglichen  Ausdrücke  zusammenstellen  und  dann  die 
Zahlen  des  obigen  Beispieles  III  (pag.  61)  zur  Anwendung  vornehmen : 

logy<9-i8 

y  =  yi/l'        log  y  =  0.479  2708 

F^  >     15) 

log  COtg  i  t?  =  log  y  4-  Mod  y^  (i  +  1  y^)  ;     log  Mod  =  9-637  7843 
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Die  Rechnung  nach  diesen  Formehi  sljellt  sich  wie  folgt : 

log  t    4-000  oooo  log  y*  7-810  948 

i^ogt    1-333  3333  log^y^  7.509918 

Y  Vq     0.238  8073  log  (i  4-  i  y^)  o-ooi  403 

logy    8-9054740 log  Corr.  7-450  135 

Correct.  +  0-002  8193  cotg  \  xP-  7-816  5866 

cotg  ^  V    8-908  2933  1  +  cotg  \  v^  0002  8376 

\  V      85°  22'  i6"27  ?  (i  +  cotg  \  t>^)  9-521  9106 

V     1704432.54  logr  1-7053240. 

Noch  bequemer  lässt  sich  die  Rechnung  gestalten,  wenn  man  geeignet  construirte 
Hilfstafeln  benützt.    Setzt  man  : 

cotg|^t>  =  a:  _  .  , 

sin  to  T=:  2  y  =  ^=~z   >      16) 
sin  t?  =  sin  tt?  ]fT,       ' 
so  ist  mit  Rücksicht  auf  8)  und  9)  (pag.  61) : 

die  Formel  7)  (pag.  61)  kann  leicht  auf  die  Fonn  gebracht  werden : 
(2q)f^  (1+ cotg  4^2) 

der  letzte  Factor  ist  hier  J,  für  den  ersten  Factor  wird  erhalten : 

Jtgit?3  (i  +  cotg  i  v^f  =  1  (tg  V  t?  +  cotg  i  vf  =  ^^- 

Entwickelt  man  nun  log  b^  '^  mit  Hilfe  der  logarithmischen  Reihe  in  : 

log  J  -  '/«  =  Mod  {^-^x^-  ^  ^«  +  ^  ««-...},    18) 

und  nennt  den  Werth  dieser  Reihe :  —  -^  log  sin  to,  so  ist : 

log  sin  t?  =  log  sinto  +  J  log^in  w. 

Die  Rechnung  dieser  Correction  des  log  sin  w  kann  aber  ohne  Schwierigkeit  zu  jedem 
beliebigen  Werthe  von  log  sin  w  ausgeführt  werden ,  denn  sin  w  =  2  y  wird  zu  einem 
gegebenen  Werthe  von  t  und  q  nach  16)  berechnet  werden  können;  x  findet  sich  mit 
Hilfe  des  eben  gefundenen  Werthes  von  y  durch  die  Reihe  10);  ist  x  bekannt,  so  gibt 
die  Reihe  18]  unmittelbar  J  log  sin  w. 

Will  man  für  den  umgekehrten  Fall  aus  r  und  t?  in  Verbindung  mit  dem  be- 
kannten Werthe  von  q  die  Zeit  finden,  so  bedarf  es  allerdings  keiner  Hilfstafeln ,  denn 
die  Formeln  12)  und  13)  gewähren  eine  hinreichend  bequeme  Rechnung,  doch  wird 
diese  durch  eine  Hilfetafel  etwas  vereinfacht. 

Sind  V,  r  und  q  gegeben,  so  wird  es  im  allgemeinen  in  diesen  Fällen  vortheil- 

hafter ,  sin  t?  aus :  ._ 

=  2  sin  ^  t?  1/  —  7 


sin  V 
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zn  herecbnen.  mit  welchem  Wertfae  man  r  =  cotg  \  0  und  daimm  mit  Hilfe  der 
Reihe  1 8    ^  log  mk  r  erhält,  so  dass  sein  wird : 

log  sin  w  =  log  sin  0  4~  ^  kig  sin  r : 
die  Zeit  /  findet  sich  dann  bestimmt  durch : 

t  =  ll^l-YL? 

3  k  'gin  tr/' 

Die  Berechnung  dieser  Ausdrucke  von  Fall  zu  Fall  mit  Benützung  der  obigen  Reihen 
wäre  sehr  unbequem.  Um  diesen  Nachtheil  zu  beheben  sind  durch  A.  Palisa  Tafeln 
auf  zehn  Stellen  genau  berechnet  worden,  welche,  auf  sieben  Decimalen  abgekürzt, 
diesem  Werke  als  Tafel  Va]  und  Vb)  angefugt  sind ;  die  erste  gibt  mit  dem  Argumente 
log  sin  tc  den  Werth  J  log  sin  w  in  Einheiten  der  siebenten  Decimale,  die  zweite  mit 
dem  Argumente  log  sin  v  die  Correction  ^  log  sin  v  in  derselben  Einheit.  Die  Formeln 
sind  zusammengestellt,  folgende : 

t  und  q  gegeben : 


sin  «7  =  a-x^> 


log  a  =  0-780  3008 
log  sin  V  =  log  sin  tt?  +  ^  log  sin  to 

J  log  sin  w  mit  Argument  log  sin  w  aus  Tafel  Va) 

sin  V2  «'V  * 


=  «(=^T 


19) 


r  und  q  gegeben  (eventuell  1?) : 
sin  1?  SÄ  2  sin  Yj  x>  1/~ 


20 


sin  w  =  log  sin  t?  4-  ^  log  sin  t? 

^i  log  sin  9  mit  Argument  log  sin  v  aus  Tafel  Vb) 

Ich  will  noch,  um  die  Anwendung  der  Formeln' 19)  zu  erläutern,  das  oben  gewählte 
Beispiel  vornehmen : 

log  t    4000  0000    J  log  sin  w  — 0.000  0183  ausTafel  Va,  Argument:  Igsinir 
1  log  ^     1-333  3333  sin  t?       9-206  4857 

logaV7    0.5398373  t?  i7o''44'32"55 

log  sin  %ß)    9206  5040  sin  ^  ©       9*998  5812 

sin  ^  0 :  sin  v      0792  0955 
(sin  I  9  :  sin  r>Y  =  1584  1910 
logr  17053240. 
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c.  Hyperbel. 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  14)  (pag.  53)  beiderseits  mit  —  Vtj  und  lässt  die 
Integrationsconstante  unter  der  Bedingung,  dass  die  Zeit  vom  Perihel  aus  gezählt 
werde,  weg,  so  findet  sich : 

a;-    = —  loffnat--^- — 7^.  1 

Setzt  man  nun : 

so  wird : 

TI^=    tg(45<'4-iF)  ,  7^.  =  *«^-     3) 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  i),  um  die  gewöhnlichen  Logarithmentafeln  bequem 
in  Anwendxmg  ziehen  zu  können ,  beiderseits  mit  dem  Modul  der  briggischen  Loga- 
rithmen und  substituirt  in  dieselbe  den  Winkel  F  nach  den  eben  entwickelten  Formeln, 

so  erhält  man :  m  r1  rZ-W 

"^^^  =  [e  Mod)  tg  F-  log  tg  [Af+\F),     4) 

aus  welcher  transcendenten  Gleichung,  wenn  a,  e  und  t  gegeben  sind,  F  durch  Ver- 
suche zu  bestimmen  ist.  Ist  einmal  der  Werth  von  F  bekannt,  der  der  Gleichung  4) 
Genüge  leistet,  so  findet  sich  nach  2)  die  wahre  Anomalie : 

tg4«  =  tgiFyi±i,  5) 

und  aus  t>  in  bekannter  Weise  der  Badius  vector. 

Da  die  Anwendung  dieser  Formeln  für  alle  jene  Fälle,  in  welchen  sich  e  wenig 
von  der  Einheit  unterscheidet,  sehr  unsicher  wird,  dies  aber  gerade  diejenigen  sind, 
welche  in  unserem  Sonnensysteme  praktische  Bedeutung  haben,  so  kann  die  weitere 
Verfolgung  der  für  die  Hyperbel  geltenden  Ausdrücke  und  Relationen  übergangen 
werden. 

d*  Nahezu  parabolisohe  Bahnen. 

Zur  Bestimmung  der  wahren  Anomalie  in  nahezu  parabolischen  Bahnen  kann 
man  die  Gleichung  5)  (pag.  51)  vornehmen.  Nachdem  dieselbe  nach  steigenden  Po- 
tenzen von  ex^  entwickelt  ist,  gibt  die  Integration  ohne  Schwierigkeit : 

In  dieser  Gleichung  habe  ich  wieder  statt  [k]  =  kVi  +  m  unmittelbar  k  gesetzt, 
weil  die  Massen  der  in  diesem  Falle  in  Betracht  kommenden  Körper  unmerklich  sind ; 
müssten  dieselben  jemals  berücksichtigt  werden,  so  würde  man  für  t  einfach  tVi  +  m 
einzufuhren  haben ;  t  muss ,  da  die  Integrationsconstante  der  Null  gleich  gesetzt  ist, 
von  der  Zeit  der  Perihelpassage  an  gezählt  werden. 

Oppolzer,   Bahnbestiromangen.   I.    2.  Auflage.  9 
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Ich  führe  in  das  Problem  zunächst  zwei  Unbekannte  x  und  f  ein ,  zu  deren 
Bestimmung  nothwendig  zwei  Bedingungen  gegeben  sein  müssen.  Die  eine  Bedingung 
wähle  ich  so,  dass  der  Gleichung : 

genügt  wird.  Multiplicirt  man  beiderseits  mity*,  so  erhält  die  Gleichung  rechter  Hand 
jene  Form,  die  in  parabolischen  Bahnen  zur  Bestimmung  der  wahren  Anomalie  dient, 
nur  tritt  statt  tg^^t?  die  Unbekannte  fx  ein ;  man  kann  daher,  sobald  f  bekannt  ist, 
zur  Bestimmung  der  Grösse  fx  die  Barke  rasche  Tafel  benützen,  da  der  links  vom 
Gleichheitszeichen  in  2)  stehende  Ausdruck  in  einem  gegebenen  Falle  einen  bestimm- 
ten numerischen  Werth  annimmt.  Als  zweite  Bedingung  für  die  Bestimmung  der 
Unbekannten  nehme  ich  an,  dass  zwischen  t  und  x  die  Relation  bestehe  : 

T  =  x{i  +  Axex^  +  A^th^  +  A^t^x^  +•••},  3) 

in  welchen  Ausdrücken  -4i,  -^2,  ^3  •  •  •  •  ausschliesslich  Functionen  von  e  sein  sollen, 
deren  Bestimmung  weiter  unten  vorgenommen  werden  wird.  Bildet  man  nach  3) 
die  positiven  ungeraden  Potenzen  von  t,  so  wird  man  erhalten: 


r»  =  :r5  I  I  _|_  (7^^3,2  4.  Q^c^ar^  +  C^eH^  + 


:::l,l 


in  welchen  Gleichungen  die  durch  grosse  lateinische  Buchstaben  dargestellten  Coeffi- 
cienten  Functionen  von  t  sein  werden ;  die  Darstellung  der  B,  C,  />,  Coefficienten 
als  Functionen  von  ^j,  A^i,  A^  -  -  *  mit  Hilfe  des  polynomischen  Satzes  wird  keinen 
Schwierigkeiten  unterworfen  sein.  Substituirt  man  die  Ausdrücke  3)  und  4)  in  die 
Gleichung  i)  und  ordnet  nach  den  ungeraden  Potenzen  von  x^  so  ergibt  sich  sofort 
mit  Rücksicht  auf  2)  : 

Vergleicht  man  die  zu  gleichen  Potenzen  von  x  gehörigen  Coefficienten,  so  finden 
sich  zur  Bestimmung  der  auftretenden  Unbekannten  die  Relationen  : 

-1^2    =   -1^1    +|+«M.-|52+*C',    -f) 

-  1^3  =  -1^2  +  1  A- 5  +  ^^4-1  Ä,+iC2~  4A  +  I). 

Es  ist  also  f  ebenfalls  eine  Function  von  €.  Die  Gleichungen  5)  enthalten  die  Lösung 
des  Problems,  da  dieselben  die  Bestimmung  der  A^  A^  A'^  *  -  -  Coefficienten  nach 
steigenden  Potenzen  von  €  gestatten. 

Die  Durchführung  der  für  diese  Bestimmung  nöthigen  Operationen  ist  keine 
geringe  Arbeit  und  nimmt  mit  Berücksichtigung  der  höheren  Potenzen  von  6  in 
ausserordentlicher  Weise  zu;  R.  Schräm  und  F.  K.  Ginzel  haben  die  hierfür 
nöthigen  numerischen  Operationen  bis  zu  den  Grössen  achter  Ordnung  von  c  durch- 
geführt ;    der  erstere  hat  sich  die  Rechnung  in  folgender  Weise  zurecht  gelegt. 


5) 
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In  den  Gleichungen  5)  wurden,  da  Ax  Ä^  A-t  ■  •  ■  B^  B^  B^ 
Reihen  nach  steigenden  Potenzen  von  £  sind,  eingeführt : 

A  =  Ao  +  ^4  e  +  A»  e*  +  -<^j  «'  +     •  •  ■ 


C|  G2  C3 


6) 


und  nach  Einsetzimg  dieser  Reihen  in  die  vorgelegten  Gleichungen  die  Coefficienten 
der  gleichen  Potenzen  von  e  einander  gleich  gesetzt.  Man  erhielt  so  aus  jeder  Glei- 
chung ein  System  von  Bedingungsgleichungen  : 

^10  =  +*  ^20  =— f  +  2C,o 

5,1    =— I  — ^20  +  2Ä,0  ^21    =    +4+2(7,1— ^30  +  2  J?20 

^2    =  — -421+2^11  ^22=  +2(7,2  —  ^31+2^21— 3^11 

Bn  =  — A22  +  2B12 


7) 


B30  =  +  i  +2  0^0  — 3  Ao 

B^t  =  —  i   +2C2,— 3A1— ^40+2Ä,o  — 3(?20  +  4Ao 

^32  =  +2C22  — 3  A2  — -441+2  53,— 3  (721+4  Al 

B40  == — tV+2(73o  —  3Z>2o  +  4-Eio 

Ai  =+A+2^3i  — 3  A1+4-B11—A0  + 2  540  —  3^^30 +  4  Ao  — 5^10 

A2  =  +2^32  —  3^22+4-^12  —  ^61  +  2541—3^1+4^1—5-^11 


Diese  konnten  nicht  zur  Bestimmung  der  Unbekannten  ausreichen  ^  sondern  man 
musste  sich  aus  der  Abhängigkeit  der  Grössen  5,  C7,  />,£••••  von  A  ein  weiteres 
Gleichungssystem  verschaffen.  Es  ist  nach  dem  polynomischen  Satze,  wenn  man  : 

(A^  +  A,x  +  A2X^  +  A^x^  +  ^'^)^=  No  +  N.x  +  N^x^  +  N^x^-] 

setzt : 

mit  den  Bedingungen : 

«  +  /^  +y  +--=n 
aa  +  /5?6  +  y<?  +  •  •  •  =  m. 
Ist  nun  aber : 

^a"  =  {  -4ao  +  Aa,  y  +  -4^,y2  +  ^^,  y3  + 


8) 


so  ist  der  Coefficient  von  y*"  gleich : 

V-    "•     _^"'  ^'''  A'^ 

^/ a' !  ß' !  y !  "  '      ^      oh*      ac'  '  '  '  ^ 
mit  den  Bedingungen  :  .    g) 

«'  +  /^  +  /  H =  «  I 

aV+/fi'+yV+--  •  =  r, 
ebenso  für : 

V  =  {^6«  +  ^6.y  +  -46.y»  +  A,y'  +■■  ■}^, 


Digitized  by 


Google 


68 


der  Cocfficient  von  y'  gleich : 


1/*"  jy\ 


^'a"T¥r?'l~~^    ^ha"  ^bb"  ^b(f'' 


mit  den  Bedingungen : 


a"a"  +  If'b"  +  fc" -i =  8. 


lO) 


Setzt  man  die  Werthe  aus  9)  und  10)  in  8)  ein,  so  wird,  wenn  • 

r  +  8  =  Pj 


ist,  gefunden : 


^mp  =  ^a'fß'!  y!^ 


ß'J  /!'"  a"!  ß"!  y"'J' 

ja"      .ß"      ./' 
•      6a"       bb"  ^b&' '  '  ' 


„n,  I  ^n  t  ^n 


ßr"!y"h 

.«'"     jß'"      ./" 
ca"'       Cb'"       C&'' 


aa      ab       ac 


mit  den  Bedingungen  : 

a'+/?'+  /..  .  .+  a"  +  tr'  +  /'....+   a'"  +  ^  +  /"+....  =  n 

a'a  -{-ß'a  +  ya \.a''b  +  ^'b +fb h   a"'c+ß'"c^  /"c+..-  =  m 

a'a'  +  ß'b'  +  y'c'  -  •  •  •  +  a  V'+  (f'b"+  /V-  •  •  •  +  a"'(^''+  ß^"b"'+  f'c"+ ...  =  />. 

Da  nun : 

3  B^p  ein  Coefficient  in  der  Entwicklung  zur  3ten  Potenz , 

5  ^mp    11  11  n  n  11     S**®^        j> 

7  -^mp   »»  )7  n  n  »»    J**^^        n 


ist ,  60  wird  man  haben  : 


«    j/* 


^mp  =   ^al  ß!y!      ««'      ö6'     cc'  > 


mit  den  Bedingungen : 


weiters : 


'ß!y 

«  +  /^  +  y  =  3 
aa  -{-  ßb  -i-  yc  =  m 
aa'  +  ßb'  +  yc'  =  p\ 


mp  ^a! ß\/y! dl b!      «<*'      *^'      ^^'      ^^      ^' ^ 

mit  den  Bedingungen : 

«H-/?+y+<J   +«  =   5 

aa  +  ßb+  yc  -{■  8d  -\'  ee  =^    m 
aa'+  ßb'+  yc'+  öd'+  ee' =    p 

Jede  dieser  Gleichungen  liefert  ein  System  von  Bedingungsgleichungen 

^20  =   -^20  +    ^\o  C20  =   -^20  +  2-4^10 

^21  =  A21  +  2A11  AiQ  C21  =  A2\  +4-^11  AiQ 

B22  =   A22  +  2^12  Ao  +  -^^t  C22  =   -^22  4-  4-^12  -^10  4-  2A\^ 


10 


Ao  =   -^20  +  3^^] 


10 


-B30  —    -^30  +  2-^20  -^10  +  i-^' 

^31  =    -^31+2-421   -^10  + 2  ^20-^11 +-^11-^^0     Al   =    A21  +  6  A^  A 


10 
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ausserdem  bestehen  wegen : 


die  Gleichungen : 


Aqq  I     ,  Aqi   Aq2  -^03 


=  o, 


■ßio 

Bn  ' 


Cxi  =  Dx2 


B\o 
Bu 

B\2 


Diese  Gleichungen  in  Verbindung  mit  7)  gestatten  nun  eine  successive  Bestimmung 

der  Grössen  A^q  A^^  Axi  .  .  .  -^20  -^21  -^22 -^30  -^31  •  •  • 

Um  die  auf  diese  Weise  erhaltenen  Resultate  einer  durchgreifenden  Controle 

zu    unterziehen,   wiirden  die  Coefficienten  der  f^  Reihe  nach   einer  ganz  anderen 

Methode  nochmals  gerechnet.    Setzt  man  nämlich  zwischen  x  und  t  eine  Relation  von 

der  Form :  /      .     ^,      «   .     ^f    *»  .    .  > 

X  =%  [i  +  A\b%^  +  A\eH^  +  .  .  .}  ^ 

und:    x^  =  r^  {i  +  Ä'^er«  +  ^'jcM  +...}, 

voraus,  so  werden  die  B'  Coefficienten  völlig  bestimmte  Functionen  der  A'  Coefficienten 
sein  und  jeder  dieser  Coefficienten  wird  durch  eine  Reihe  nach  steigenden  Potenzen 
von  €  dargestellt  werden  können.  Substituirt  man  diese  Reihen  in  die  Gleichung  2) 
(pag.  66),  ersetzt  aber  den  links  vom  Gleichheitszeichen  stehenden  Ausdruck  durch 
die  Relation  1)  (pag.  65),  so  wird,  wenn  fiir/2  eine  Function  von  der  Form : 

iP  =  9>o  +  9>i  «  +  9^2  «^  +  .  .  ., 


und  für  A'  und  B' : 


A\  =  A\o  +  ^'11«  +  ^'i2fi^  +  ^'13«^  + 
A\  =  A'20  H-  -^'21«  +  -^'22«^  +  -^'23«^  + 


i  B'x  =  B'xo  +  B\xe  +  ^126^  +  B\,e^  +  .  . 


eingeführt  wird,    die  Gleichsetzung  der  Coefficienten  der  gleichen  Potenzen  sofort 
ergeben : 

9>o=      i 

9\=  —  i  —  ^'10 

V2=         —  ^\\ 

9^3  =         —  -^'12 


Ä'20  =  +f 

B\x  =  —  3  9\  ^20 


A' 


30" 


h3) 


B'22  =  —  3  9>i  B'2\  —  3  9>2  -B'20  —  -^'31 


^10  =  —  i  -B'3o  =  -~l 

^11  =  —  3  9i  B\o  —  ^'20  + 1  Ä'31  =  +  i—  3  yi  ^30  - ^'40 

B'x2  =  —  3  9>i  B\x  —  392  B\o  —  A'2x     B^n  =        —  3  9^i  ^31  —  3  ^2  ^'30 — ^\\ 


Diese  Gleichungen   in  Verbindung  mit  dem  Gleichungssystem    11)  gestatten   aber, 
die  Grössen  (p^  q)x  ip2  -  -  -  in  völlig  unabhängiger  Weise  zu  bestimmen ,  iind  da  in  der 


Digitized  by 


Google 


70 


früher  erläuterten  Methode  alle  späteren  Coefficienten   bei   der  Berechnung  der  f^ 
Coefficienten  auftreten,  so  erscheint  die  ganze  Entwicklung  durchgreifend  controlirt. 

Die  folgenden  Coef&cienten  sind  nach  den  eben  beschriebenen  beiden  Methoden 
gerechnet  und  geprüft  worden,  die  Zahlen  für  jede  der  beiden  Methoden  überdies  durch 
eine  doppelte  Rechnung  controlirt,  indem  sowohl  Schräm  als  Ginzel  unabhängig 
von  einander  die  bezüglichen  sehr  umfassenden  Bechnungen  durchgeführt  haben.  Da 
also  die  erhaltenen  numerischen  Werthe  gleichsam  durch  eine  vierfache  Rechnung  ge- 
prüft erscheinen ,  so  kann  an  der  Richtigkeit  der  folgenden  Angaben  um  so  weniger 
gezweifelt  werden,  als  die  Resultate  der  Entwicklung  an  mehren  Beispielen  durch  eine 
genaue  zehnstellige  Rechnung  eine  vollständige  Bestätigung  erfahren  haben.  Es  fand 
sich ,  indem  die  Entwicklung  bis  zu  den  achten  Potenzen  von  «  inclusive  durchgeführt 
wurde : 


A,=^- 


«2- 


175      7875 
1567  9650  8160 
79148991796875 

26665 


13375 


€ 


» 


63  283* 


3031875        197071875 
^6  _   946  2399  3925  6320   ^^ 
578974874994140625 


c4  _ 


2302525440 
93 II  64609375 


^.  ^  .37  _  _i2i  ^  _ 

"^    175    7875       3031875 


€2 ' 


HO  5918 


«^ 


2346  3281  6640 


€^  — 


1  9707  1875 
1347692975124480 


36  7773  6960 
9311  6460  9375 


pS  — 


A^ 


920 
787s 


578974874994140625 
1560226    «^     4463842215 


79148991796875 

47805     ^_ 

3031875               197071875"            931164609375 
257171191200      ^4 1373  122204587225        e 


€ 


2  


A,= 


A,= 


A  = 


A,= 


79 1489  9179  6875 
198285    2555834 


578974874994140625 

271236337740 


303 1875   I  9707  1875 


£  _„  558271  2015 
9311  64609375 


€'  — 


79148991796875 


r3  — 


31^  ?279^^o    2  __ 


_   1291  5661  5600  7785 
578974874994140625 

725  0264      90  6400  8855 
I  9707  1875    9311  64609375      79  148991796875 

__   127765778043  1350   ^3 

578974874994140625 

193  10697825 5458  7671  1100    

931164609375    79148991796875  ^  578974874994140625 

9261  2063  1240      2720  30576880  8895 
79  1489  9179  6875    578974^874994140625 


15280510  3151  1075 


e  — 


6^  — 


14) 


J    3824106664843950  

^         57  89748749  94140625    •  *  •  ' 

Hiermit  erscheint  das  Problem  völlig  gelöst ,  denn  nach  der  ersten  Gleichung 
i^  5)  (pag-  6^)  ^^  f  ^i^®  einfache  Function  von  A^^  kann  also  für  eine  gegebene 
Excentricität  leicht  berechnet  werden,  die  Bestimmung  \on  fz  mit  Hilfe  der  Barker'- 
schen  Tafel  ist  aber  bei  der  Gleichung  2)  (pag.  66)  näher  erläutert  worden,  die  Ermitt- 
lung des  Werthes  t  =  tg|t?  mit  Hilfe  der  Gleichung  3)  (pag.  66)  hat  daher  keine 
andere  Schwierigkeit,  als  die  einer  ziemlich  ausgedehnten  numerischen  Operation.  Es 
erübrigt  nur  noch  die  Aufgabe,  die  letztere  durch  zweckmässig  construirte  Hilfstafeln 
auf  ein  möglichst  geringes  Mass  zurückzufuhren. 
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Die  Tabulirung  von  /  als  Function  von  e  ist  leicht  genug  auszuführen :  die 
Tafel  Via  enthält  nebst  einer  sofort  zu  erläuternden  Grösse  E  die  diesbezüglichen 
Hilfsmittel.  Wollte  man  aber  aus  x  nach  Gleichung  3)  den  Werth  von  r  unmittelbar 
mit  Hilfe  einer  Tafel  rechnen ,  so  würde  diese  sehr  umfangreich  und  mit  doppeltem 
Eingange  versehen  sein  müssen.  Dieser  Ausdruck  wurde  demnach  noch  weiter  um- 
geformt ,  so  dass  die  schliesslich  nothwendige  verhältnismässig  kleine  Tafel  mit  dop- 
peltem Eingange  nur  ganz  geringfügige  imd  so  kleine  Correctionen  ergibt ,  dass  sie 
für  eine   siebenstellige  Rechnung  in  den  praktisch  wichtigen  Fällen  verschwinden. 

Macht  man :  n       k    j  \ 

E  =  ^A^,  15) 

so  wird  sofort  mit  Rücksicht  auf  die  numerischen  Werthe  in  1 4)  £  als  Function  von 

€  darzustellen  sein :  die  numerischen  Werthe  von  log  E  sind  in  die  Tafel  Via  auf- 
genommen.   Setzt  man  weiter : 

n  ==  eEx^  \ 

in  welcher  Reihe  die  Coefficienten  von  n  die  Anfangsglieder  beziehungsweise  der 
Reihen  Ax  A2  A^  ,  .     sind,  so  wird  man  r  auf  die  Form : 

%  =  xGH,  17) 

bringen  können,  in  welcher  H  oflTenbar  einen  Werth  annehmen  wird ,  der  sich  von  der 
Einheit  nur  um  eine  Grösse  dritter  Ordnung  von  e  unterscheiden  kann,  und  überdies, 
wie  die  Entwicklung  zeigt,  mit  einem  kleinen  numerischen  Coefficienten  multiplicirt 
ist ;  es  wird  also  log  H  selbst  innerhalb  der  Grenzen  der  hier  entwickelten  Methode 
als  eine  kleine  Correctionsgrösse  erscheinen ,  die  eine  Function  von  e  und  n  ist. 
Die  Grösse  G  erscheint  als  Function  von  n  und  hat  mit  diesem  Argumente  in  der 
Tafel  VIb  Aufnahme  gefunden ;  die  Correctionsgrösse  log  H  wurde  in  die  mit  dop- 
peltem Eingange  versehene  Tafel  VTc  gebracht;  das  horizontale  Argument  ist  «,  das 
vertikale  n,  die  Correctionen  sind  in  Einheiten  der  siebenten  Decimale  verstanden,  und 
auf  der  linken  Seite  die  für  die  Hyperbel,  auf  der  rechten  die  für  die  Ellipse  geltenden 
enthalten ;    für  die  erstere  sind  beide  Argumente  positiv,  für  die  letztere  negativ. 

Die  explicite  Entwicklung  der  Grösse  log  H  als  Function  von  e  und  n  würde 
ziemlich  weitläufige  Operationen  veranlassen ;  ich  habe  es  deshalb  vorgezogen,  dieselbe 
dadurch  zu  ermitteln,  dass  die  nach  der  Formel  3)  (pag.  66)  neunstellig  berechneten 
strengen  Werthe  für  r  mit  den  ebenso  genau  berechneten  von  x  G  verglichen  wurden ; 
die  Differenz  der  beiden  logarithmischen  Werthe  ist  die  gesuchte  Correction.  Die  noth- 
wendigen  Tafeln  sind  mit  grosser  Sorgfalt  von  F.  K.  Ginzel  durchaus  neunstellig 
und  zwar  innerhalb  so  weit  ausgedehnter  Grenzen  berechnet  worden ,  dass  diese  von 
den  periodischen  Kometen  kurzer  Umlaufszeit  wol  nur  in  den  seltensten  Fällen  über- 
schritten werden.  Die  ermittelten  Werthe  sind  in  den  Tafeln  Via,  VIb  und  VIc 
auf  sieben  Stellen  abgekürzt  mitgetheilt ,  die  letzte  Stelle  ist  daher,  mit  Rücksicht  auf 
die  neunstellig  geführte  Rechnung ,  nahezu  verbürgt.  Um  die  neunte  Stelle  überall 
annähernd  richtig  zu  erhalten ,  war  es  bei  den  Grenzwerthen  in  einigen  Fällen  nöthig, 
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mehr  Glieder  zu  berücksichtigen ,  als  durch  die  obigen  Entwicklungen  bekannt  sind ; 
es  bot  aber  gar  keine  Schwierigkeit,  durch  Induction  die  folgenden  Coefficienten  mit 
hinreichender  Annäherung  anzugeben.  Was  die  Grenzen  der  erwähnten  Tafeln  an- 
belangt, so  sind  diese  weiter  gezogen,  als  es  durchaus  nöthig  ist,  denn  schon  vor 
Eintritt  der  Grenzfälle  bieten  die  gewöhnlichen  Methoden  zur  Bestimmung  der 
wahren  Anomalie  ohne  Anwendung  ausgedehnter  logarithmischer  Tafeln  die  nöthige 
Sicherheit. 

Es  erübrigt  noch ,  den  Gebrauch  der  Tafeln  zu  erläutern  und  die  Formeln  zu- 
sammen zustellen ,  deren  man  bei  der  Rechnung  bedarf.  Zunächst  wird  man  die  für 
einen  bestimmten  Kometen  als  constant  auftretenden  Grössen  ermitteln.  Ist  e  die 
Excentricität,  so  wird  man  berechnen : 


I 
B   = 


I  +e 

Mit  dem  Argumente  e  entlehnt  man  der  Tafel  Via  die  Logarithmen  von  f  und  E 
und  bildet :  

wobei  q  den  Perihelabstand  vorstellt.  Die  Berechnung  der  Grössen  €,  a  und  ß  ist  für 
gegebene  Elemente  nur  einmal  durchzuführen  und  kann  den  vorbereitenden  Rech- 
nungen angeschlossen  werden.  Ist  t  die  seit  der  Perihelpassage  verflossene  Zeit  in 
Einheiten  des  mittleren  Sonnentages,  so  bildet  man  das  Argument  M  für  die  Barker'- 
sche  Tafel  IV  nach :  _ , 

und  entlehnt  damit  aus  derselben  den  Winkel  ü,  der  aber  mit  w  bezeichnet  werden 
soll,  da  derselbe  die  wahre  Anomalie  nicht  darstellt-  Benützt  man  die  Lutherische 
Tafel,  welche  Encke  in  der  zweiten  Auflage  der  berühmten  Gib  er  s' sehen  Abhand- 
lung »Über  die  leichteste  und  bequemste  Methode ,  die  Bahn  eines  Kometen  zu  be- 
rechnen« publicirt  hat  oder  Watson's  Tafel,  so  hat  man  anstatt  a  zu  setzen:  a  C, 
wobei  log  C=  Q'QÖo  1277  anzunehmen  ist. 

Es  findet  sich  nun  x  und  weiters  das  Argument  n  nach : 

Aus  der  Tafel  VIb  wird  hierauf  mit  dem  Argumente  n  der  Logarithmus  von  Cr  ent- 
lehnt ,  aus  Tafel  VIc  mit  den  Argumenten  n  und  b  die  Correctionsgrösse  log  IT, 
welche  in  Einheiten  der  siebenten  Decimale  verstanden  ist  und  in  der  Regel  unmerk- 
lich sein  wird ;  es  ist  dann  schliesslich : 

tg^t?  =  xGH, 

womit  die  gesuchte  wahre  Anomalie  bestimmt  erscheint.  Den  Radius  vector  r  berech- 
net man  nach :  r»  4    « 

d  =  e  tg^t?2 

_     q_       __  ^  ?ii_H- tg  i  ü2) 
cos  i  t?-  (1+6)  I  -h  0 
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welch'  letztere  FotbkI  bei  Aitwendiing  von  Additionslogarithmen  bequemer  und  sicherer 
ist.    Die  Formeln  zusammengestellt  sind  also : 

Vorbereitende  Rechnungen ; 


M=at, 


n  =  ßx'^ 


i8) 


für  jeden  Ort : 

tgjh^ 
""-     f    ' 
tg  i  t>  —  xOH 

Ö  =  €  tg  i  t?2 

y  _  g  ('  4-  tg  i  p«) 
'^—  1+0 

Ich  werde  nun  noch  die  bei  dieser  Methode  nöthigen  Rechnungen  durch  drei  Beispiele 
erläutern  lind  wähle  hierzu  als  die  beiden  ersten  die  von  Gauss  in  der  »Theoria 
motus«  bei  demselben  Problem  angeführten  Zahlen. 

Es  sei  (Theoria  motus,  Artikel  43) : 

e  =  0-967  64567,     log  q  =  9-765  6500,     t  =  63  54400. 


Vorbereitende  Rechnung : 

log  (i  —  e)    8-509  9324 

log/ 

9.997  1225  (Taf.  Via) 

log  (i  4.  e)   0.293  9469 

-  1  log  y 

0.351  5250 

log€     8.2159855 

41og|(i+^) 

9.996  4584 

€      +  0.016  4432 

loga 

0-345  1059 

log  E    9.999  7940  (Taf.'VIa) 

log/? 

8-215  7795. 

Die  weitere  Rechnung  gestaltet  sich  für  die  Zeit  t  wie  folgt : 

logt     1.8030745 

loga:» 

0-144  3508 

log  M    2.148  1804 

logM 

8.360  1303 

w    99°    6'  i3"72  (Taf.  IV) 

n 

0*022  9156 

^10    49   33     6.86 

tgir 

0-076  1865 

tg  ^  1^    0.069  ^979 

4^ 

50°  0'  o^oo 

loga;     0.072  1754 

V 

100  0  0.00. 

logG    0.004  Olli  (Taf.  VIb) 

log  H                   0  (Taf.  VIc) 

Der  Radius  vector  findet  sich : 

tgit?2    0.1523730 

log(i 

+  tg  1  v^) 

0-383  8651 

log  0    8.368  3585 

log  q  (i 

+  tg4r2) 

0.149  5151 

log  (^  +  ö)     0010  0258 

logr 

0-1394893. 

Man  sieht  aus  diesem  Beispiele,  welches  von  Gauss  dem  Hall ey' sehen  Kometen 
entlehnt  wurde,  dass  die  Correction  wegen  log  H  völlig  verschwindet. 

Oppolzer,   Bahnbestlmmungen.  I.   2.  Auflage.  10 
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In  Anwendung  der  obigen  Formeln  auf  hyperbolisdie  Bahnen  sei  (Theoria 
motus,  Art.  46  II) : 

e  =  1-261  8820,     log  q  =  0-020  1657,     t  =  65-41236. 


log  (i  —  e) 

9^418  1056 

log/ 

0019  1498 

log  (i  +  e) 

0-354  4699 

-  1  log  y 

9969  7515 

log€ 

9n063  6357 

iiogKn-«) 

0-026  7200 

e 

—  0-115  7806 

loga 

0-015  6213 

logjB 

o-ooi  3453 

log/? 

9^064  9810 

log^ 

1-815  6598 

loga;* 

9-66o  5392 

logjf 

1-831  2811 

logw 

8^725  5202 

w 

70°3i'i4"25 
35    15   37-125 

n 

—  0-053  1521 

\w 

tgi» 

9.821  1945 

tg\to 

9-8494194 

1" 

33°  31'  29"98 

loga; 

9-830  2696 

V 

67      2   59.96. 

logG 

9  990  9244 

logÄ 

+  5 

Diese  beiden  der  Theoria  motus  entlehnten  Beispiele  zeigen,  dass  in  der  über- 
wiegenden Anzahl  der  Fälle  ohne  Bedenken  t  =  xG  gesetzt  werden  kann :  es  soll  nun 
an  einem  extremen  Beispiele  die  Leistungsfähigkeit  dieser  Methode  dargethan  und 
hierfür  Bahnelemente  gewählt  werden,  die  dem  Fay  e'schen  Kometen  entlehnt  sind. 
Die  Excentricität  überschreitet  in  diesem  Falle  wenig  den  Werth  05  und  die  gewöhn- 
lichen für  die  Ellipse  geltenden  Methoden  sind  hier  ohne  besondere  Schwierigkeit 
anwendbar,  doch  glaube  ich,  dass  der  hier  in  Vorschlag  gebrachte  Rechnungs- 
mechanismus für  die  kleinem  Anomalien  bequemer  ist  als  jene.    Es  ist : 

«  =  0-554  9454,     log  q  ==  0.230  4435. 
Damit  ergeben  sich  die  Constanten : 

€=      ,+  0-2862187  log«      95422560 

log/    9-9425786  log/^    94523956, 

für  t  =  260  stellt  sich  die  Rechnung  wie  folgt : 

log  t  2.414  9733  loga:^  o-ooi  0926 

logjf  1-9572293  logw  9-4534882 

w  82°  31'    4"48  n  +  0-284  "" 

I«?  41    15   32-24  tg|t)  0-0550532 

tg\w  9.943  1249  '     i  t?  48°  37'  i8"68 

loga;  0-0005463  V  97    14  37-36- 

log  G  0.054  5737 
log  H  —  668 

Rechnet  man  dasselbe  Beispiel  mit  den  für  die  Ellipse  entwickelten  geschlossenen 
Formeln,  so  ergibt  sich  zunächst  der  Logarithmus  der  mittleren  täglichen  siderischen 
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Bewegung  in  Bogensekunden  log  fi  ==  2*676  9613  und  damit  die  mittlere  Anomalie 
für  die  vorgelegte  Zeit  Jlf  =  34°  19'  36"  14.  Die  excentrische  Anomalie  findet  sich 
durch  Versuche  (log  e"  =  5  058  6754)  E  =  62^  32'  2^"']'] ,  woraus  in  vollkommener 
Übereinstimmung  mit  dem  obigen  auf  viel  bequemere  Weise  erhaltenen  Werthe 
resultirt : 

log  tg  i  £    9.783  4022 

*^g|/7~^    0*271  6510 
logtgl©    00550532. 

Es  erübrigen  noch  einige  Bemerkungen  betreffs  des  umgekehrten  Problems, 
nämlich  der  Ermittlung  der  Zeit  aus  der  wahren  Anomalie.  Man  kann  der  Glei- 
chung i)  (pag.  65)  ohne  Schwierigkeit  die  Form  geben: 

wobei  die  Werthe  von  P|  und  P3  mit  dem  Argumente : 

in  Tafeln  gebracht  werden  können ;  solche  finden  sich  als  Tafel  XVIII  im  zweiten 
Bande  dieses  Lehrbuches ;  die  dazu  nöthigen  Erläuterungen  sind  auf  pag.  479  des- 
selben Werkes  gegeben. 


3.  Relationen  zwischen  mehren  Orten  in  der  Bahn. 

a.   Die  Euler'sche  Gleichung  und  deren  Transformation. 

Verbindet  man  die  Endpunkte  zweier  zu  derselben  Bahn  gehörenden  Kadien 
vectoren  durch  eine  Gerade,  welche  die  Sehne  genannt  werden  soll,  so  lassen  sich 
zwischen  diesen  Grössen  und  der  Zwischenzeit  einige  sehr  wichtige  Relationen  auf- 
stellen. Die  Lösung  in  ihrer  Allgemeinheit  führt  auf  die  Lambert'sche  Gleichung, 
welche  jedoch  erst  im  zweiten  Bande  abgeleitet  wird;  hier  soll  nur  jene  von  Euler 
entwickelte  Lösung  vorgenommen  werden,  welche  für  die  Parabel  gilt.  Seien  t,  und  t„, 
die  zu  den  Radien  vectoren  r,  und  r,„  gehörenden  ,  vom  Perihel  aus  gezählten  Zeiten, 
so  kann  man  mit  Benützung  der  Gleichung  2)  (pag.  58)  leicht  die  beiden  Relationen 
ableiten : 

ktJT^=  2  ?2  (tg  I  V„,  +  i  tg3  I  V„,], 

Durch  Subtraction  dieser  Gleichungen  wird  erhalten : 

k  [t,„-  t,)  V2q  =  2  q^  {tg  1  v,„  _  tg  I !?,  +  t  (tg^  1  v„,  -  tg3  i  t?,)}. 

In  dieser  Gleichung  ist  nun  q  zu  eliminiren,  v,  und  v,„  sind  als  Functionen  von.  r, 
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r„,  und  s  der  Sehne  zwischen  dem  ersten  und  dritten  Kometenorte  auszudrücken. 
Vorerst  kann  man  obige  Gleichung  folgendermassen  transformiren : 

k  (t,„  -  t,)  VJ~q  =  2  y2  {tg  1 1?,,  —  tg i  v)  (i+\  tgit?2,  +  \t^\v„.  tg{v,  + 1  tgit?^} 
=  2  q^  {tg  i  t>n,  —  tg  1 1?,}  {i  +  i  (tgK^  —  tgit?,)  2  +  tgltJ^,  tgit?,}. 

Bedenkt  man,  dass: 

r  =  q  sec^t?^, 

ist,  und  setzt  abkürzend  ein  : 

1  [v„,  —  v;\  =/, 

80  wird  geschrieben  werden  können : 

T  _i_  f «  i  «     fo.  l  «  _  ^^  i  ^"'  oo«  i  ^  +  «in  \  V,  Bin  j  ü,,,  _  cos/ l/ivr" 
I  +  tg  i  t?,,  tgi  ü,  _ ———^^ _  _ , 

ferner : 

tff  4  f?     —  te  i  r  =  «i"  t  <^w  coB  ^  p,  —  cos  ^  r,,,  sin  j  t?^  _  sin/  ViTr^^ 
8  t'"  ö  ¥    '  oos  4 17,  cos  1  ü,„  y  ' 

wodurch  man  erhält : 

*  (C  -  /,)  1/2  "y  =  2  r,  r,„  einfcosf+  |  '^  »•>»)  ^  «"/', 
oder  auch : 

l.  If          f\  —  Bip/oo8/nr,„  V»    ,    8in/3  (r,  r,„) '»  >/»  , 

A(t.„-t,) -^  +  -^^  I) 

Wie  man  sieht,  sind  die  wahren  Anomalien  nun  fortgeschaiFt  und  an  ihrer  Stelle  findet 
sich  die  DiiFerenz  der  Anomalien ,  eine  Grösse,  die  leicht  durch  s  ausgedrückt  werden 
kann.  Zuerst  wird  es  aber  nothwendig  sein ,  zu  zeigen ,  dass  die  Fortschaffung  der 
Unbekannten  q  möglich  ist.    Es  wird : 

sin  J^  =  sin  I  v,„'^  cos  |  v,^  —  2  sin  ^  ü,  cos  ^  r,  sin  |  v,„  cos  |  ©^  +  sin  ^  v,^  cos  \  v^^ 

=  —  +  ~  —  2  cos  \  V,  cos  i  v,„  (cos  4  V,  cos  1^  v,f,  +  sin  1 1?,  sin  I  o^) 

=  7  +  f  —  2cos/--4^; 

daraus  leitet  sich  ab : 

_    y 


sm 


in/2  =  ^__  (^^  ^  y.^^^  _  2cos/Vr,  r,„).  2) 

Dieser  Werth,  in  i)  für  sin/  substituirt,  macht  sofort  q  verschwinden,  doch  wird  es 
zweckmässiger  sein,  diese  Substitution  nicht  sogleich  auszuführen.  Man  kann /durch 
die  Sehne  s  und  die  Eadien  vectoren  r,  und  r„,  ersetzen.    Man  hat : 

«2  =  r?-  4-  rj  —  2 r,r,„coB  2  / 
demnach  ist :  

cos/=±|/lr-t5^  =  ^,        3) 

r  Ar,  r„,  » yr,  r„, 

wobei  der  Kürze  halber  gesetzt  wurde : 

(r,H-r,„.+  «)V2  =  m  1 


(r,  +  r,„  —  t)h=.n.  | 
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Die  Bedeutung  des  Doppelzeichens  in  3)  wird  durch  die  Erwägung  klar,    dass  das 
positive  Zeichen  gilt,  wenn  die  heliocentrische  Bewegung  des  Kometen  kleiner  ist  als 
180°,  (/<  90®),  das  negative  hingegen,  wenn/ >  90°. 
Die  Gleichung  2)  ergibt: 


'^— = f ' +r>^-'  ^f  y^'«)'\ 


wobei  das  Zeichen  des  Wurzelausdruckes  stets  positiv  gewählt  werden  muss ,  da  sin  f 
nur  dieses  Vorzeichen  besitzen  kann  Führt  man  nun  den  für  cos  y  in  3)  gefundenen 
Werth  ein  und  bedenkt,  dass  nach  4)  gesetzt  werd^  kann : 

r,  +  r^  =  4(m2  +  n^), 
so  wird : 

oder  auch : 

«in/ Vir,  r^ 

V9 
Geht  man  wieder  auf  die  Gleichung  i)  zurück ,  so  wird  mit  Rücksicht  auf  die 
bisherigen  Entwicklungen : 


*  (A,/—  t,)  =  cos /(mzpn)  Vr,  r,„  +  {  {m  ^:  n)^  =  ±  \  mn(m  ip  n)  +  ^  (m  q:  n)», 

woraus  folgt : 

(>k(t„  -^  0  =m^=fn^=  (r,  +  r,„  +  «)'^'  =P  (n  +  r„,  -  sf'^       5) 

Eis  gilt  das  obere  Zeichen,  wenn  die  heliocentrische  Bewegung  kleiner,  das  untere, 
wenn  dieselbe  grösser  als  1 80^  ist.  Bei  ersten  Bahnbestimmungen  hat  demnach  das 
obere  Zeichen  allein  praktische  Bedeutung. 

Die  Gleichung  5)  ist  unter  dem  Namen  des  Lambert' sehen  Theorems  be- 
kannt, ist  aber  zuerst  von  Euler  aufgestellt  worden ;  Lambert  hat  diese  Form  auf 
Ellipsen  und  Hyperbeln  erweitert ,  indem  er  den  eben  aufgestellten  Ausdrücken  noch 
weitere  Glieder  hinzufügte,  die  mit  den  negativen  Potenzen  von  a  (der  halben  grossen 
Achse)  multiplicirt  erscheinen ,  also  für  die  Parabel  verschwinden ;  die  Ableitung  die- 
ser allgemeinen  Gleichung  wird  erst  im  zweiten  Bande  dieses  Werkes  vorgenommen. 

Die  Euler'sche  Gleichimg  in  der  eben  aufgestellten  Form  ist  besonders  in  der 
Anwendung  auf  erste  Bahnbestimmungen ,  in  welchen  s  nothwendig  klein  ist ,  wenig 
bequem ,  da  der  rechte  Theil  der  Gleichung  5)  aus  der  Differenz  zweier  nahe  gleich 
grosser  Werthe  bestimmt  werden  muss.  Encke  (Berl.  astr.  Jahrb.  1833)  hat  eine  sehr 
zweckmässige  Umstellung  derselben  vorgeschlagen.    Setzt  man  nämlich : 

— =  sin  y,  6) 

SO  kann  die  Eu  1er' sehe  Gleichung,  wenn  mit  t  die  Zwischenzeit  [it„  —  t)^  bezeichnet 
wird,  geschrieben  werden : 

jr  =  (i  +  Sin  y)  '^  ip  (1  —  sin  y)  ^^ 

{ff  +  r,„)  '^ 


Digitized  by 


Google 


78     ^ 

sin  y  wird  der  Natur  des  Problem»  nach  stets  positiv  sein  und  man  wird  daher  y  <C  90** 
annehmen  können.    Es  ist  aber : 

(cos  ^  y  ±  sin  \  y)^  =  1  di  sin  y. 
Da  die  Bedingung  y  <  90°  besteht,  so  ist  im  Ausdrucke : 


cos  i  y  ±  sin  \y  =^  ±}/\  ±:  sin  y, 
nur  das  obere  positive  Zeichen  der  Wurzel  zu  berücksichtigen,  und  man  hat : 

(cos  i  y  +  sin  I  y)    q:  (cos  4  y  —  sin  ^  y)  .     7) 


[r,  -H  r,J^/^ 


Aus  dieser  Gleichung  kann ,  sobald  r,  +  r,,,  gegeben  ist ,  y  ermittelt  werden, 
und  man  hat  dann : 

«  =  (y*/  +  n,/)  sin  y,  8) 

so  dass  die  Sehne  für  eine  bestimmte  Annahme  über  r,  +  r,„  und  die  Zwischenzeit  i 
nach  der  Eu  1er' sehen  Gleichung  bestimmt  ist.  Bei  Aufsuchung  des  Winkels  y 
kann  man  noch  die  Rechnung  wesentlich  erleichternde  Transformationen  einfuhren. 
Nimmt  man  zuerst  in  dem  Ausdrucke  7)  das  obere  Zeichen  vor,  so  erhält  man : 

—  -^^u  =  ^^^  i  y  —  48in  i  y3, 
oder  : 


^kt  sin  J  y 


sin  4  y  Inin  i  y\3  ^ 


Es  kann  sin  |  y  :  V  2  und  ebensa  später  cos  \  y  :  VJ  einem  Sinus  gleich  gesetzt  werden, 

weil  nothwendig  beide  Grössen  kleiner  als  die  Einheit  sein  müssen.    Setzt  man  also  in 

dem  vorliegenden  Falle  :  .    . 

®  sin  4  y 

,1/^  =  Sin  a, 

und  beachtet,  dass  die  Relation : 

sin  3  a  =  3  sin  a  —  4  sin  a^, 

besteht,    so  wird  man  mit  Rücksicht  auf  die  Form  der  Gleichung  g)  die  Annahme 
machen  dürfen,  dass  die  Grösse  :  , , 


stets  kleiner  als  die  Einheit  sei,  was : 

skt 


'l''(r,+rjl^ 


=  sin  Ö  10) 


zu  schreiben  gestattet,  und  es  folgt  unmittelbar : 

sin  ^  y  =  sin  1^  0  V2.  1 1) 

Diese  Gleichungen  lassen ,  da  0  kleiner  als  90"  angenommen  werden  muss,  nur  eine 
Auflösung  ZU;  denn  es  ist: 

sin  J  y  ^   —  ,  also  :  sin  ^  0  ^  |. 
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Es  soll  nun  in  der  Gleichung  7)  der  zweite  Fall ,  in  welchem  das  Zeichen  des 
zweiten  Theiles  positiv  ist,  betrachtet  werden.    Man  erhält : 


6kt 008  ^  y 


/coa  i  y\» 


und  wird  setzen  können : 

cos  ^  y  =  sin  ^  ö  V2. 


Der  Werth  von  cos  ^  y  ist  innerhalb  der  Grenzen  1  und  i  :  V2  eingeschlossen ,  also : 
daraus  folgt: 


cos  I  y  ^  ^ ' 


sin^ö^i     iö^30^ 
Aus  dem  Grenzwerthe  cos  4^  y  =  i  ergibt  sich  aber : 

siniösl^,     iö^45^ 
d.  h.  0  ist  innerhalb  der  Grenzen  90°  und  135°  eingeschlossen. 

Vergleicht  man  die  eben  gewonnenen  Besultate  mit  denjenigen ,   welche  der 
erste  Fall  (negatives  Zeichen)  darbot,  so  sieht  man  auf  den  ersten  Blick ,  dass ,  sobald : 

wird,  nur  eine  Lösung  möglich  ist,  die  dem  ersten  Falle  entspricht ;  ist  aber : 

sin  ö  >  ^, 

so  geben  beide  Fälle  eine  entsprechende ,  doch  verschiedene  Lösung,  je  nachdem  man 
für  d  den  Werth  im  ersten  oder  zweiten  Quadranten  annimmt. 

Ich  nehme  nun  wieder  den  ersten  für  das  vorliegende  Problem  wichtigeren  Fall 
vor.    Die  Gleichung  8]  lässt  sich  zunächst  umsetzen  in : 


s=  (r,  +  r„,)  2sin|yVi— sin^y^^ 
oder  auch  nach  11): 

8=  {r,  +  r,„)  1^^  sinlöVcosf^. 

Nimmt  man  nun  für  die  Summe  der  Badien  vectoren  aus  10)  den  entsprechenden 
Werth,  so  findet  sich  zunächst : 

und  man  erhält  schliesslich,  wenn  man  den  von  B  abhängigen  Factor  mit  \il  bezeichnet: 

zH  3gin4ö  ,/ «2»  **<  \ 

s  =    , •   ^  .    :     Vcos  %B  ^=    ,  u.  1 2) 

Bei  ersten  Bahnbestimmungen  wird  B  eine  kleine  Grösse  sein,  also  ^  nahezu  der 
Einheit  gleich  werden  und  log  /i  sich  bequem  in  eine  Tafel  bringen  lassen;  dieser 
Logarithmus  ändert  sich  in  dem  vorliegenden  Falle  mit  Rücksicht  auf  den  Winkel  B  nur 
sehr  langsam.     Ginzel  hat  nun  eine  Tafel  auf  zehn  Stellen  berechnet,  welche  auf 
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sieben  Decimalen  abgekürzt,  als  Tafel  VII  im  Anhange  aufgenommen  ist  und  mit  dem 

Argumente ;  ^ 

1?=  — ^ — är,  log2Ä  =  8.5366114, 

(n  +  rj/« 

sofort  den  Werth  von  log  fi  angibt.  Dieselbe  erstreckt  sich  für  das  Argument  1^ 
von  o  bis  o*8  und  es  wird  bei  ersten  Bahnbestimmungen  selten  der  Fall  eintreten,  dass 
die  Grenzen  derselben  überschritten  werden ;  geschieht  dies ,  so  wird  man  ohne  Nach- 
theil die  Euler'sche  Gleiohimg  in  ihrer  unveränderten  Form  anwenden  könn^a ,  oder 
für  den  gegebenen  Fall  fi  direkt  berechnen,    indem  sin  0  nach  der  Gleichung  10) 

(log  -3T-  =  8-562  1877)  bestimmt  wird.  Mit  dem  Werthe  von  6  findet  sich  dann  fi  durch : 

4  '2 


2 


3  siniO    w 5-5 

u  =  ^    .   \      Vcos  *  0. 


Sin  d 

Die  Berechnung  der  Sehne  nach  Encke's  Umformung  stellt  sich  also  wie 

folgt :    Ist  ein  Werth   für  [r,  +  r„,)  angenommen ,   so  berechnet  man  zunächst  das 

Argument  iq  nach :  %kt  ' 

ij  = 57,      log  2Ä  =  8.536  61 14, 

entlehnt  mit  diesem  aus  der  Tafel  VII  den  Werth  von  log  /i  und  bestimmt  dann  die 
Sehne  «nach:  ,. 

Der  Grenzwerth  von  ij  (sin  ö  =  i)  ist  offenbar  f  V2,  jener  von  /i  dagegen - 


Es  sollen  nun  die  vorstehenden  Formeln  durch  ein  Beispiel  erläutert  werden. 
Es  sei  gegeben: 

t  =  25. 81286,     logn  =  9-9940030)     logn„=  9.657  0750. 

Die  Rechnung  stellt  sich  wie  folgt : 

log<  1.411  8361  tlog(n  +  r,^)  0.2376828 

log  2kt  9.948  4475  ij  0.513  7652  (Arg.  für  /i  Taf.  VII) 

Add.  0*164  4522  log  jtt  0.005  2003 

log  [^'  +  ^/J  o.  1 58  4552  log  2kt :  Vr,  +  r,„  9.869  2 199 

^log  (r,  +  r,„)  0.0792276  log*  9.8744202. 

Nimmt  man  an,   der  Werth  von  fi  hätte  in  diesem  Beispiele  die  Grenzen  der  vor- 
gelegten Tafel  überschritten,  so  berechnet  sich  derselbe  wie  folgt : 

^^«%L  9-9740238  log  3  0.477   1213 

sin  ö  9.7363410  sin  I  0  9-2808575 

6  33°i'ii"67  cosec  ö  0.2636590 

|ö  HO  23.89  ilogf*  9983  5626 

y^d  22  o  4778  logi"  0-005  2004. 
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b.  Bestimmmung  des  Verhältnisseg  zwischen  dem  Sector  und 

dem  Dreieck. 

Bezeichnet  man  in  einer  vorgelegten  Bahn  den  Winkel,  welchen  die  beiden 
Radien  vectoren  r  und  r'  am  Sonnencentrum  einschliessen,  mit  2/,  so  wird : 

gleich  dem  Unterschiede  der  wahren  Anomalien  «'  und  v  sein;  führt  man  für  die 
doppelte  Dreiecksfläche,  welche  diese  zwei  Radien  vectoren  mit  der  Sehne  8  einschlies- 
sen, das  Symbol :  ,      ,, 

ein,  so  ist  offenbar : 

[rr']  =  rr'8in2/=  zrr'  sia/cosf.  i) 

Nennt  man  femer  die  doppelte  Fläche,  welche  die  Bahncurve  mit  den  Radien  vectoren 
einschliesst ,  also  die  doppelte  Sectorfläche,  2  4$,  so  ist,  wenn  die  Zwischenzeit, 
multiplicirt  in  die  für  die  Masse  des  betreffenden  Himmelskörpers  corrigirte  Con- 
stante  des  Sonnensystems,  durch  z  bezeichnet  wird,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichun- 
gen 8)  (pag.  45)  und  14)  (pag.  46)  : 

2S  =  zVp;  2)  . 

es  ist  also :  

r  =  {f  —  t)kVi  +m.  3) 

Bezeichnet  man  mit  dem  Buchstaben  ij  das  Verhältnis  des  Sectors  zum  Dreieck ,  so 

ist  dasselbe  offenbar  dargestellt  durch : 

Sector     T  Vp  .\ 

^  Dreieck  arr'sin/cos/  ' 

welcher  Ausdruck  mit  Vortheil  zur  Berechnung  dieses  Verhältnisses  benützt  werden 
kann,  falls  r  und  /  nicht  gar  zu  kleine  Grössen  sind. 

Es  werden  für  diesen  Ausdruck  indessen  auch  andere  Relationen,  deren  man 
bei  der  Bahnbestimmimg  bedarf,  aufgestellt  werden  müssen.  Es  ist  nämlich  klar, 
dass  man  rj  nur  berechnen  kann,  wenn  das  Element />  gegeben  ist;  bei  Bahnbestim- 
mungen wird  es  aber  nöthig  werden,  dieses  letztere  durch  andere  Grössen  zu  ersetzen, 
welche  man  sich  ohne  Kenntnis  der  Elemente  mittels  geeigneter  Hilfsmittel  verschaf- 
fen kann.  Zu  diesem  Ende  sollen  die  Gleichungen  25)  und  26]  [pag  57)  vorgenommen 
werden.  Bezeichnet  man  ähnlich  wie  früher  mit  E  die  zum  ersten  Orte,  mit  E'  die 
zum  letzten  gehörende  excentrische  Anomalie,  so  bestehen  die  Gleichungen : 


VF coB\i)   =  ya(i  —  e)  cob{E   =  A 
Vr"  sin  i  t?  =  Va  (i  +  e)  sin  ^  ^  =  B 
V7  cos  i  t?'  =  ya(i  —  e)  cos  \  E'  =  C 
V7  Bva\v'  =  Va(i  +  e)  sin  {  E'  =  D, 
Werden  nun  die  Summen  und  Differenzen  der  halben  Winkel  eingeführt : 

f^  {(v'-v)  ff  =  i(E'-E), 

Oppolzer,   Bahnbestimmniigeii.  I.   2.  Anllage.  11 

Digitized  by 


Google 


82     . 

80  wird,  wenn  man  die  erste  der  obigen  Gleichungen  mit  der  dritten,  die  zweite  mit 
der  vierten  multiplicirt  und  die  Resultate  addirt^  erhalten : 

AC  +  BD    =    Vrr'  cos  f  =^  acos  ff  —  o^cosCr;         5) 
dagegen  durch  Subtraction : 

AC  —  BD    =     Vrr'  cosF  =  acos  G —  o^cos  ff.  6) 

Diese  Ausdrücke  kann  man  etwas  umgestalten,   um  später  die  Summen  der 

Winkel  bequemer  eliminiren  zu  können.    Es  findet  sich  zunächst,  indem  man  e  cos  O 

und  e  cos  F  nur  durch  die  DiflTerenzen  der  Winkel  ausdrückt : 

VrP 
öcos  G  =  cos^ cos^,  7) 


und  durch  Substitution  dieses  Werthes  in  die  zweite  Gleichung  6) : 
da  aber : 


CC08  F  =  , COSflr  —  COS/; 


p  =  a  {i  —  «2) , 
ist,  so  kann  etwas  kürzer  geschrieben  werden  • 


F  r=  -^  cos^r  —  cos/  8) 


PCOS  *     —     , 

Vi 


Es  lässt  sich  F  durch  p  auch  auf  eine  andere  Weise  darstellen ,  denn  die  Polar- 
gleichung für  die  Kegelschnitte  gibt : 

^  =  I  +  «  cos  V 

r  ' 

A  =  I  +  ^  COS  f>'; 

addirt  man  beide  Gleichungen  und  führt  statt  der  Summe  der  Cosinus  die  entsprechen- 
den Werthe  ein,  so  wird : 

r  -4-  r' 
p       ^^-f—  =    2  +  2  «cos  JF cos/, 

oder: 

^cos  F  =  ü  .      / . 

a       rr' cos/         cos/ 

Bestimmt  man  aus  dieser  Gleichung  und  aus  der  Gleichung  8)  den  Werth  von  p, 
nachdem  e  cos  F  eliminirt  worden  ist,  so  findet  sich : 

irr'  ßin/2  . 

r  +  r'— 2co8^co8/VfT'  ' 

Hier  treten  ausser  den  Radien  vectoren  nur  die  Difierenzwerthe  der  wahren  und 
der  excentrischen  Anomalien  auf.  Setzt  man  den  Werth  von  p  in  die  Gleichung  4) 
(pag.  81),  nachdem  dieselbe  quadrirt  wurde,  so  findet  sich : 

'  a  rr' coe /2  (r  H-r'  — acos  i/cog/Vfr^  ' 

Die  eben  gefundene  Relation,  welche  die  beiden  Unbekannten  rj  und  ff  ent- 
hält, ist  für  die  Rechnung  keineswegs  bequem,  und  da  unter  Umständen  eine  Lösung 
durch  Versuche  nöthig  wird,  so  wird  es  ganz  zweckentsprechend  sein,  den  obigen 
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Ausdruck  in  eine  für  die  Anwendung  geschmeidigere  Form  überzuföhren.   Setzt  man 

zunächst :  2 

m  = 


(a  cos/ 1^)8' 

SO  wird :  

2 4  m  co%fVrr W 

'    ""    r -h  r' -acos^  008/ F'rr'    ""         ^  +  ^L,  _   i  cos  g 

Nimmt  man  nun  mit  Gauss : 

~  ACOB/yrr'         ^' 
an,  so  ist : 

m 


n^=TT^ 


II 


sin  4  ^2 
Die  Berechnung  von  /  lässt  sich  noch  etwas  vereinfachen  ;  denn  für : 

tg  (45^  +  Cd)    =    1^^  , 
wird:  ^ 

'-^'  =  yr  +  'Vv=^  (45°  +  w)'  +  cotg  (45°  + 1-)^ 

=    2  +  {tg  (45°+  W)   -  cotg  (45°+  W)}'=    2+4tg2W», 


und: 


l  =  ^^^f^^^.  .3) 


Ich  kehre  nun  wieder  zu  der  Gleichung  11)  mit  der  Bemerkung  zurück,  dass 
dieselbe  zwei  Unbekannte  r]  und  g  enthält ;  um  eine  Bestimmung  dieser  beiden  Grös- 
sen zu  erhalten,  wird  die  Aufstellung  einer  weiteren  Gleichung  nöthig,  was  auf  die 
folgende  Weise  geschehen  kann.  Zählt  man  die  Zeiten  vom  Perihel  ab,  so  wird  für 
die  mittlere  Anomalie  sein  : 

M  =  Kt   =   E  —eAuE 

M'=^.e  =    E'—esmE\ 

oder  durch   Subtraction  der  ersten   Gleichung  von  der  zweiten  und  Einführung  der 
Winkelgrössen  g  und  G  (vergl.  pag.  81) : 

Ij  =  2g  —  2  6  sin  g  cos  G,  14) 

Für  e  cos  G  ist  bereits  in  7)  ein  Ausdruck  gefunden  worden,  der  aber  noch 
die  Grösse  a  enthält,  welche  auch  in  14)  erscheint;  dieselbe  muss  jedoch,  da  sie  un- 
bekannt ist,  eliminirt  werden.   Nach  Gleichung  27)  (pag.  57)  ist: 

—  =  I  —  e  cos  E 
a 

—  =  I  —  e  COS  E'j 

woraus  durch  Addition  und  Transformation  gefunden  wird : 

r  4-  r' 

— ^- —   =2  —  2tfC0S^  COS  G,  15) 

welche  Gleichung  mit  Rücksicht  auf  7)  geschrieben  werden  kann  : 

■    =  ^M^ _.  ,6) 

r -{•  r'  —  acoB  ^  cos/ rrr' 

11  • 
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Setzt  man  nun  für  den  Nenner  dieses  Ausdruckes  den  Werth  nach  lo)  ein,  so  findet 

®'''^-  ±  ^   />iysin^cog/\2^^\  ^^j 

Die  Gleichung  14)  ergibt,  wenn  man  in  dieselbe  e  cos  G  nach  7)  substituirt : 

X  Vrr' 

-|   =  2^  —  sin  2^  +  2 sin  ff  cos/. 

Ersetzt  man  a  in  dieser  Gleichung  durch  die  Werthe  aus  17),  so  wird,  wenn  man  wie 

oben :  ^2 

m  = 


(acM/VrT')'' 
annimmt,  erhalten  : 

if  178  zg  —  sin  ig 

m  m  sin  ^      ' 

Hiermit  erscheint  die  zweite  Gleichung  zwischen  ij  und  ff  in  transcendenter  Form. 
Die  Auflösung  der  vorgelegten  Aufgabe  ist  demnach  auf  die  beiden  Grundgleichungen 
zurückgeführt : 

18) 


"?"  —    l-hBinigi   \ 


^  ^  =  ^9  —  s^p  »^ .  j 


Die  Gleichung ; 


rr' sin  2/ 


zeigt,  dass,  sobald  2/ grösser  wird  als  180®,  rj  einen  negativen  Werth  erhält;  dieser  Fall 
wird  jedoch  bei  ersten  ßahnbestimmimgen,  bei  welchen  der  heliocentrische  Bogen  stets 
innerhalb  massiger  Grenzen  liegen  muss,  ausgeschlossen  bleiben,  und  die  später  folgen- 
den Betrachtungen  werden  nur  unter  der  Annahme,  dass  die  heliocentrische  Bewegung 
massig  (etwa  <[  60°)  ist ,  ihre  Anwendung  finden.  Ist  aber  die  heliocentrische  Bewe- 
gung klein ,  so  wird  die  hinreichend  genaue  Berechnung  des  Ausdruckes  *^T  '^^^ 
mit  Hilfe  der  gewöhnlichen  logarithmischen  Tafeln  nicht  möglich,  es  müssen  dem- 
nach für  eine  versuchsweise  Auflösimg  der  obigen  Gleichungen  18)  besondere  Hilfs- 
mittel geschaffen  werden,  aufweiche  in  den  folgenden  Seiten  eingegangen  wird. 

Rechnet  mau  aus  zwei^in  Bezug  auf  die  excentrische  Anomalie  sehr  entfernten 
heliocentrischen  Orten  die  Bahn ,  so  wird  man  stets  schon  Näherungswerthe  kennen 
und  die  versuchsweise  Auflösung  der  Gleichung  18)  niemals  auf  Schwierigkeiten 
stossen,  wenn  man  sich  vergegenwärtigt,  dass,  sobald  sin  2/  negativ  wird,  ij3  negativ 
anzimehmen  ist.  Die  Kenntnis  von  ij  wird  aber  in  diesem  Falle  nicht  von  Belang  sein 
und  nur  der  Werth  ff  für  die  weitere  Rechnung  nöthig ;  man  wird  deshalb  rj  zweck- 
mässig eliminiren.  Dividirt  man  die  erste  Gleichung  in  18)  in  die  zweite,  so  wird, 
wenn  man  zur  Abkürzung  setzt : 

sin^ 

l  +  sm\ff^  =  ß, 
erhalten : 

Tl  =  aß+i. 
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Quadrirt  man  diesen  Ausdruck  und  eliminirt  mit  Hilfe  der  ersten  Gleichung  in  1 8)  i;^, 
so  wird  gefunden :  /    ^i   .     \^  ^i  x 

Diese  Gleichung  enthält  nur  mehr  die  Unbekannte  ff,  doch  würde  die  Bestim- 
mung der  letzteren  aus  dieser  Gleichung  im  allgemeinen  sehr  schwierig  werden.  Bei 
dem  hier  vorausgesetzten  Falle  werden  in  der  Regel  genäherte  Werthe  von  ff  bekannt 
sein ;  man  wird  demnach  mit  dem  wahrscheinlichsten  Werthe  von  ff  und  zwei  beliebig 
abgeänderten  (ff  —  y)  und  (ff  +  y)  die  Rechnimg  für  a  und  ß  durchführen.  Wenn 
man  den  Werth  von  ff  nur  ziemlich  nahe  kennt,  so  ist  es,  um  sicher  den  wahren  Werth 
innerhalb  der  Grenzen  [ff  —  y)  imd  (ff  +  y)  einzuschliessen,  besser,  y  zu  gross  als  zu 
klein  anzimehmen.  Die  angenommenen  Werthe  von  y  werden  drei  verschiedene  Re- 
sultate für  m  geben ,  deren  Yergleichimg  mit  dem  wahren  Werthe  von  m  den  genauen 
Werth  von  y  und  zwar  mit  um  so  grösserer  Schärfe  finden  lassen  wird ;  wenn  man ,  da 
drei  Werthe  bekannt  sind,  die  Interpolation  mit  Rücksicht  auf  die  zweiten  Differenzen 
durchführt;  ist  auch  die  Berücksichtigung  dieser  nicht  mehr  ausreichend,  so  wird 
mit  dem  verbesserten  Werthe  die  Rechnung  zu  wiederholen  und  neuerdings  durch 
Interpolation  der  wahre  Werth  zu  suchen  sein;  ist  aber  y  sehr  nahe  richtig  be- 
kannt, so  wird  man  y  nicht  so  gross  zu  nehmen  brauchen ,  dass  die  Berücksichtigung 
der  zweiten  Differenzen  nothwendig  wird. 

Viel  wichtiger  und  schwieriger  wird  die  Behandlung  des  Problems,  wenn  y 
klein  ist.    Vor  allem  wird  es  nöthig,  den  Ausdruck : 

2y--gm.y  _ 
8iny8  ' 

so  ZU  transformiren ,  dass  die  Berechnung  desselben  leicht  durchgeführt  werden  kann, 
und  man  wird  sich  deshalb  die  Aufgabe  stellen  müssen,  a  in  eine  Reihe  nach  steigenden 
Potenzen  einer  kleinen  Grösse  aufzulösen.    Gauss  wählt  hierfür: 

sin^y^  =  w. 

Der  Grenzwerth  von  a  wird  für  ein  imendlich  kleines  y  gleich  ^ ;  denn  15st  man  im 
Zähler  sin  2  y  in  eine  Reihe  nach  steigenden  Potenzen  des  Bogens  2  ff  auf,  so  wird : 

_    2%  2  34'5 

woraus  unmittelbar  der  oben  angegebene  Grenzwerth  gefunden  wird.  Man  wird  daher 
der  Reihe,  welche  für  a  entwickelt  werden  soll,  zweckmässig  die  Form  geben : 

a  =  i{i  +a'  fc  +  ß'  fc^  +  y  w^  +  d'  w^-\ }, 

deren  Coefücienten  dadurch  bestimmt  werden  können,  dass  man  die  Reihe  für 
2  ff  —  sin  2  y  durch  die  Reihe  für  sin  y*  dividirt  und  nach  steigenden  Potenzen  von  to 
entwickelt;  jedoch  tritt  dann  das  Gesetz  der  Fortschreitung  der  Coefficienten  nicht 
klar  zu  Tage.  Um  dasselbe  zu  erhalten ,  kann  man  sich  des  folgenden  Verfahrens  be- 
dienen.   Differentiirt  man  die  gegebene  Gleichung : 

a  siny^  =  2ff  —  sin 2y, 
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so  findet  sich : 

woraus  abgeleitet  wird : 


3aco8  g  sin  g^  +  sin 5^*  3^  =  4  siii  9^^ 


da 4  —  3  tt  cos  g 

'  dg  sin  ^        * 

Anderseits  erhält  man  aus  der  Gleichung : 

tt?  =  sin  1^2^ 

durch  Differentiation : 

dtc         4    . 

Es  ist  aber : 

da  lda\    idg\  8  —  6aco8^  4  —  3«(i  —  i  io) 

dw         \dg}  \dw]  sin  ^2  itr  (i — w)        ' 

demnach  auch : 

2  {t(7  —  tt?2)  ^  =  4  —  (3  —  6  u?)  a. 

Substituirt  man  nun  für  a  in  diesem  Ausdrucke  die  obige  Reihe  und  ebenso  für  t-  das 
Differential  derselben  nach  w.  so  wird  gefunden : 

I  {a'  to  +  (2  /sr  —  «')  «,2  +  (3  /  _  2  /^)  fo3  +  (4  d'  —  3  /)  «»*  H }  = 

=  (8  —  4  «')  «7  +  (8  a'  —  4  /^)  tt>s  +  (8  /!r  —  4  /)  w»  +  (8  /  —  4  d')  «7*  H 

woraus  man  schliesst :  «     ,       „  / 

1«  =8      —4a 

\[2^-     a')=8a'-4/^ 

I  (3  /  _  2  ^)  =  8  /#'  -  4  / 

f  (4  <J'  -  3  y')  =  8  /  -  4  <»' 

oder  ausgeführt : 

SO  dass  das  Gesetz  des  Yorschreitens  klar  ist ;  es  wird  nämlich :. 

4     ,    4«6         ,    4-6'8      «    ,    4-6'8*io      .,    ,    4-6*8>io-i2      -     ,  x 

3     '    3-S  3'5-7  3-5-7-9  ^    3-S-7-9-ii  ' 

Diese  Reihe  wird  für  kleine  Werthe  von  g  rasch  convergiren,  da,  wenn  man  g  als  kleine 
Grösse  erster  Ordnung  annimmt,  to  zweiter  Ordnung  wird.    Setzt  man  nun : 

so  ist  ^  eine  Grösse  vierter  Ordnung,  die  überdies  mit  einem  kleinen  numerischen 
Factor  multiplicirt  erscheint,  denn  es  ist : 

«  =  [*- A  («' -9] "'  =  *  +  *  («'-!)+«  («'-!)»  + •••• 

Subtrahirt  man  diesen  Ausdruck  von  20) ,  so  erhält  man  fiir  das  Anfangsglied  der  Ent^ 
Wicklung  von  f  den  Werth :  «      « 

Führt  man  in  die  Gleichung  21)  für  t(7  den  Werth  ein,  welcher  aus  der  ersten  Glei- 
chung in  18)  folgt,  nämlich : 

sin|^2:^tt?  =  ^  — /,  22) 
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und  multiplicirt  in  21)  Zähler  und  Nenner  mit  V^,  so  wird :  . 

V 

i  +  l  +  S-'^' 

Multiplicirt  man  beiderseits  mit  m,  dividirt  rechter  Hand  vom  Gleichheitszeichen  Zäh- 
ler und  Nenner  durch  f  +  '  +  I  ^uid  setzt  abkürzend : 

80  wird: 

VA  ,         am  ^h 

am  =  — 5 — _.   oder:  —5-  =  V — r  > 

Nun  ist  aber  nach  der  zweiten  Gleichung  in  18)  (pag.  84)  : 


17  —  I   =  Cf  -f 


somit  wird : 


VA  N 


Bestimmt  man  hieraus  h,  so  findet  sich  sofort : 

Wäre  $  bekannt ,  so  würde  der  Werth  von  h  völlig  bestimmt  und  rj  durch  die  kubische 
Gleichung:  ,,_,,_  A,  _  ^  Ä  =  o, 

ZU  erhalten  sein.  Diese  hat  nothwendig  nur  eine  positive  Wurzel,  weil,  h  als  positiv 
vorausgesetzt ,  in  der  Gleichung  nur  ein  Zeichenwechsel  und  zwei  Zeichenfolgen  ent- 
halten sind.  Gauss  hat  nun  eine  Tafel  berechnet,  die  mit  dem  Argumente  h  sofort 
den  Werth  log  rj^  gibt.  Ich  habe  dieselbe  im  Anhange  als  Tafel  VIII  aufgenommen ; 
deren  Anwendung  bedarf  keiner  besonderen  Erklärung ,  nur  soll  die  Bemerkung  ein- 
geschaltet werden,  dass,  falls  h  >  O'Oßö  wird,  von  welchem  Werthe  an  die  Tafel  in 
grösseren  Intervallen  fortschreitet,  um  der  siebenten  Decimale  sieher  zu  sein,  eine 
Interpolation  mit  Rücksicht  auf  zweite  Differenzen  nothwendig  ist.  Um  einen  Nahe- 
rungswerth  von  h  zu  bekommen,  wird  es  genügen: 

ZU  setzen  und  demnach  rj^  zu  berechnen.    Es  ist  dann : 

wodurch  ein  genäherter  Werth  für  to  ermittelt  ist.  Gelingt  es  nun,  ^  als  Function  von 
to  darzustellen ,  so  wird  dieser  Näherungswerth  von  w  einen  nahe  richtigen  Werth  von 
$  ergeben,  mit  welchem  man  jetzt  die  Rechnung  wiederholt  und : 

findet.  Man  wird  dieses  Verfahren  so  lange  fortsetzen,  bis  keine  weitere  Abänderung 
der  Zahlen  eintritt;  doch  wird  eine  mehrfache  Wiederholung  dieser  Operation  selten 
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nöthig  werden ,  da  mindestens  für  Planetenbahnen ,  in  welchen  ^  bei  massiger  helio- 
centrischer  Bewegung  merkbar  ist ,  sich  ein  Hilfsmittel  angeben  lässt ,  wodurch  selbst 
bei  grösseren  Bogen  auch  die  einmalige  Wiederholimg  der  Rechnung  gespart  werden 
kann.    Ich  werde  aber  vorerst  die  Bestimmung  von  |  vornehmen.    Es  ist : 

^  =  i-A{«'-i), 

also : 

t  = \  -\'  w=  5 — ^^-^  =  -. 

^         9a         •     •  a  a 

Setzt  man  in  Z  für  a  die  Reihe  ein,  die  oben  gefunden  wurde,  so  wird  sich  ergeben : 

h-5  3  7J  13-5-7         3-7-9  i  13-5-7-9  3-7-9I"   I  . 

oder  auch : 

^  =  rr?  {4  "''  '^"^  -  5-8)  +  ^^  «»»  (6-9  -  5-IO)  +  *-^  to*{6.ii  -  5-12)  +  ••■}■ 

Bezeichnet  man  mit  i  die  Potent  von  w,  so  ist  der  zugehörige  Factor  innerhalb  der 

runden  Klammem: 

6  (2  »  +  3)  —  5  (2  1  +  4)  =  2  [i  —  i), 

demnach  hat  man  auch : 

105         l  9  9'ii  9«ii'i3  j  ^^^ 

A  kann  für  ein  gegebenes  w  nach  dieser  Reihe  ohne  Schwierigkeit  berechnet  werden. 
Es  ist  dann : 

in  welchem  Ausdrucke  nur  noch  a  zu  bestimmen  ist.    Es  ist  aber : 

aw--ia+^^  =  ^Aw\ 


also  : 

demnach  schliesslich : 


^  ___  i^Aw^{\  —  f  to) 
5  i^^Au^ 


Die  Berechnung  dieses  Ausdruckes  von  Fall  zu  Fall  würde  recht  imbequem 
sein,  deshalb  hat  Gauss  eine  Tafel  construirt,  die  mit  dem  Argumente  w  den  Werth  ^ 
angibt.  Ich  habe  dieselbe  als  Tafel  IX  im  Anhange  angenommen;  sie  gibt  den  Werth 
von  ^  in  Einheiten  der  siebenten  Decimale  und  dehnt  sich  auch  auf  negative  Werthe 
von  to  aus,  während  nach  dem  bisherigen : 

tt?  =  sin  i^2, 

w  stets  nur  eine  positive  Grosse  sein  kann.  Es  wird  nämlich  für  die  Hyperbel ,  weil 
sin|^^  imaginär  wird,  to  negativ;  für  die  Parabel  ist  K7  nothwendig  der  Null  gleidi. 
Dieser  Umstand  kann  die  allgemeine  Griltigkeit  der  vorangehenden  Entwicklungen 
nicht  in  Frage  stellen ,  da  das  Imaginäre  im  Endresultate  verschwunden  ist  und  man 
bekanntlich  mit  den  imaginären  Grössen  alle  Operationen  mit  derselben  Berechti- 
gung durchfuhren  kann,  wie  mit  den  reellen.     Die  bisher  bekannten  hyperbolischen 


Digitized  by 


Google 


89     

Bahnen  unterscheiden  sich  wenig  von  der  Parahel,  ^  wird  daher  stets  eine  sehr  kleine 
Grösse  werden.  Wie  man  sieht,  gestaltet  sich  die  Rechnung  für  tj  ganz  gleichmässig, 
wie  immer  geartet  der  Kegelschnitt  ist.    Die  Bahn  wird 

eine  Ellipse      sein,  wenn  to  =   ^  —  /  positiv, 
„    Parabel       „         ,,     w  =  ^^  —  l=o, 
,,    Hyperbel     ,,         ,,     w  =  -^  —  /negativ  wird. 

Ist  die  Bahn  nicht  sehr  excentrisch  (Planetenbahn),  so  wird  vor  Beginn  der  ersten 
Lösung  mit  grosser  Annäherung  gesetzt  werden  können  : 

to^sin{^/2, 

mit  welchem  Werthe  von  w  aus  Tafel  IX  ein  Näherungswerth  von  ^  genommen  wird. 

Die  Durchführung  der  Rechnung  wird  einen  neuen  genaueren  Werth  finden  lassen, 

der  aber  meist  so  wenig  von  dem  Eingangs  angenommenen  verschieden  sein  wird,  dass 

eine  Wiederholung  der  Rechnung  unterbleiben  kann.     Man  wird  bemerken,  dass  auch 

die  Voraussetzung  ^  =  o  die  Convergenz  der  Versuche  nicht  sehr  wesentlich  1)eein- 

trächtigt.      Die  Berechnung   von  w  und  rj  ist  demnach   in  den   folgenden  Formeln 

enthalten:  ^^     {kjf^t)}^ 

(z  cos /yrr'Y 

|X[:'  =  tg(45"+c.) 

/  =   "°i/^H- tg2a|g 
cos/ 


26) 


k  =  y  (§  mit  dem  Argum.  w  aus  Tafel  IX) 

f]*^,  (mit  dem  Argimi.  h  aus  Tafel  VIII) 

wobei  das  Zeichen  von  w  den  Aufschluss  über  die  Gattung  des  Kegelschnittes  gibt. 

Die  vorstehenden  Formehi  sollen  durch  ein  Beispiel  erläutert  werden.  Ich 
wähle  hierzu  ein  solches,  welches  die  in  der  Anwendung  vorkommenden  Grenzen  weit 
überschreitet,  und  benütze,  da  die  Bahn  einem  Planeten  angehört,  für  den  ersten  Ver- 
such die  Näherung  w  =  sin  ^J^- 

f  —  ^=259-88477,  log r  =  0*428  2788,  log  r' =  0-406  2006,  f!  —  t?  =  62*^  55' i7"2i 
/    3i«27'38"6o5  \f    i5?43'49"302 

log  [(  —  t\     2414  7809  log  (r'  :  r)     9.977  9218 

log  %    o-öso  3623  \  log  (r'  :  r)     9*994  4804 

log  2     0301  0300  w     —  o®  21'  5o''7i 

log  cos  y    9*9309481  2io    — o  43  41  42 

^TT'      04172397  logtg2C«i2      6-208270 

log  Nenn.  0-649  2178  log  sin^/^  8-866  2928 

3  log  Nenn.  1-947  6534  Add.  o*ooo  9534 

2  log  %  1-300  7246  log  Zähl.  8867  2462 

log  m  9-353  0712  log  /  8936  2981 

Oppolzer,    Bfthnbesiiinmangen.   I.    2.  Auflage.  12 


%. 


ji 


Digitized  by 


Google 


90 


^,  3225  (mit  Arg.  w?  =  sin  |/2) 

log(^  +  /+?i)  9-963  7939 
h  +  0-245  0628 
logi^i^  0.172  2222  (Taf.  VIII) 
m  :  iji2  +  0.151  6523 
/  +  0.086  3571 
t/7i+  0.065  2952 
?2  2532  (Täf.  IX) 


Mit  diesem  Werthe  von  ^  stellt  sich  die  weitere  Rechnung : 

log  [i  +  i+^2)  9-963  7612 
h  -\-  0.245  0812 

log  1^2^  Ol  72   2320 
^  •  ^2^  +  OI5I    6489 
W?2  +  0-065   2918 
h  +  2532. 

Der  Werth  von  ^3  ist  mit  dem  früher  erhaltenen  von  ^2  identisch,  so  dass  man  die 
Zahlen  der  letzten  Rechnung  als  Endwerthe  hetrachten  darf.  Es  ist  demnach  log  r)  = 
0086  II 60. 

Die  Anwendung  der  obigen  strengen  Formeln  wird  aber  keineswegs  stets  nöthig 
sein,  und  man  kann  sich  mit  Vortheil  des  Hansen* sehen  Verfahrens  bedienen,  wel- 
ches bis  auf  Grössen  sechster  Ordnung  von  sin  ^  ff  richtige  Werthe  liefert.  Hansen 
setzt  nämlich  ^  =  0;  ^ist,  wie  dies  oben  gezeigt  wurde,  vierter  Ordnung ,  m  selbst 
zweiter  Ordnung;  führt  man  daher  in  der  Formel  23)  (pag.  87)  ^  =  o  ein,  so  begeht 
man  in  der  Bestimmung  der  Grösse  A,  die  selbst  zweiter  Ordnung  ist,  nur  einen  Fehler 
sechster  Ordnung. 

um  das  Hansen' sehe  Verfahren  zu  erläutern,  nehme  ich  die  Gleichung  24) 
(pag.  87)  vor.  Setzt  man  in  derselben: 

*■         .7«  — A' 
80  wird : 

1?  =  1  +  V  A  27) 

h   ==    A(l?2  — Ä). 

In  dem  letzteren  Ausdrucke  darf  man,  da  il  zweiter  Ordnung  ist,  ohne  mehr  als  Glieder 
sechster  Ordnung  zu  übergehen,  für  ij*  den  Werth : 

,2=  i  +  VA, 
und  innerhalb  der  Klammer  X  statt  h  setzen  und  hat  demnach : 

'h  =  1(1+^  X].  28) 

Es  ist  also,  wenn  man  X  in  einen  Kettenbruch  auflöst : 

h 


X  = 


i  +  V* 
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welcher  Ausdruck  sehr  leicht  mit  Hilfe  der  Additionslogarithmen  berechnet  werden 
kann.  Die  Bestimmung  von  tj  —  i  durch  das  Hansen'sche  Verfahren  geschieht  also 
nach  folgenden  Formeln : 


~  cos/  i  +  / 

ij  —  I   =  -1^  .     V__*_^^  log  ff  =  9.958  6073 

^  +  VA__     log  y  =  0-087  1502. 


29) 


Man  wird  leicht  beurtheilen  können,  bis  zu  welchen  Grenzen  dieses  Näherungsver- 
fahren ausreichend  genaue  Resultate  liefern  wird.  Hierbei  genügt  es,  ganz  rohe  An- 
nahmen zu  machen  und  die  Bahn  kreisförmig  vorauszusetzen,  da  das  Hansen'sche 
Verfahren  auf  Planetenbahnen  angewendet  gedacht  wird.  Für  ^  findet  sich  oben,  wenn 
man  beim  ersten  Gliede  der  Entwicklung  stehen  bleibt : 

I  = -S^  sin  ii^4  =  TAI.  ("'-")*• 
Die  Änderung  von  h  durch  ^  wird,  da  /  zweiter  Ordnung  ist,  ausgedrückt  werden 

können  durch : 

—  dh  =  ^m^  =  5^^  m  (t?'  —v)*=  —dl;         30) 

femer  wäre  in  der  Relation  28),  wenn  man  die  Glieder  sechster  Ordnung  mitnimmt, 
zu  setzen  gewesen :  '  . 

demnach  die  hieraus  resultirende  Correction  von  l : 

Vereinigt  man  nun  hiermit  die  in  30)  angesetzte  Correction,  so  findet  sich : 

dX  =  —  ,TrJ^  m  (»'—  p)<  -  yf,  OT». 

Nun  ist  aber ,  wenn  man  in  dem  Ausdrucke  fiir  m  eine  Kreisbahn  und  cos  /  der 
Einheit  gleich  annimmt: 

daher  wird,  da  nach  27)  : 

rf,y  =  V  <^^. 

ist,  der  Fehler  der  Hansen 'sehen  Näherung: 

dri  =  —  T^fiinr  i^'—  ^)^'  31) 

Es  beträgt  demnach  der  Fehler  dieser  Methode  weniger  als : 

eine  Einheit  der  7ten  Decimale,  wenn  v' —  t?  <  18^4 
„         ,,         ,,    6ten  „  ,,     v'—v  <  27-0 

n         M         n    5ten  ,,  ,,     t?'—t?<  397. 

Diese  Näherungsmethode  wird  für  die  überwiegende  Anzahl  der  Fälle  ausreichen,  sich 
aber  für  das  obige  Beispiel,  in  welchem  t?'  —  v  nahezu  63®  ist ,  nicht  mehr  eignen ; 

12  ♦ 
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man  kann  indessen  die  Zahlen  dieses  Beispiels  immerhin  vornehmen,  um  die  An- 
wendung der  Zech'schen  Tafel  in  diesem  Falle  zu  zeigen  und  den  Fehler  nach  der 
obigen  Näherungsformel  3 1 )  zu  berechnen ;  es  ist  klar,  dass  eine  nur  ganz  beiläufige 
Übereinstimmung  erwartet  werden  darf,  da  die  Formel  selbst  für  Kreisbahnen  die  hier 
wirkenden  Coefficienten  achter  und  höherer  Ordnung  nicht  enthält: 


log  m 

9-353  0712 

9-382  81 

log  (f  +  l) 

9-963  6417 

Add. 

0-093  93 

logÄ 

9-389  4295 

9-382  65 

log  VA 

9.476  5797 

Add. 

0-093  895 

Add. 

0-1138 

9-382  685 

9-3628 

Add. 

0-093  9016 

Add. 

0-0901 

9382  6781 

9-3865 

Add. 

0-093  9003 

Add. 

0-0946 

9-382  6794 

9-3820 

Add. 

0-093  9005 

Add. 

009377 

9-382  6792  Grenze 

logij  —  I  =  9-341   2865. 

Hieraus  findet  sich  ij  =  1-2194252,  während  das  obige  strenge  Verfahren  ly  =  1-2193152 
ergab:  der  Fehler  beträgt  also  —  iioo  Einheiten  der  yten  Decimale,  die  Formel  31) 
gibt  dafür  —  1595. 

Wollte  man  den  Ausdruck  19)  (pag.  85)  unter  der  Annahme,  dass  ^  klein  sei, 
dazu  verwenden,  um  für  w  =  sin  |  g'^  einen  Werth  zu  finden,  der  bis  auf  Grössen 
vierter  Ordnung  exclusive  richtig  ist,  so  wird  man  denselben  in  folgender  Weise  er- 
halten können.    Der  Ausdruck  19)  gibt  durch  eine  einfache  Umstellimg: 

Setzt  man  (vgl.  21)  pag.  86)  genähert: 

^2  =  A  —  fJ  ^  +  A\j  ^«^^ 

ß  =  l  +  tv, 

entwickelt   nach   Potenzen   von   w  und   lässt   überall   die ^  Glieder   mit  v)^  fort,    so 

findet  sich:  ,         ,.       ^  «      ,„  „ 

(m  —  /)  —  f  ^  —  V  *^ 

welcher  Ausdruck  bei  sehr  excentrischen  Bahnen  und  grosser  heliocentrischer  Be- 
wegung mit  Vortheil  zur  Bestimmung  von  w  verwendet  werden  kann. 

Im  Specialfall  der  Parabel  lassen  sich  sehr  elegante  geschlossene  Formeln  für 
das  Verhältnis  des  Sectors  zum  Dreieck  aufstellen.  Es  wird  für  die  Parabel  ^  =  o, 
somit  §  =  o  und  man  hat  für  ri  (vgl.  10)  pag.  82) : 

32) 


cMfVzrr'Vr  +  r'—t  cos/ Vir' 

Google 
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Nach  3)  (pag.  76)  ist:  

-«/=± 7V^' ' 

wobei  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  die  heliocentrische  Bewegung  kleiner,  das  untere, 
wenn  dieselbe  grösser  als  i8o°  ist. 

Setzt  man :  '  .  « 

81^  Y  =  y^rp  >  33) 

wobei  an  den  Hilfswinkel  y  die  Bedingung  geknüpft  werden  soll,  dass  er  im  ersten 
Quadranten  genommen  werde,  wenn  für  cosy  das  positive  Zeichen  zu  nehmen  ist, 
dagegen  im  zweiten ,  wenn  das  negative  gilt,  so  wird  sich  die  obige  Gleichung  für 
cos/  schreiben  lassen : 

<^8/  =   I-^^^^y-  34) 

Das  Doppelzeichen  ist  nunmehr  durch  die  eben  getroffene  Bestimmung  verschwunden. 
Für  T  gibt  aber  die  Gleichung  5)  (pag.  77)  die  Relation  : 

^  =  t  (r  +  r'  4-  «)'/2  =pi{r+r'-  »)  V».  35) 

Substituirt  man  nun  diesen  Werth  von  r  in  die  Gleichung  32)  und  ersetzt  in  derselben 
cos  f  durch  die  Relation  34) ,  so  findet  sich : 

V2    (1  H-  sin  yfh  qi  (1  —  sin  yfh  ,. 

^  cos  y  V I  —  cos  y 

E»  ist  aber  bekanntlich  : 

(cos  i  y  +  sin  ^  y)2  =1^  1  -f  sin  y, 
(cos  I  y  —  sin  1^  y)2  =  i  —  sin  y. 

Zieht  man  aus  diesen  Ausdrücken  die  Wurzel,  so  ist  in  der  ersten  Gleichung,  da  y 

jedenfalls  kleiner  als  180®,  stets  nur  das  positive  Zeichen  zu  wählen,  in  der  zweiten 

aber  hat  man  das  positive  Zeichen  zu  nehmen,  wenn  y  im  ersten,  das  negative,  wenn  y 

im  zweiten  Quadranten  liegt.    Die  Einführung  dieser  Ausdrücke  in  36)  bewirkt  daher 

mit  Rücksicht  auf  die  obige  Bestimmung ,  dass : 

y  im  ersten  Quadranten  zu  nehmen  ist,  wenn  t?' —  t?  <  180°, 

y  ,,  zweiten         ,,  ,,  „        ,,     t?'— f?>i8o^ 

ist.     Man  hat  sonach  : 

_   (cosjy-hsinj  y)»  — (coBJy  — 8in^>^)3    _  __i ^  sin  \y^    _        i       r      ,   ^^^    . 

'  bconysm^y  cos  y        *     cos  y  3  cos  y  ^  '-'' 

also  schliesslich : 

i-+-2  8ecy  ^^ 

rj  =  -_^-^ C,  37) 

Dieser  Ausdruck  für  rj  hat  allgemeine  Geltung  für  die  Parabel,  sobald  man  den 
Winkel  y,  der  durch  die  Gleichung: 

8 

Sin  y  =  — ; — j , 

bestimmt  ist,  im  ersten  Quadranten  wählt,  wenn  die  heliocentrische  Bewegung  klei- 
ner, im  zweiten,  wenn  sie  grösser  als  180®  ist. 
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So  elegamt  der  eben  entwickelte  Ausdruck  auch  ist ,  so  hat  derselbe  doch  eine 
für  die  Rechnung  nicht  sehr  bequeme  Form,  da  in  der  Regel  zunächst  die  Differenz 
der  wahren  Anomalie  if  gegeben  ist  und  aus  dieser  in  Verbindung  mit  den  Werthen  r 
und  r'  die  Sehne  s  abgeleitet  werden  muss  nach  «2  =  ^2_|«  /j —  2  rr' cos  2/.  Man 
kann  aber  entweder  aus  diesem  Ausdruck  oder,  was  viel  leichter  ist,  auf  Grundlage 
des  Ausdruckes  18)  (pag.  84)  eine  andere  Form  herstellen,  die  sich  in  der  Anwendung 
bequemer  erweist.  *  Da  nämlich  in  der  Parabel  g  ==  o  wird ,  so  nimmt  in  dem  Aus- 
drucke :  ^   . 

jj  =  a/?4-  I, 

a  seinen  Grenzwerth  |  an,  /^  wird  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  von  /,  diesem 
gleich  (vergl.  pag.  84)  und  man  erhält  sofort  im  Falle  der  Parabel : 

ii  =  '^k--^'-  38) 

Will  man  die  Zwischenzeit  t  selbst  in  den  Ausdruck  einfuhren,  so  kann  man  auch 

von  der  Gleichung  10)   (pag.  82)  Gebrauch   machen;    dieselbe  gibt  für  die  Parabel 
(cosir  =  i)  :                     ^  _                           ^2 

^     ""    ^'cos/«  (r  4-  r'  —  icosf  Vt^')  '  ^^' 
wobei  T]  das  Zeichen  von  cos/ erhalten  wird. 

Die  vorstehenden  Formeln  sollen  durch  Beispiele  erläutert  und  alle  Grössen, 
deren  man  in  denselben  bedarf,  mitgetheilt  werden. 

log  r  =  0-097  6836,      log  r'  =  9.950  5083,      log  8  =  9.958  3915, 
/  =  156°  45'  23"22,      log  r  =  0-048  4948. 
Man  erhält  nach : 

33)  und  37)                                   38)  39) 

Add.    0-2336472              log  (r  +  r')  0-331  3308            2  cos  f  0^2642678 

log  (r  +  0  0-331  3308                      sec/    0^0367622     2  cos  fVrr'  0^2883638 

sin  y     9-6270607     Compl.  log  l^rr'    9.9759040              r -■{' r'  0-3313308 

sec  y    0^042  9669         log  (31^  —  i)    o„343  9970                Add.  0-280  0777 

2  sec  y    o„343  9969                  log  3  ly     0^082  0632               ( )  0-61 1  4085 

I  +2  sec  y    0^082  0630                     log  1]     9nöo4  94^9                  ^rr  0-349  2219 

Igi^     9^6049417                                                                  cos /2  9.9264756 

log  Nenn.  0-887  1060 

log  r'^  0096  9896 

log  1;^  9-209  8836 

log  t]  9^604  9418. 

c.   Bestimmung  des  Verhältnisses  der  Dreiecksflächen  für  kleine 
heliocentrische  Bewegungen. 

Die  Entwicklung  der  Coordinaten  nach  den  Potenzen  der  Zeit  und  die  Er- 
setzung des  Verhältnisses  der  Dreiecksflächen  durch  die  Zwischenzeiten  wird  im 
Allgemeinen  nur  dann  mit  Vortheil  angewendet  werden  können,  wenn  die  helio- 
centrische Bewegimg  des  Himmelskörpers  eine   massige  ist.    Die  Lösung  der  vor^ 


Digitized  by 


Google 


95 


gelegten  Aufgabe  hat  daher  nur  eine  sehr  beschränkte  Anwendbarkeit,  wird  aber  für 
das  Problem  der  ersten  Bahnbestimmungen  von  hoher  Wichtigkeit,  da  die  Lösung 
des  letzteren  nur  unter  der  eben  gemachten  Voraussetzung  gelingt. 

Zählt  man  die  Zeit  von  dem  Augenblicke,  für  den  die  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  x^,  y^  und  z^  gelten  und  setzt: 


T  =  A  Vr-f-m  ^ 
dj  =  k  VT+m  dty 

legt  weiter  den  Anfangspunkt   des   Coordinatensystems   in  den   Sonnenmittelpunkt, 
so  dass  die  Gleichung: 

+  Vo"  +  V, 


V 


besteht,  so  werden  die  Coordinaten  Functionen  der  constanten  Elemente  imd  der 
Variablen  t  oder  ktVi  -^  m  =  t  sein.  Die  letztere  Grösse  nimmt  der  getroffenen 
Bestimmung  gemäss  zur  Zeit ,  für  welche  die  Coordinaten  z^ ,  y^  und  z^^  gelten ,  den 
Werth  Null  an;  ertheilt  man  derselben  das  Increment  t,  so  gibt  der  Mac-Lau- 
r in' sehe  Liehrsatz  für  die  zur  Zeit  t  stattfindenden  Coordinaten  die  Reihen : 


dx^ 


^  =  ^o  +  ^^  + 

y  —  Vo+di; 


r  + 


d%^ 


t2         d3^ 

1-2   "^  ~dl^ 


+ 


4- 


1-2.3  di^    1-2.3.4 

1-2.3.4 

di3    1.2.3  ~^  dt*    1-2. 3-4 


d^o 
diß 


1.23  "*"   dl* 


+ 


+ 


+ 


Nun  ist  aber  nach  der  Gleichung  i)  (pag.  43) : 


r  3'      dx^ 


0%   ?0_ 

dx^  rj 


Aus  diesen  Ausdrücken  erlmlt  man  leicht  die  weiteren  Derivationen  der  Coordinaten  als 
Functionen  derselben  und  ihrer  Geschwindigkeiten.  Ich  werde  jene  hier  nur  für 
die  a:-Coordinate  ausschreiben,  da  sich  die  übrigen  leicht  durch  Einsetzimg  der  Buch- 
staben y  und  z  statt  x  ergeben.    Es  findet  sich : 


dx3 


3fo  ^o 

r  *    dt 


r^   dt 


dxo 


d^  —  ^o^^^e        rj>  \dj)    ^ro*   \dT'^]\  ^  r«*    ax      ax 

dfi  —^^\       r^^  \dx}  "T"  rj   [dx]  r^^   U^*/ WW  "^  ^o*    d^l^ 

"^   (^T    tro«         r«!^    \dxj    "^ro*    dr^/- 
Setzt  man  also : 

«=i-l,^3  +  i.7  (rf7)+24fo-;?U7)    +i^  MI  + 

,11/         4     /<iro\        20    /dr,V3  _  £2    /d^\/^\     .    2_  ^l  -;- 


40 


/^=^-i^  + 


t8 


*  r^*    \rfT/  ^  120  lr„«         rj*   \dr}    ^  rj^    \dx^j\  ^ 


2) 
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so  kann  man  den  Gleichungen  i)  die  folgende  Form  ertheilen : 

Ehe  auf  die  Verwerthung  dieser  Gleichungen  für  die  Bestimmung  der  Verhält- 
nisse der  Dreiecksflächen  eingegangen  wird,  soll  der  Zusammenhang  von  ß  mit  der  im 
vorigen  Paragraphen  eingeführten  Grösse  ij,  die  das  Verhältnis  des  Sectors  zum  Drei- 
ecke darstellt,  nachgewiesen  werden.  Es  ist  offenbar ,  wenn  man  die  ary-Ebene  mit 
der  Bahnebene  identificirt ,  die  doppelte  Dreiecksfläche  zwischen  dem  Anfangspunkte 
der  Coordinaten  und  den  beiden  Punkten ,  welche  durch  die  Coordinaten  x,  y  und  x^^ 
Hq  bestimmt  sind,  dargestellt  durch: 

^^  —  ^o\ 
es  ist  also : 

Setzt  man  im  Nenner  die  Ausdrücke  aus  3)  ein,  nämlich : 

SO  wird  (vergl.  Gleichung  6)  pag.  45  und  14)  pag.  46)  geschrieben  werden  können: 

daraus  resultirt  die  wichtige  Relation : 

Es  sollen  nun  für  a  und  ß  jene  geschlossenen  Ausdrücke  entwickelt  werden, 

welche  Kühnert  (Astr.  Nachr.  Nr.  2266)  für  dieselben  gegeben  hat.    Belässt  man  die 

Bahnebene  als  die  ay-Ebene  und  legt  die  positive  a:- Achse  in  das  Perihel,  so  ist : 

X  =  r  cos  V  ^=^  a  (cos  E  —  e) 

y  =  r  sin  ü  =  a  cos  qp  sin  E, 
Weiter  ist : 

dM  =  firf^, 

somit  nach  Gleichung  20)  (pag.  54),  der  die  Form  dE  =  -  rf3f  ertheilt  werden  kann : 

d^        r  Vä' 
also  auch : 

^  =  —  sm  £  ^  I 

^  =  cos  qp  cos  £  ^-       J 

Substituirt  man  die  Ausdrücke  5)  und  6),  mit  dem  entsprechenden  Index  versehen,  in 
die  Gleichungen  3) ,  so  findet  sich : 

cos  £  —  cos  ^o  =  (a  —  0  (cos  E^  — e)  —  ß  —  ^"^ 
sin  E  —  sin  E^=  [a—  i)  sin  E^  +  ß"^^  ^" 


roV« 
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Multiplicirt  man  die  erste  Gleidiung  mit  cos  E^j  die  zweite  mit  sin  E^  und  addixt  ^  so 
erhält  man : 

cos  (£  —  £J  —  1  =  (a  —  i)  (i  —  «  cos  ^o)  =  (ö  —  0  "i* 

Setzt  man,  wie  im  vorangehenden  Kapitel  (pag.  104): 

2g  =  E—E^, 
so  findet  sich  aus  der  eben  hingeschriebenen  Form  leicht : 

a  =  I sin^-^.  8) 

Der  Factor  asin^^,  der  für  alle  Kegelschnitte  nothwendig  positiv  ist,  spielt  beson- 
ders bei  der  l^estimmung  nahezu  parabolischer  Elemente  eine  wichtige  Rolle.  Ersetzt 
man  denselben  aus  der  Gleichung  17)  (pag.  84),  so  erhält  man  mit  Benützung  der 
Relation  4)  (pag.  96)  : 

^  —  ^         2rr^2  CO8/2  J72  —  *         a  rr^2  cos/« '      ^J 
so  dass  zwischen  a  und  ß  ein  einfacher  Zusammenhang  hergestellt  erscheint. 

Um  nun  ß  ähnlich  \vie  a  durch  a  und  gf  auszudrücken,  multiplicire  man  die  erste 
der  Gleichungen  7)  mit  sin  E^^  und  die  zweite  mit  cos  -B^  5  ^^^  Subtraction  ergibt : 

sin  (E—E^)  =  («  —  1)  esinE^  +  -^^ 

rya 
oder: 

ß  ==  {sin2^  —  [a  —  i)  esinE^}  r^  Va  . 

Die  Substitution  des  Werthes  {a  —  i)  aus  der  Gleichung  8)  ergibt,  wenn  man  r  durch 

die  excentrische  Anomalie  ausdrückt : 

3/  3/ 

/J  =  a     sin 2ff  —  lea'^  sin^cos^  [E  +  JBJ, 

wofür  auch  geschrieben  werden  kann : 

ß  =  a^^  {sin  2ff  —  e»m E  +  e  sin E,,}   =   a''  {sin  2g  +  {M  —  E)  —  {Mo  —  E^)}. 

Bedenkt  man  aber,  dass : 

M—Mo  =  tfi=Y^, 

ist,  so  findet  sich  fiir  ß : 

ß  =  T  —  a  '^[2g  —  sin  2g).  10) 

Dieser  für  die  Rechnung  sehr  bequeme  geschlossene  Ausdruck  hätte  auch  aus  den 
Entwicklungen  des  vorangehenden  Kapitels  erhalten  werden  können.  Schliesslich 
kann  man  durch  Vergleichung  des  Ausdruckes  10)  mit  4)  die  Bestimmung  des  Ver- 
hältnisses des  Sectors  zum  Dreieck  ableiten,  nämlich: 

3/2 
-  =  !--     {2g-sm2g)   =   i V-  m'  >      ") 

welche  Form  bisweilen  mit  Vortheil  zur  Ermittlung  von  7]  verwendet  werden  kann. 

Es  sollen  nun  die  Eingangs  dieses  Kapitels  gemachten  Entwicklungen  in  einer 
die  erste  Bahnbestimmung  vorbereitenden  Weise  weiter  durchgeführt  werden.    Nimmt 

Oppolzer,   Bahnbestimmiingpn.    I.    2.  Auflage.  13 
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man  die  o^-Ebene  mit  der  Bahnebene  zusammenfallend  an  und  legt  den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  in  den  Sonnenmittelpunkt ,  so  werden  sich  die  drei  Orte  durch  die 
Coordinaten  x,  y„  x„  y„  und  x,,,  y„t  bestimmen.  Es  sollen  die  drei  Orte  der  Reihe  nach 
als  erster ,  zweiter  und  dritter  Ort  und  die  zu  denselben  gehörenden  Badien  vectoren 
mit  T, ,  r„  und  t„,  bezeichnet  werden ;  femer  sei : 

die  doppelte  Dreiecksfläche  zwischen  dem  i.  und  2.  Orte  durch  [r,  r„] 


7? 

n 

2. 

?) 

3- 

>? 

n 

[r„  r„\ 

)7 

n 

I. 

n 

3- 

>? 

n 

[r,  r,„\ 

12 


ausgedrückt,  dann  ist  offenbar : 

[r,  r„'\  =x,  y„  —  x„  y, 

[r,  r„]  =  X,  y,„  —  x„,  y, 

Setzt  man  für  die  mit  der  Constante  des  Sonnensystems  multiplicirte 
Zwischenzeit  zwischen  dem  i.  und  2.  Orte:  x,. 


13) 


>7 


2. 


14) 


wobei  nothwendig : 


^/  4-  ^w  =  'tn 


ist,  so  kann  man  mit  Hilfe  der  Gleichungen  3)  (pag.  96)  die  Coordinaten  des  ersten 
und  dritten  als  Functionen  der  Coordinaten  des  zweiten  Ortes  darstellen ;  will  man  die 
Zwischenzeiten  als  absolute  Grössen  stets  positiv  nehmen,  so  wird  man  auch  die  Glei- 
chungen 3)  schreiben  dürfen : 


X,  =  Uf  x„  —  ß, 


dt 


Xfff  (Xfff  Xff  +  ßf^ 


dz' 


y.  =  ^.y.-ß.% 


Vm  =  CC„,  Vn  +  ßn,  -^j 


15) 


wobei  den  a  und/?  Coefficienten  nach  2)  (pag.  95)  mit  Rücksicht  darauf,  dass  £ür  den 
ersten  statt  r  der  Werth  —  r,,„  für  den  dritten  aber  +  r,  einzusetzen  ist ,  die  folgende 
Bedeutung  zukommt : 


16) 


Substituirt  man  nun  die  Coordinaten  nach  15)  in  die  Gleichungen  13),  so  findet  sich 
leicht : 

[r,  r,„]  =  {«,  ß,„  +  a,„  ß\  [x,.  ^  -  y„  J'}. 
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demnach  auch : 


Nim  ist  aber  (vergl.  Gleichung  6)  pag.  45,  14)  pag.  46) : 

xdy  —  ydx  =  r^v  =  k  Vp  dt  =  Vp  rfr, 

[r,r„]=ß.Vp_ 

[rnr,„]=ß,„Vp  \      17) 

[r,  r,.]  =  (a,  ß„,  +  a,,  /?,)  V^.  , 

ß,  und  ß,„  erscheinen  durch  die  Gleichungen  1 6)  bereits  in  einer  nach  Potenzen  der 
Zeit  entwickelten  Form,  die  hierfür  geltenden  Ausdrücke  sind  unten  in  der  ersten  und 
zweiten  Gleichung  18)  aufgenommen.  Multiplicirt  man  aber  die  in  16)  enthaltenen 
Werthe  mit  einander  entsprechend  dem  Ausdrucke  a,  ß„,  +  a,„  ß,j  ordnet  nach  Poten- 
zen der  Zeit  und  erinnert  sich  dabei ,  dass : 

SO  findet  man  ohne  Schwierigkeit  auch  die  dritte  Gleichung  in  18).  In  den  folgenden 
Gleichungen  habe  ich  die  Glieder  fünfter  Ordnung  fortgelassen  und  erhalten : 


[r,  r,„]  =  r„  ^^{x  "i^  +  ^  Ldi^  ^ 


+ 


18) 


Bei  ersten  Bahnbestimmungen  bedarf  man  verschiedener  Verhältnisse  zwischen 
den  Dreiecksflächen;  dividirt  man  demnach  die  eben  eriialtenen  Ausdrücke  in  den 
sechs  möglichen  Combinationen ,  so  erhält  man ,  wenn  man  sofort  wieder  die  Entwick- 
lung nach  steigenden  Potenzen  der  Zeit  ausfährt : 

r,  r„]  _  ^  f.  __  1   ^w^  —  h^  1  _  T,8  +  tJ       dr^ 

.'ff  ^fffi  */     l  ^tf  'ff  **• 


Tf  r„]  __  T, 
r,  ^fffi 


'n    \  'II 


r„*  dt 


+ 


*•»  r,„]  t^   t    ,   T,^  —  i,„«    ,    ,        T,»  -t-  T,,,»        dr„    , 

r,r„]~T,A  *        r,?  "^  *  r„«  dx  ^ 

^  =  f  {l+i^'^fä^  +  i 

,'/    ' wJ  •«     l  'II 


^1  It,,  ^m_—  *,*)  dr^ 
r«  dx 


+ 


r,  '-„,1  r«   f     1   t„»—  ^«^    ,     1   »,  (»« »,  —  »,»*)  dr„    , 

r,  r„]  —  t,„  V        *  .     r„8        "^  +  r„*  "ST  ■'- 

r,   >•„,]  _    T„    f      ,     T„«  —  I^»    ,    %,„  (t„  T„,  —  T,>)   Av,     , 


•9) 


Den  Gleichungen  1 9)  kann  aber  auch  eine  andere  Form  ertheill;  werden ,  welche 
dieselben  für  das  Problem  der  ersten  Bahnbestimmungen  besonders  geeignet  macht. 
Entwickelt  man  nämlich,  wie  es  oben  für  die  Coordinaten  x,  y  und  z  in  den 
Gleichungen  i]  (pag.  95)  geschehen,  den  Radius  vector  nach  Potenzen  von  r,  so  erhält 
man  ohne  Schwierigkeit : 


r,   —  r,,        %,„  ^^    -t-  j.^     ^^, 
Tfff  —  r^  -t-  r,    ^^    -^  ^^^    ^^,  -t- 


20) 


13* 
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Addirt  man  beide  Gleichungen,  so  findet  sich : 

2r„  —  r,  -t-  r„,  -f  ['^m       ^/j  ^^ —      -j^  -h 

Subtrahirt  man  dagegen,  so  resultirt : 


dr„ 


Da  in  den  Gleichungen  19)  r„  in  Bezug  auf  t  mit  Gliedern  zweiter  Ordnung,    .  "  aber 


mit  Gliedern  dritter  Ordnung  verbunden  ist,  so  darf  man,  ohne  mehr  als  die  bisher 
vernachlässigten  Glieder  dritter  Ordnujig  wegzulassen,  setzen : 


dt 


=  i(n  +  n,)+i<^v''-l(r,,-n) 


I      dr 


3      — 


'dz    — 


'6         r„,—  r, 


*    21) 


Führt  man  nun  diese  Relationen  in  ig)  ein,  so  findet  man  nach  einigen  ganz  leichten 
Reductionen  für  die  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen  folgende  Ausdrücke : 


[r,r„]      _    hnf._A    hn^—h^    —.ATT       iT'"  ~^)       1 
['V  '•rj    _    !m  r,  _i     *    ^^'^— :  V  4T,  T,,,g  {r,„-—r,) 


['•, 

»rd 

[r. 

r,„\ 

[r,. 

r,„\ 

[r, 

r„\ 

\r., 

»•„,] 

\r, 

r,„l 

\r, 

>•,»] 

\t, 

n,] 

\.r, 

»•,«) 

\r„ 

»•„,[ 

J'  /,  4_  4.  liLJUjA  _L-    4  T,,,  T,^  {r„,  —  r,) 
t;,^^'  "^  ^  (r,  +  r,,,)3  -^        T,       (r,  +  rj^  ' 

:  sein,  für  diese  Reihen  abkürzende  Svn 


[r,„  —  r,)    _, 
4  T,,,  T,^  (r,,,  —  r,) 

r„,  —  r,} 


^    22) 


Es  wird  zweckmässig  sein,  für  diese  Reihen  abkürzende  Symbole  einzuführen.  Be- 
zeichnet man  mit  V  die  mit  (r,  -}-  r,„)  3  multiplicirten  Summen  der  Glieder  der  obigen 
Reihen  vom  zweiten  Gliede  inclxisive  angefangen  und  versieht  den  Buchstaben  mit 
zwei  Indices,  so  kann  man  setzen : 


"vr  =  -\K 


^f 


2   \    ATT       ''^"'  ^'^    4- 


^^',„   =  —  I  (t,2  _  T„,i)  +  4  r,  T, 


{r,  -f-  r,„) 


t1\  Ji^  A  ^"'  ^^  ^^'"  ""   ^^^ 


^r  ^»ff     Vtn 


r»    (r,+  r,„) 


«F,"    =-4(r„2-T,2) 


.-  r,) 


+ 

+ 

+ 
+ 


23) 


T„    (r,  +  r,„ 

Die  Indices  von  f  sind   so  gewählt,    dass  der  obere  dem  Index  von  t  im  Zähler, 
der  untere  jenem  im  Nenner  des  gemeinsamen  Factors  in  22)  entspricht.     Ginge 
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man  in  der  Annäherung  nioht  weiter  als  auf  Glieder  dritter  Ordnung  inclusive,  so 
könnte  man  setzen :  utff  m  ' 

^f      =  —  ^w 

Vp  f»  m  ff 

Uf  f     Ufff 

'^n      T^/     7 

doch  soll  vorerst  auf  diese  Vereinfachung  nicht  Rücksicht  genommen  werden.  Sub- 
stituirt  man  die  Werthe  aus  23)  in  22)  imd  setzt : 

X  =  (r,  +  n^)~"^  24) 

60  erhalt  man : 

Mit  Hilfe  der  im  vorhergehenden  Kapitel  angegebenen  Methode  zur  Bestimmung  des 
Verhältnisses  des  Sectors  zur  Dreiecksfläche  lassen  sich  die  verschiedenen  Ausdrücke 
von  V  leicht  durch  die  betreffenden  Verhältnisse  streng  ersetzen.  Bezeichnet  man 
analog  den  Zwischenzeiten  : 

mit  rf  das  zum  2ten  und  3ten  Orte  gehörende  Verhältnis  (Sector :  Dreieck) 

,,    iy"das    ,,     iten    ,,    3ten     ,,  ,,  ,,  (Sector:  Dreieck) 

,,    i?'"das    ,,     Iten    ,,    2ten    ,,  ,,  ,,  (Sector:  Dreieck), 

so  wird  zunächst : 

[^^  >•//]   __  £w  ,  ^  [r„  r„,]  _^   l^  ^Vm  [r,  r„,]   _^  h^  ^Vm    \ 

[r,,  r„,]  T,      fj„, '  [ r,  r„]  t,„  '  v,  '  [r,  r„]  t„,  *  17,,  '  l    ^5) 

[r,  r„,)  T„  '  Vn, '  [r,  r„,]  r„  '  17,  '  [r„  r,„]  x,    '  rj~  '  ' 

somit,  indem  man  sofort  eine  für  die  genaue  Berechnung  geeignete  Form  einführt : 

^  US'"    fa—  0—  [V,„—  1)       ^xjs  f [Vm—  0  — (7f—  0       ^m  " {V,ff—^)  —  ^Vn^^)   \ 

^  -r,      —  ,   a:  ^„f  —      -  -  -       ,    x  -r„,  —  -  , 

Vw  Ui  Utr  /    27) 

Wendet  man  zur  Bestimmung  von  ij  das  Ilansen'sche  Näherungsverfahren  (vergl. 
pag.  90)  an,  so  erhält  man  ohnehin  zuerst  den  Werth  von  iq  —  1,  bei  Benützung  der 
strengen  Gauss 'sehen  Rechnungsvorschriften  aber  (vergl.  pag.  85  u.ff.)  wird  man  aus 
der  Formel  25)  (pag.  87)  zur  genauen  Bestimmung  des  Überschusses  von  ij  über  die 
Einheit  leicht  ableiten  :  , 

>?->  =72  {"?  +  *)•  28) 

d.  Bestimmung  der  Bahnelemente  aus  zwei  heliocentrischen 

Orten. 

Sind  die  heliocentrischen  Coordinaten  zweier  Punkte  gegeben  nebst  den  Zeit- 
momenten,  für  welche  dieselben  gelten,  so  wird  man,  wenige  Specialfälle  ausgenom- 
men, stets  die  sechs  Elemente  der  Bahn  bestimmen  können;  hierbei  ist  die  Masse 
des  Himmelskörpers  als  so  klein  vorausgesetzt,  dass  man  dieselbe  im  Verhältnis  zur 
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Sonnenmasse  vemadilässigen  darf;  letztere  Annahme  wird  in  der  Folge  bei  den  ersten 
Bahnbestimmungen  stets  festgehalten  werden. 

Die  heliocentrischen  Coordinaten  können  in  sehr  verschiedener  Weise  angesetzt 
sein ;  ich  werde  annehmen ,  dass  für  das  vorgelegte  Problem  die  heliocentrischen  Län- 
gen /,  und  l„,j  die  Breiten  b,  und  b,„  und  die  Radien  vectoren  r,  und  r,,,  gegeben  seien. 

Die  erste  Aufgabe  besteht  in  der  Aufsuchung  der  Bahnlage ;  dieselbe  wird  durch 
den  grössten  Kreis  bestimmt,  welcher  durch  die  beiden  heliocentrischen  Orte  des 
Himmelskörper  gelegt  gedacht  ist.  Bezeichnet  man  die  Länge  desjenigen  Schnitt- 
punktes dieses  grössten  Kreises  in  der  Ekliptik ,  in  welchem  derselbe,  in  der  Bewe- 
gungsrichtung des  Himmelskörpers  beschrieben  gedacht,  aus  der  südlichen  Hemisphäre 
der  Ekliptik  in  die  nördliche  übertritt ,  mit  dem  Zeichen  des  aufsteigenden  Knotens  Q 
und  nennt  den  Winkel ,  den  dieser  grösste  Kreis  am  aufsteigenden  Knoten  mit  der 
Ekliptik  (ersteren  in  der  Richtung  der  Bewegung  des  Himmelskörpers,  letztere  im 
Sinne  der  Bewegungsrichtung  der  Erde  gezogen  gedacht)  (vergl.  pag.  7)  bildet,  die 
Neigung  t,  so  ergeben  sich  leicht ,  wenn  man  sich  von  den  Orten  des  Himmelskörpers 
sphärische  Perpendikel  auf  die  Ekliptik  gefällt  denkt,  aus  der  Betrachtung  der  bezüg- 
lichen rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecke  die  Relationen : 

tg*.  =tgtsin  (l,  —  Q) 
tg  b„,  =  tg  i  sin  (l„  —  Q) . 
Schreibt  man  statt  C  —  Q  den  Werth  (l„,  —  /,)  -f-  (i  —  Ö) ,  so  erhält  man : 
tg  i  sin  (/,  —  Q)  =  tg  b, 

.g.-c«(/.- «)=■"- -^■^„^-;^-H       ■) 

aus  welchen  Gleichungen  Q  und  i  unzweideutig  bestimmt  werden  können ,  indem  das 
Zeichen  von  tg  t  [i  im  ersten  oder  zweiten  Quadranten  zu  »nehmen)  mit  dem  der 
heliocentrischen  Bewegung  in  Länge  übereinkommt;  nehmen  die  heliocentrischen 
Längen  zu ,  so  ist  tg  i  positiv  («  <  90®) ,  nehmen  sie  dagegen  ab ,  so  ist  tg  t  negativ 
(90«<t<  180^). 

Nach  der  Ermittlung  von  Q  und  i  kann  an  die  Berechnung  der  Argumente  der 
Breite  u,  imd  u„,  geschritten  werden ,  d.h.  jener  Bögen ,  welche  die  Abstände  des 
Himmelskörpers  vom  aufsteigenden  Knoten,  gezählt  in  der  Bewegungsrichtung  des- 
selben, messen.  Die  eben  betrachteten  rechtwinkligen  spärischen  Dreiecke  liefern  die 
Relationen : 

cos  [l,  —  Ö)  cos  b,  =  cos  u,  cos  (l„f  —  Q)  cos  b„,  =  cos  u„, 

sin  {l,  —  ö)  cos  b,  =  sin  u,  cos  i  sin  (l„,  —  Q)  cos  b,„  =  sin  u,„  cos  i  }     2) 

sin  b,  =  sin  u,  sin  «,  sin  J„,  =  sin  u,„  sin  t, 

aus  denen  u,  und  w,„ bestimmt  werden  können,  doch  wird  diese  Bestimmung,  um  dieselbe 
möglichst  genau  zu  gestalten,  je  nachdem  sin  i  klein  oder  nahezu  der  Einheit  gleich  ist, 
verschieden  vorgenommen  werden  müssen,  nämlich : 

sin  i<C  i  :  y2  sin  »  >  i  :  VI 


^    '  C08 »  ^    '  coa  (/,  —  Q)  sin  • 

tg  u,„  -  ^-7—,  tg  U„,  -  _-^^— -^^-g^.. 


3) 
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Der  Qnadrant,  in  dem  u,  und  u„,  zu  nehmen  8ind,  bestimmt  sich  leicht  aus  dem 
Zeichen  der  Tangente  und  den  in  den  dritten  Gleichungen  2)  enthaltenen  Bedin- 
gungen, dass  sin  b,  und  sin  b,„  wegen  des  stets  positiven  Werthes  von  sin  i  beziehimgs- 
weise  mit  sin  u,  und  sin  u„,  gleich  bezeichnet  sein  müssen.  Man  kann  aber  auch  solche 
Formeln  ableiten,  welche  unter  allen  Umständen  mit  Sicherheit  anwendbar  sind. 
Multiplicirt  man  die  zweiten  Gleichungen  in  2)  mit  cos  t,  die  dritten  mit  sin  t,  addirt 
beide  und  dividirt  deren  Summe  durch  die  erste  Gleichung,  so  erhält  man: 


x^,.    rin  (/,  —  Q)  008  t  -h  tg  b,  «in  t 

^8"'   —  co8(/,-ö) 

+„..    Bin  {l,„  —  Q)  cos  t  -h  tg  b„,  ain  t 


4) 


Der  Quadrant ,  in  dem  u,  und  u„,  zu  nehmen  sind ,  bestimmt  sich  aus  der  Bedingung, 

dass  der  Sinus  mit  dem  Zähler ,  der  Cosinus  mit  dem  Nenner  gleich  bezeichnet  sein 

muss.    Die  Bechnung  nach  diesen  letzteren  Formeln  scheint  weniger  bequem,  als  jene 

nach  3] ,  doch  macht  sich  dieselbe  mit  Hilfe  von  Additions-  und  Subtractionslogarith- 

men  recht  einfach,  weil  für  beide  Zähler  dasselbe  Argument,  nämlich  tg  i^  oder  cotg  i^ 

als  Eingang  in  diese  Tafeln  dient. 

Ist  die  Bechnung  so  weit  vorgeschritten,  so  kann  man  sie  einer  theilweisen  Con- 

trole  unterziehen.     Die  Differenz  der  wahren  Anomalien  2f„  ist  offenbar  bestimmt 

durch:  -  , 

2f„  =  u„,—  u,.  5) 

Der  Winkel  f  kann  aber  auch  aus  den  heliocentrischen  Orten  selbst  abgeleitet  werden ; 

die  Belation : 

.cos  2f„  =  sin  b,  sin  b,„  +  cos  b,  cos  b,f,  cos  (/,„  —  /,) , 
gibt  sofort : 

Bm{(u,„  —  mJ2  =  sin/,2  =  sin  |  (l„  —  l,)^  cos  b,  cos  b,„  +  sin  ^^  (b„,  —  i,)2.     6) 

Da  übrigens  in  diesem  Falle  neben  den  Badien  vectoren  häufig  die  Sehne  s  gegeben 
ist ,  so  können  auch  diese  Grössen  zur  Prüfung  verwendet  werden ,  denn  das  ebene 
Dreieckgibt:  2  =  i{r,  +  r^  +  .) 

wobei  die  Formeln  so  angesetzt  sind ,  dass  sie  sich  bei  der  Anwendung  von  Subtrac- 
tionslogarithmen  bequem  gestalten. 

Die  Berechnung  der  übrigen  Bahnelemente  wird  in  verschiedener  Weise  vor- 
genommen werden  müssen ,  je  nachdem  die  Bahn  ihrer  Gestalt  nach  sich  mehr  dem 
Kjreise  oder  der  Parabel  nähert ;  für  den  Specialfall  der  Parabel  werden  die  Formeln 
ganz  besonders  bequem.  Hierbei  wird  nur  auf  den  bei  ersten  Bahnbestimmungen 
stattfindenden  Fall  Bücksicht  zu  nehmen  sein,  dass  der  heliocentrische  Bogen  zwischen 
den  beiden  Orten  ein  massiger  ist;  für  jene  Fälle,  in  welchen  dies  nicht  mehr  statt- 
findet, enthält  der  zweite  Band  dieses  Werkes  (pag.  472  und  ff.)  die  nöthigen  Anlei- 
tungen.   Als  gemeinsame  Grundlagen  für  die  weitere  Berechnung  der  Elemente  dürfen 
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die  Zwischenzeit  {i„,  —  <,),  die  beiden  Kadien  vectoren  r,  und  r„,  und  der  Winkel, 
welchen  dieselben  an  der  Sonne  einschliessen,  2f„  oder  die  denselben  ersetzende  An- 
gabe der  Sehne  s  als  bekannt  vorausgesetzt  werden. 


a.    Balmen  massiger  Excentricität. 

Aus  Vf  und  r„„  [t,„  —  /,) ,  2/,,  oder  s  können  die  Grössen : 

w„  =  sin  I  gj^  und  ij^, 

nach  den  Formeln  26  (pag.  89)  berechnet  und  daher  für  die  folgenden  Entwicklungen 
als  bekannt  angenommen  werden. 

Die  Gleichungen  25)  und  26)  (pag.  57)  geben  für  die  beiden  Orte  die  Relationen  : 

sin  \  V,    1/"'  =  sin  \  E,  Vi  +  «  =  sin  \  E,    (cos  ^  y  +  sin  J  (p) 

cos  ^  D,   1/™  =  cos  I  E,  Vi  —  €  =  cos  {  E,   (cos  ^  (p  —  sin  ^  cp) 

sin  \  v„,  1/—  =  sin  ^  E,„V i  +  e  =  sin  \  E„,  (cos  ^  (p  -{-  sm  \  q)) 

cos  ^  f),ff  1/ —'  =  cos  \  E„,Vi  —  «  =  cos  ^  E,„  (cos  ^  (jp  —  sin  \  (p) , 

aus  welchen  vier  andere  dadurch  abgeleitet  werden  sollen ,  dass  man  die  vorstehenden 
vier  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  zweckmässig  gewählten  Factoren  multiplicirt  und 
die  Producte  addirt.  Den  vier  verschiedenen  Fällen  entsprechend,  wird  man  als 
Factoren  wählen : 


—  sin  \  [F^  +  g„) 

[F„  +  g,;\ 


—  cos 


+  sin  \  [F^  —  g„) 
+  cos  \  [F„  —  gjj 


II       ' 

—  cos  i  (F„  +  g„) 
+  sin  i  {F„  +  g„) 
+  cos  *  (F^  —  g„) 

—  sin  I  [F.,  —  g„) 


in 

—  sin  I  {F„  —  g„) 

—  cos  I  {F„  —  g„) 
+  sin  I  {F„  +  ^..) 
+  cos  i  {F„  +  ^„) 


IV 

—  cos  I  (F„  —  gj] 
4-  sin  i  ,(i^,  —  ^J 
+  cos  J  (i*;  +  g„] 

—  sin  J  (Jp;  +  gj) , 


in  welchen  Ausdrücken : 


F„  =  i  ( tJ./.  +  «>  J    J 

^„  =  4  (£,,-^,),) 
gesetzt  ist ;  überdies  soll :  G„  =^  ^  (E,„  +  jB,)  ,  11) 

eingeführt  werden.    Es  ist  also  : 

{E,  =  i  G.  —  i  ^. 
i  E„,  =  i  G.  +  i  ^.. 

Bevor  jedoch  das  Resultat  der  Transformation  angesetzt  wird,  sind  noch  zwei  Reduc- 
tionen  auszuführen,  die  im  Verlaufe  der  Rechnungen  sich  nothweiidig  erweisen 
werden.    Als  J'actoren  erscheinen  nämlich  die  Grössen : 


V':-V:- 


Vi + V: 
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13) 


welche  sich  aber  durch  den  bereits  (pag.  83)  eingeführten  Hilfswinkel  to  in  sehr 
bequeme  logaxithmische  Formen  überführen  lassen.    Setzt  man  lulmlich: 

tg  (45°  +  «„)  =1^"^,  12) 

SO  wird: 

=  T^^  {tg  (45»+  ".)  -  o«tg  (45°  +  <".))  =  2]/^  tg  2  ». 

=  f^  («  {45°  +  «..)  +  "tg  (45°  +  ".))=  l^_  f ^-    , 

Multiplicirt  man  nun  die  Gleichungen  8)  der  Reihe  nach  mit  den  Factoren  der 
ersten  Gruppe  in  9),  addirt  die  Resultate  und  macht  von  der  ersten  Relation  in  13) 
Gebrauch,  so  wird  man,  unter  der  Erwägung,  dass: 

cos  (i  -F^  —  i  G^  —  ff,:)  —  cos  (\  F„  —  ^G„  +  ff„)  =  2  sin  ^  {F,,  —  0„)  sin  ff„, 

ist,  die  Gleichung: 

cos  i  {f„  +  ff,:)  tg  2  w^  =  cos  I  9)  sin  ff„  sin  \  [F„—  G„ 


erhalten.     Verfährt  man  ähnlich  mit  den   übrigen   Gruppen,  so  erhält  man  leicht 
die  folgenden  Gleichungen: 

1/2 


. .         4  /  a  a 

sin  I  {F,,  —  G„)  cos  I  9)  y2  =  cos  |  f/,  +  ff„)  tg  2  lo^ 

cos  I  (i^,,  —  Cr,,)  cos  I  9)  y2  =  sin  i  (/,  +  ff^^j  sec  2  w,, 

sin  I  ( F,,  +  G,,)  sin  \  q>  y'^  =  cos  ^  (/,  —  ^,,)  tg  2  u),, 

cos  I  (JF;  +  G„)  sin  i  (jp  y2  =  gin  |  (/,  —  ff„)  sec  2  w,,. 


14) 


Es  ist  ersichtlich,  dass  man  aus  diesen  vier  Gleichungen  sicher  und  unzwei- 
deutig F„ ,  G„  und  (p  bestimmt ,  denn  cos  \  (p  y^  und  sin  ^  (p  y^  müssen  nothwendig 
positiv  sein ,  so  dass  die  Quadranten ,  in  denen  ^  (F„  —  G„)  und  ^  (F„  +  G„)  zu  neh- 
men sind ,  nicht  zweifelhaft  sein  können.  Die  Division  der  zweiten  Gleichimg  in  die 
erste  führt  zur  Kenntnis  von  ^  {F„ —  G„) ,  die  der  vierten  in  die  dritte  von  ^  {F„-\-  G„) ; 
dann  bestimmt  man  in  bekannter  Weise  die  Ausdrücke: 

y'  cos  \  (p  und  y^  sin  \  q> ; 

deren  Division  zur  Kenntnis  des  Werthes  cp  führt.  Den  Werth  für  y^  kann  man 
zweckmässig  zur  Prüfimg  der  ausgeführten  Rechnung  verwenden;  es  ist  nach 
Gleichung  17)  (pag.  84) : 


I  _  /2  fj„  Bin  ^,,cofl/,A-i  . 

—  I  —  I    '  f  '  w  » 


hierbei  ist  t„  =  k  [t„f  —  t,)  angenommen.    Aus  dieser  Relation  leitet  man  ab: 


sm  ff„  ^ 


i^r,  r,:,        2  fj„  cos /,,  (r,  r,„fU 


Oppolier,   Bttlinbestinimangen.   I.   2.  Avflsge. 
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Auf  pag.  83  Ist  eine  Bestimmung  der  Grösse  m  durchgeführt  worden,   deren  man 
zur  Ermittlung  von  rj„  und  g„  bedurfte ;  es  war  daselbst  gesetzt  worden : 

Demnadi  ist: 


Man  könnte  als  Probe  auch  die  Relationen: 


tg  4  ü,  =  tg  (45^+  i  ^/))  tg  1  E, 
tg  i  r,.  =  tg  (45«  +  i  (p)  tg  i  £,^, 

benützen.     Die  grosse  Halbachse  a  findet  sich  aus: 


16) 


jy  oder  auch,  indem  man  zuerst  den  Parameter  (vergl.  Gleichimg  l4)  pag.  81)  nach: 

p^lv.r,r„,^Bm2f„y^  ,8) 


bestimmt : 


q=     ^   g-  19) 

cos  y  2  ^1 


Aus  a  findet  sich  die  bezügliche  mittlere  siderische  Bewegung  fi  durch: 

f^  =  -SLy        log*  =  3-550  0066,  20) 

a  '^ 

log*  ist  so  angesetzt,  dass  ^  in  Bogensekunden  erhalten  wird.  Hier  wird  aber- 
mals eine  Prüfung  erhalten  werden  können;   für  die  mittleren  Anomalien  M,  und 

Mf„  erhält  man: 

j,  sin  op 

M,  ^E,  —e"sinE,    \    21) 
Mf,f  =  Eff,  —  e"  sin  £,„. , 
Es  wird  auch  sein  müssen: 

Ja...  —  M,  V 

Es  sind  demnach  die  Elemente:  die  mittlere  Anomalie  zur  Zeit  einer  Epoche,  die 
Excentricität  und  die  mittlere  tägliche  siderische  Bewegung  bekannt^  Q  und  »,  so- 
wie u,  und  u,„  wurden  durch  die  Formeln  des  vorangehenden  Kapitels  gefunden, 
das  sechste  und  letzte  Element,  nämlich  den  Abstand  des  Perihels  vom  Knoten  oi 
oder  die  Länge  des  Perihels  7t  wird  man  erhalten  durch: 

w  =  w,  —  ü  =  u„,  —  v„,  \ 
7t=Q+ü}.  I     23) 

Beispiele  für  die  Anwendung  der  vorstehenden  Formeln  werden  bei  der  Bahnbestim- 
mung selbst  gegeben  werden. 
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j^j  BcAnen  von  nahezu  parabolischer  Gestalt. 
Für  die  folgende  Entwicklung  können  wie  oben : 

w„  =  sin  I  g,,'^  und  ij„ , 

als  gegeben  vorausgesetzt  werden.    Bestimmt  man  aus  sin  \  g,!^  den  Werth  cos  g„ , 

indem  man:  „  •        9  •     1      9         i      1 

cos  g,,^  =  I  —  sin  g,,^  =  i  —  4  sin  |  g,,^  cos  \  g,?^ 

setzt  und  hieraus:  

cos  ^^  =  l/i  —  4tr,,  (i  —  w,,) ,  24) 

ableitet,  so  gibt  die  Gleichung  16)  pag.  83,  wenn  der  Kürze  halber: 

r  =  a  sin  g,?^^  25) 

somit  eine  Grösse,  die  unter  allen  Umständen  positiv  ist,  eingeführt  wird,  die  Relation : 
2z  =  r,-\'r„,'-'  2  cos g„  cos/,  }/r, r„, .  26) 

Mit  Hilfe  der  Grösse  z  wird  sich  der  Parameter  p  leicht  bestimmen  lassen.  Bildet 
man  in  den  Gleichungen  8)  pag.  104  das  Product  der  ersten  imd  vierten  Gleichung 
und  subtrahirt  hiervon  das  Product  der  zweiten  und  dritten,  so  findet  sich: 

a  sin  g„  VT^  e^   =   Vr, r„,  sin/,  =  sin  g„  Va  Vp^ 

woraus  mit  Rücksicht  auf  25}  folgt: 

^  r,r^,  sin/,«  . 

^  z         '  '' 

Als  Controle  findet  sich  aber  auch  nach  Gleichung  18)  (pag.  106)  : 

p  ^  /i7„r,r„8in2/A2  ^^^ 

Die  folgenden  zur  Ermittlung  der  Elemente  nöthigen  Entwicklungen  sind  im 
zweiten  Bande  pag.  477  ff.  aufgenommen;  um  jedoch  alles  Zusammengehörige  ver- 
einigt vorzuführen,  sollen  dieselben  auch  hier  behandelt  werden. 

Nach  der  bekannten  Polargleichung  der  Kegelschnitte  ist: 

1    I  -h  e  008  tJ,  1  I  -h  0  CO6  v,„  . 


^  P  r„,  p 

setzt  man  wieder  wie  oben  : 

F^>  =  i(«?.  +  t?,„), 

so  erhält  man  durch  Addition  und  Subtraction  der  Gleichungen  29)  : 


29) 


1  1  a«     •      ^      •       n 

-r  — r-  =  T  ^^^/"  sm  F„ 

-z  +  zr  =  —  +  -  <^ff  cos  F„, 
w       ntf        p       p 


30) 


Ersetzt  man  den  Parameter  in  der  ersten  Gleichung  durch  die  Relation  27)  so  findet 

»ich:  .     _  ,  X    .     - 

zez  sm  F„  =  (r,„—  rj  sm  /„. 

Multiplicirt  man  die  zweite  Gleichung  in  30)  beiderseits  mit  r,  r,„  cos  /, ,  ersetzt  im 

14* 
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letzten  Gliede  cos  f,?'  durch  i  —  sin  ft?  und  fuhrt  in  demselben  für  sin  f,?- :  p  den 
Werth  nach  27)  ein,  so  findet  sich: 

2  ö«  cos  JR,  =  —  (n  +  n„)  cos /,  +  -^^ — ^''-^ ^'  T,  r,„.       31) 

Nun  ist  aber  nach  der  Gleichung  8)  : 

cos  f„+  e  cos  F„  =  —^  cos  ff„y 
yr,  r,„ 

somit :  

2€z  cos  F„  =  2  cos  ^,,  Vr,  r,„  —  (r,  +  r,„)  cos/,.  32) 

Man  hat  demnach  zur  Berechnung  von  F  und  zez  die  Gleichungen  31)  und  32)  zu 
benützen;  da  2^;?  stets  positiv  ist,  so  kann  in  Bezug  auf  die  Wahl  des  Quadranten 
für  F  niemals  eine  Unbestimmtheit  eintreten.  Sind  F  und  e  gegeben,  so  berechnet 
man  weiter: 


^f  =  Ff,  — ff,  v„,  =  F„  +  f„ 

9=  rr-e' 


33) 


und  hat  somit  die  Elemente :  Excentricität  e,  Perihelabstand  y,  Länge  des  Periheb  n 
und  durch  die  Rechnungen  des  vorangehenden  Kapitels  Q  und  i  gegeben.  Die  Zeit 
der  Perihelpassage  T  findet  sich  aus  v,  und  v,„  nach  den  oben  (pag.  75)  bereits  mitge- 
theilten  Formeln ;  man  wird  zu  diesem  Ende  für  jede  der  beiden  Anomalien  v,  imd  r^ 

ö  =  ;-^>i»^  34)    • 

berechnen  imd  mit  demselben  als  Argument  aus  der  Tafel  XYIII  des  zweiten  Bandes 
log  P|  und  log  P3  entlehnen ;  dann  ist 

T=t  —  -  %-  {Pl  tgi  V  +  Pgtgi  t)3}.  35) 

Aus  V,  und  v„,  wird  für  7"  je  ein  Werth  erhalten ;  die  Übereinstimmung  beider  inner- 
halb der  Unsicherheit  der  logarithmischen  Rechnung  wird  eine  gute  Prüfiing  für  die 
Richtigkeit  der  gefundenen  Zahlen  abgeben.  Ein  ausführliches  Beispiel  hierzu  findet 
man  unten  bei  der  Durchfühnmg  der  Bahnbestimmung  des  Kometen  I,   1866. 

Man  kann  übrigens  zur  Bestimmung  von  e  und  v,  sich  auch  anderer  sehr  ein- 
fach abzuleitender  Formeln  bedienen,  welche  in  der  Anwendung  kaum  weniger  bequem 
sind  als  die  oben  mitgetheilten.     Die  Polargleichung  der  Kegelschnitte  gibt  sofort  die 

Relationen : 

e  cos  t),  =  ^  —  I ,       e  cos  t),,,  =  /  .—  I  ; 

setzt  man  nun : 

SO  findet  sich  zur  Bestimmung  von  e  imd  v,  aus  diesen  beiden  Gleichungen  leicht : 
csint),  =  1^  —  i|  cotg 2/,  —  1^  —  i|  C08ec2/, 

öCOSt),  =  ^  —  I. 
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y,    ParabolUche  Bahnen,   « 

Für  die  Bestimmung  parabolischer  Bahnelemente  hat  man  in  den  vorstehenden 
Formebi  überall  ^  =  o  zu  setzen ;  die  Bestimmung  von  tj,,  und  g,,  nach  den  Formeln 
des  obigen  Kapitels  b.  pag.  8i  ist  daher  nicht  nöthig.  Die  Formeln  3 1)  und  32)  werden 
für  diesen  Fall  ergeben : 

2«sin  F^  =  (r^  —  r,)  sin/, 


2zco&F„=  zVr,  r,„  —  [r,  +  r,„)  cos/, 


37) 


In  diesen  Formeln  ist  2  z  stets  positiv ,  also  die  Bestimmung  des  Quadranten  von  F„ 
unzweifelhaft.    Zur  Controle  kann  entweder  2z  nach  26)  berechnet  werden,  nämlich: 


2z  =  (r,  +  r,„)  —  2  cos  /  Vr,  r„„  38) 

oder  man  bestimmt  den  Ferihelabstand  q  mittelst  der  Formeln  (vergl.  pag.  93)  : 


I  +  2  sec  y 

n^  =  — -, — - 


39) 


2q=  /'?»n»-»»«n»/\* 

was ,  da  die  Sehne  s  durch  vorangegangene  Rechnung  gegeben  ist ,  als  eine  ebenfalls 
durchgreifende  Prüfung  erscheint. 
Aus  F^  bestimmt  man : 

v,  =  F„—  /„       v,„  =  i^H-  /.,  40) 

und  wird  die  Zeit  der  Perihelpassage  mit  Hilfe  der  B  a  r  k  e  r '  sehen  Tafel  (vergl.  pag.  5  9) 
leicht  nach ; 


T=t,  —  M,  q'""  =  t.„  —  M,„  q 


'k 


41) 


finden,  wobei  die  Übereinstimmimg  der  Werthe  eine  gute  Controle  für  die  Rech- 
nung abgibt,  die  dem  Wesen  nach  schon  durch  die  Prüfungsgleichungen  39)  aus- 
gedrückt ist. 

Die  Bestimmung  von  q  und  v,  kann  leicht  in  noch  anderer  Weise  vorgenommen 
werden ,  wodurch  sich  die  Rechnung  fast  noch  bequemer  gestaltet.  Die  beiden  Glei- 
chungen : 


VI 


V7    ~Vr.' 


geben,  wenn  man : 
einfuhrt,  sofort : 


lt),,,  =  it), -h/, 


Jl.    gin4t?,=  ggtgA  _  cosec/, 

I  1  I 

-=  COSiü,  =    -=. 


42) 
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i.   Aberration. 

Die  Erscheinungen  der  Aberration  erklären  sich  aus  dem  Umstände ,  dass  die 
Geschwindigkeit  des  Lichtes  im  Verhältnisse  zu  jener  der  Bewegung  der  Himmels- 
körper nicht  imendlich  gross  ist.  Diese  Thatsache  veranlasst  zwei  wesentlich  Ter- 
schiedene  Phänomene.  Vorerst  wird  ein  Beobachter,  der  auf  der  Erde  alle  Bewegungen 
gemeinschaftlich  mit  dieser  ausführen  muss ,  den  Lichtstrahl  nicht  in  seiner  wahren 
Richtung  erkennen ,  weil  die  beobachtete  Sichtung  durch  die  relative  Bewegung  des 
Lichtstrahles  gegen  den  Beobachter  bedingt  ist;  die  durch  diese  relative  Bewegung 
veranlasste  scheinbare  Änderung  der  Richtung  des  Lichtstrahles  bezeichnet  man  mit 
dem  Namen  der  Fixstemaberration,  zum  Unterschiede  von  dem  zweiten  Erscheinungs- 
complexe,  der  dadurch  verursacht  wird,  dass  man  den  Körper  nicht  an  der  Stelle  sieht, 
an  welcher  er  sich  zur  Zeit  der  Beobachtung  befindet ,  sondern  an  einer  Stelle ,  wo  er 
sich  befiEmd,  als  die  wahrgenommenen  Lichtwellen  von  demselben  ausgingen;  man 
nennt  dies  die  Planeten- Aberration. 

Es  sollen  beide  Arten  der  Aberration  gesondert  behandelt  werden. 

a.    Fixsternaberration. 

Die  Fixstemaberration  ist,  wie  erwähnt,  wesentlich  durch  die  Bewegung  be- 
dingt, welche  der  Beobachter  gemeinsam  mit  der  Erde  macht;  diese  ist  der  Haupt- 
sache nach  eine  dreifache:  i]  die  Bewegung  der  Erde  um  ihre  Achse,  2)  um  die  Sonne 
und  endlich  3)  die  Bewegung  der  Erde  mit  der  Sonne ;  letztere  Bewegung  muss,  als  zu 
wenig  erforscht,  ausser  Acht  gelassen  werden ,  wird  aber  den  Ort  eines  Fixsternes  nur 
\ua  eine  constante  Grösse  beeinflussen.  Den  mit  der  Aberration  behafteten  Ort  nennt 
man  den  scheinbaren  Ort ,  während  die  von  Aberration  befreite  Position  als  die  wahre 
bezeichnet  wird. 

Stellen  -£ ,  ^  und  ^  die  nach  den  rechtwinkligen  Coordinaten  zerlegten  Ge- 
schwindigkeiten vor,  mit  denen  der  Beobachtungsort  sich  im  Räume  fortbewegt,  fi 
den  Weg ,  den  das  Licht  in  der  Zeiteinheit  zurücklegt  und  a  und  d  die  zugehörigen 
polaren  Coordinaten,  welche  die  Richtimg  des  Lichtstrahles  bestimmen,  so  sind,  da  der 
Lichtstrahl  in  dem  zur  Fortpflanzungsrichtung  entg^engesetzten  Sinne  wahrgenommen 
wird,  die  Coordinaten  eines  Punktes  in  der  Entfernung  fi : 

^  =  —  fi  cos  d  cos  a 
ij  =  —  [X  cos  d  sin  o 
f  =  —  /u  sin  d. 

Bezeichnet  man  nun  die  durch  die  Aberration  veränderten  Werthe  mit  Accexiten ,  so 

wird  sein:  .  ^        if  ^ 

§  =  —  [X  cos  0  cos  a 

rj'  =  —  fx'  cos  d'  sin  o' 

C'  =  —  iu'  sin  d'. 
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oder  nach  dem  Princip  der  relativen  Bewegung : 

(i'  cos  dl  cos  a'  =  [X  cos  d  cos  of  +  ^ 

(jf  cos  d'  sin  a'  =  |U  cos  d  sin  a  +  ^ 

fi'  sin  d'  =  |U  sin  d  +  ^. 

Es  sind  aber,  wie  auf  pag.  33  nachgewiesen  wurde,  die  Änderungen  der  polaren  Coor- 
dinaten  durch  diejenigen  der  rechtwinkligen  nach  den  folgenden  Gleichungen  be- 
stimmt, welche  übrigens  dem  vorliegenden  Falle  angepasst  sind : 


,  ,  Bin  asec  i  dx    .    oob  a  aec  d  dy 

da  =  a  —  a  = ^.  H ^^ 

fi         dt    ^  fi  dt 

, »         »;         »  cos  a  sin  d  dx        sin  a  nnd  dy    .    cos  d  dz 

ad  =  0  —  o  = ji -j:  H jT. 

fA  dt  fA  dt    *      (A     dt 


I) 


Hieraus  ergeben  sich ,  sobald  die  Ausdrücke  -^j  ^  und  ^^  bekannt  sind ,  unmittelbar 
die  Werthe  für  die  Aberration. 

Setzt  man  für  diese  Differentiale  die  durch  die  tägliche  Bewegung  der  Erde  um 
ihre  Achse  bewirkten  Änderungen  ein ,  so  erhält  man  nach  den  obigen  Formeln  die 
Wirkimg  der  täglichen  Aberration  auf  den  Ort  der  Gestirne.  Führt  man  dagegen  in 
denselben  die  Bewegung  der  Erde  in  ihrer  Bahn  um  die  Sonne  ein,  so  erhält  man  durch 
die  obigen  Gleichungen  den  Betrag  der  jährlichen  Aberration. 

a.    Die  tägliche  Aberration. 

Wiewohl  bei  Bahnbestimmungen  die  Beobachtungen  niemals  wegen  der  täg- 
lichen Aberration  zu  corrigiren  sind,  so  soll  dieselbe  doch  der  Vollständigkeit 
halber  hier  in  Betracht  gezogen  werden.  Nimmt  man  den  Äquator  als  Fundamental- 
ebene an,  ist  A  der  Abstand  des  Beobachtungsortes  vom  Erdmittelpunkte  ,  9)' die  geo- 
centrische  Polhöhe,  d  die  Ortsstemzeit,  so  sind  die  Coordinaten  des  Beobachtungsortes 
und  deren  Differentiale  nach  der  Zeit  bestimmt  durch : 

X  =  h  cos  q>'  cos  d, 
y  =  Ä  cos  9'  sin  ö, 
z  =  h  sin  (f'j 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  obigen  Formeln  ein  und  der  Kürze  halber : 

h  dB  . 

so  wird  die  durch  die  tägliche  Aberration  bewirkte  Änderung  des  Ortes  des  Himmels- 
körpers, wenn  c  durch  den  numerischen  Werth  ausgedrückt  wird,  sein : 

a'  —  a  =  o"322  cos  q>  cos  (6  —  a)  sec  d 
d'  —  d  =  o"322  cos  q>  sia  (0  —  a)  sin  d. 

Über  den  numerischen  Werth  der  Constante  c  wäre  folgendes  zu  erwähnen:    Nadii 
NyrÄn  (vergl.  pag.  114)  legt  das  Licht  die  Wegeinheit  (Erdbahnhalbmesser)  in  498*65 


dx 

dt~ 

— 

h 

COS 

9' 

sin 

e 

dB 
dt 

%  = 

h 

sin 

9' 

cos 

e 

dB 

dz 

dt~ 

0. 

.1" 
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zurück,  demnach  ist  in  den  obigen  Formeln  fui  h  eigentlich  k  muTt  einzuseticen,  wobei 
dann  h  der  Einheit  gleich  angenommen  ist,  da  in  der  That  das  Produkt  der  Abplattung 

JA 

in  die  tätliche  Aberration  übergangen  werden  kann.  Der  numerische  Werth  von  ^  ist 
bereits  oben  (pag.  25)  als  Factor  f  angegeben  worden.  Setzt  man  für  die  Sonnen- 
parallaxe den  New  comb' sehen  Werth,  so  ist: 

c  =  498*65  X  sin  8"848  XfX  15. 

Die  Multiplication  mit  15  erklärt  sich  daraus,  dass  als  Zeiteinheit  die  Zeitsekunde  oder 
15  Bogensekunden  angenommen  werden. 

ß.    Die  jährliche  Aberration. 

Nimmt  man  den  Äquator  als  Fundamentalebene  an,  so  sind,  wenn  man  mit  0 
die  Sonnenlänge,  mit  R  die  Entfernung  der  Sonne  von  der  Erde  und  mit  e  die  Schiefe 
der  Ekliptik  bezeichnet,  die  rechtwinkligen  heliocentrischen  Coordinaten  der  Erde  mit 
Vernachlässigung  der  Sonnenbreiten : 

:r  =  —  22  cos  0 

y  =  —  R  sin  0  cos  s 

z  =  —  i?  sin  0  sin  €. 

Würde  man  die  Ekliptik  als  Fundamentalebene  anndimen ,  so  wäre  e  der  Null  gleich 
zu  setzen,  von  welcher  Bemerkung  bei  Ableitung  der  Formel  20)  (pag.  1 20)  Gebrauch 
gemacht  wird. 

Nennt  man  v  die  wahre  Anomalie  der  Sonne,  tt'  die  Länge  des  Pensums,  die 
als  Constante  vorausgesetzt  wird,  so  ist,  da  die  Sonnenbreite  =  o  angenommen  wird : 

O  =  tt'  +  ^ 


und  demnach : 


dt  ~  di 


dx  ^  dR     .     -n    '     ^  dv 

^  =  -co8O^  +  Ä8m0^^ 

dy  .    ^  dR  75         ^  d^ 

y,  =  Sin0COS€    -37    —  ÄCOS0COS€   37 

dt  cU  dt 

dz  ,     ^    ,         dR  T%         ^    '        dv 

-T7  =  —  sm  0  Sin  €  -17  —  R  cos  0  sm  e  -,-, 
dt  at  dt 


4) 


Um  nun  -^  und  -^  von  der  grossen  Achse  der  Erdbahn  oder  vielmehr  von  ihrer 

täglichen   mittlem   siderischen  Bewegung  und  dem  Orte   in  der  Bahn  abhängig  zu 

machen,  müssen  dv  und  dR  als  Functionen  von  rfJf  dargestellt  werden.     Die  bekannte 

Gleichung :  _ 

r^dv  =  kyi  +m    Vpdt, 

gibt  in  Verbindung  mit  dem  Differentiationsresultate  der  Gleichung : 

3f  =  3fo  + /i^  =  3fo  +  ^5^^  ^ 
die  Relation : 

dt>  =  "-'-°''-''  dM.  5) 
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Die  Differentiation  von : 

lässt  finden: 


r=  E 

I  H-  e  cos  V  ' 


dr=  —  e  sin  V  dv  =  a  ig  (p  sin  V  dM,    '  6) 


Die  Formeln  5)  und  6)  für  den  vorliegenden  Fall  (a  =  i)  übertragen,  ergeben: 

7) 


dv    cog  q>  dM 

dt    ~~B^~  ~dt 


dR        ^  .        dM 

,^  =  tgr/)8mt)-^-. 

Setzt  man  die  eben  gefundenen  Ausdrücke  in  die  früher  aufgestellten  Relationen  4) 
ein  und  bedenkt ,  dass  nach : 


E  = 


_P 


1  4-  c  C08  V  ' 
sich  leicht  findet: 

cos  rr- 

„-    =  I  +  Sin  cp  cos  t? , 

so  wird  man  für  die  Geschwindigkeiten  haben  : 

dx  I      dM  r  •    ^    I      •         •       '1 

dt         cos  (f    dt    ^  *  '^  ^ 

dy  I       dM  r       ^    .      •  f\ 

-^  = rr  COS  fi  fcOSO  +  SIU  W  COS  7t  ] 

dt  cos  (p     dt  l        ^    •  r  t 

dz                   I       dM    •        r        ^    ,       •  t\ 

,-  == ,r  Sin  €  {cos©  +  sm  cp  cos  tc  }. 

dt  cos  ff     dt  ^  '  ^  ' 

Diese  Werthe  sind  nun  in  die  Gleichungen  i)  (pag.  in)  einzusetzen,  da  aber 

diese  als  gemeinschaftlichen  Factor  —  enthalten,   so  kann  man  mit  letzterem  auch  die 

übrigen  als  gemeinschaftliche  Factoren  auftretenden  Grössen  zweckmassig  vereinigen; 

setzt  man  noch  zur  Abkürzung: 

•    i       dM 
fA  COS  q)    dt    ' 
SO  erhält  man : 


a  —  a  ==  —  V  {sinOsincf  +  cosOcosacosc)  sec5 

—  sin  (p  V  {sin  /r '  sin  a  +  cos  /c  cos  a  cos  e)  sec  <J 

d'  —  6  =  V  {cos  0  (sin  a  sind  cos  fi  —  cosdsin«)  —  sin  ©cos«  sind} 

+  sin  (p  V  {cos  7t'  (sin  a  sin  5  cos  b  —  cos  8  sin  b]  —  sin  7t'  cos  «  sin  S) . 


U) 


Die  Grösse  v  kann  auf  zweifache  Weise  ermittelt  werden,  entweder  durch  geeignete 
JJeobachtungen  der  Fixsterne,  wodurch  dieselbe  unmittelbar  bekannt  wird,  oder 
durch  directe  liestimmimg  der  Lichtgeschwindigkeit  jtt  in  Verbindung  mit  den  be- 
kannten Bahnelementen  der  Erde. 

Nyren  (Die  Polhöhe  von  Pulkowa.  M6moires  de  Tacad.  imp.  des  sciences  de 
St.  Petersbourg)  hat  durch  sorgfältige  Discussion  mehrer  Beobachtungsreihen,  die 
wohl  zu  den  genauesten  bisher  angestellten  gezählt  werden  müssen, 

v=  2o"48i  ±  o'oo8 

Oppolzer.   Bahnbestiminiingen.   1.    2.  Auflage.  15 
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geftinden.     Um  aus  diesem  Werthe  ii  berechnen  zu  können,  entlehne  ich  aus  Le- 

Verrier's  Sonnentafeln: 

die  mittlere  tägliche  siderische  Bewegung  der  Erde  =  59'8"i93 
die  Excentricität  der  Erdbahn  in  Bogenmass:  ^=  3459''28. 

Danach  findet  sich  die  Zeit  (in  Sekunden) ,  welche  das  Licht  braucht,  um  die  Ent- 
fernung I  zu  durcheilen: 

Lichtzeit  =  v  ^^Ä  86400  =  498*65. 

Diese  letztere  Zahl  währe  noch  um  0*14  zu  vermindern,  wenn  man  auf  die  Verzöge- 
rung der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Lichtes  in  unserer  Atmosphäre  Rücksicht 
nehmen  wollte;  diese  die  Beobachtungen  nicht  merklich  beeinflussende  Correction 
werde  ich  in  der  Folge  nicht  weiter  beachten. 

Delambre  hat  nach  der  zweiten  Methode  direct  die  Lichtzeit  aus  den  Ver- 
finsterungen der  Jupitersatelliten  berechnet  und  für  dieselbe  493*15  gefiinden,  wäh- 
rend Glase  napp  aus  neueren  Beobachtungen  den  wesentlich  abweichenden  Werth 
500*8*)  erhält.  Es  ist  sehr  schwer,  die  gegenseitige  Genauigkeit  dieser  beiden  Resul- 
tate abzuwägen,  da  die  wahrscheinliche  Unsicherheit,  die  dem  Delambre' sehen 
Werthe  anhaftet,  nicht  bekannt  ist ;  doch  wird  man  gewiss  nicht  fehl  gehen,  wenn 
man  dem  Glasenapp' sehen  den  Vorzug  gibt  und  demselben  das  doppelte  Gewicht 
ertheilt;  dann  findet  sich  die  Lichtzeit  aus  beiden  Angaben: 

Lichtzeit  (aus  Jupitersatellitenverfinsterungen)  =  498*25, 

mit  der  aus  der  Aberrationsconstante  abgeleiteten  gut  übereinstimmend.  Doch  wird 
man  dem  früher  angegebenen  Werthe  498*65  den  Vorzug  geben ,  da  derselbe  aus 
wesentlich  genaueren  Beobachtungen  abgeleitet  wurde ,  und  der  hier  und  da  ge- 
machte Einwurf,  dass  die  durch  obige  Formel  hergestellte  Verbindung  der  Aberra- 
tionsconstante und  der  Lichtzeit  nicht  hinlänglich  begründet  sei,  hinfällig  ist.  Aus 
dem  obigen  Mittelwerthe  für  die  Lichtzeit  würde  für  die  Aberrationsconstante  der 
Werth  20^465  resultiren;  doch  ist  diese  nahe  Übereinstimmung  mit  dem  Nyr^n'- 
schen  Werthe  nur  zufällig,  eine  wesentlich  andere  Gewichtsvertheilung  zwischen 
dem  Delambre*  sehen  und  Glase  napp 'sehen  Werthe  würde  dieselbe  sofort 
minder  günstig  gestalten. 

Der  constante  Factor  v  sin  q>  findet  sich  aus  den  obigen  Angaben  unter  An- 
nahme des  Werthes  von  Nyr6n: 

i/sinqp  =  o"343. 
Wie  man  sieht ,  ist  der  Coefficient  v  sin  (p  sehr  klein  und  wird  gewöhnlich  in  den 
Aberrationsformeln  ganz  weggelassen ,  was  bei  Fixsternen  mit  um  so  grösserer  Be- 
rechtigung geschehen  kann,  als  für  einen  bestimmten  Stern  (wofern  man  von  den 
kleinen  Veränderungen  absieht,  welche  die  Grössen  a,  d,  e  und  tt'  mit  der  Zeit 
erfahren,  und  die  übrigens  nur  unmerkliche  Glieder  zweiter  Ordnung  veranlassen) 

*)  Diese  Zahl  ist  GilTs  Mittheilung  über  die  Margparallaxe  (Monthly  notioes  Vol.  XLI,  pag.  324) 
entlehnt;  Winnecke  theilt  mir  aus  Glasenapp's  Magisterschrift  die  Zahl  497*46  ±  i*o8,  die  aber  nach 
demselben  auf  497*44  richtig  zu  stellen  ist. 
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dieses  zweite  Glied  der  Aberration  constant  wird,  also  dem  Orte  desselben  anhaftet; 
will  man  aber  einen  gegebenen  Ort  vollständig  von  der  Aberration  befreien,  wie 
dies  z.  B.  bei  Babnbestimmungen  gefordert  wird,  so  wäre  dieses  zweite  Glied  zu 
berücksichtigen ;  doch  ist  dasselbe  so  klein,  dass  man  es  wöl  auch  ganz  übergehen 
kann. 

Die  Berechnung  des  ersten  Gliedes  der-  Aberration  nach  den  Formeln  8) 
(pag.  113)  wird  durch  die  Hilfsmittel,  welche  die  Ephemeridens^mmlungen  gewähren, 
wesentlich  erleichtert.    Setzt  man  nämlich: 

—  ycosGcose  =  Äsin-ff  =  (7 

—  ysinO  =hcosH=D\      9) 

Äsinirtg6  =  t, 

so  kann  man  den  ersten  Theil  der  Aberration  berechnen  nach: 
(a'  —  a)i  =  Äsin  (H+  ajeecd  =  cG  +  dD 

[d'  —  8)1  =  hcos  {H  +  a)smd  +  tcosd  =  c'C  +  (TD 

c  =  cosasecd  c'  =  cosdtge  —  sindsina 

d=  sinasecd  cf  =  sindcosa. 

Die  Hilfsgrössen  A,  H  und  ♦  einerseits  und  die  Grössen  C  und  D  andrerseits  sind 
nur  von  der  Zeit  abhängig,  können  daher  leicht  mit  diesem  Argument  in  die 
Ephemeriden  aufgenommen  werden  und  finden  sich  auch  in  denselben  mitgetheilt; 
die  ersteren  wird  man  mit  Vortheil  benützen,  wenn  die  Aberration  für  einen  oder 
wenige  Orte  berechnet  werden  soll;  hat  man  aber  für  einen  gegebenen  Stern,  für  den 
die  Grössen  c,  rf,  c'  und  cf  constant  sind,  eine  Ephemeride  zu  berechnen,  so  wird  es 
wesentlich  bequemer  sein,  die  Hilfsgrössen  G  und  D  zu  benützen. 

Will  man  aber  den  vollständigen  Ausdruck  für  die  Aberration  berechnen,  so 
bedürfen  die  Gleichungen  lo)  noch  der  Hinzufugung  der  zweiten  GUeder  der  Aber- 
ration.   Setzt  man  nämlich: 

—  y  sin  9)  cos  TT'  cos  e  =  A^  sin  Hq  =  Cq  \ 

—  V  sin  (p  sin  7t'  =  h^  cos  Hq  =  Dq  \      11) 

—  y  sin  q>  cos  tt'  sin  6  =  t^ ,  J 

so  wird  für  den  zweiten  Theil  der  Aberration  resultiren: 

(o'  —  a)ii  =  Ao  sin  (H^  +  a)  sec  d  ^cC^  +  dD^   \ 

(iT  —  d)n  =  Äo  cos  (flo  +  a)  sm  d  +  »o  cos  d  =  c'Co+d'D^.  j 

Nimmt  man  nach  Le-Verrier  für  die  durch  die  Aberration  verminderte  Länge 
des  Pensums  der  Sonne  den  Werth: 

7t'  =  28o°2i'2i"  +  6i"70  (t^—  1850), 
aU;  so  wird  in  den  Formeln  12a]  einzufuhren  sein: 

logÄo       Ho  to       log  Co  logX>o 

1800      9.534      351^3    —   0"022       8^715       9.529 
1850      9.534      350.5    —   0.024       8^753       9.528 

1900    9.534     349-7  —  0-026     8^787     9.527. 


i'2a) 


12b) 
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Eb  lässt  sich  aber  auch,  ohne  die  Rechnung  der  Aberration  iigendwie  zu 
compliciren ,  der  vollständige  Einfluss  derselben  'berechnen  und  muss  als  besonders 
wünschenswerth  bezeichnet  werden ,  dass  dem  entsprechend  die  Angaben  der  Ephe- 
meriden  in  Zukunft  abgeändert  würden"^).    Setzt  man  nämlich  unmittelbar: 

—  V  {cos  0  +  sin  (p  cos  tc']  cos  €  =  A  sin  BT  =  (7 

—  V  {sin  O  +  sin  qp  sin  tt'}  =  ä  cos  ä  =  2>  /    1 3) 

—  V  {cos  O  +  sin  (p  cos  /r'}  sin  €  =  t, 

in  welchen  Gleichungen  aber   die  Ililfsgrössen  ä,  fl,  $,  C  und  D  eine  gegen  finiher 
abgeänderte  Bedeutung  haben ,  so  ist  der  vollständige  Ausdruck  der  Aberration: 
(a'  —  a)=h  sin  [H  +  a)  sec  8  =  cC  +  dD    \ 

[8'  —  d)  =  A  cos  [H+  a]  sin  d  +  t  cos  d  =  c'C+d'D,] 
Die  Grössen  A,  H,  t,  C  und  D  können  leicht  in  Tafeln  gebracht  werden,  die  weiter 
unten  ausführlich  zur  Erläuterung  kommen  werden ;  hier  sollen  vorerst  jene  Trans- 
formationen angeführt  werden,  deren  man  sich  bedienen  kann,  um  diese  Ililfsgrössen 
ausschliesslich  von  einer  mit  der  Zeit  proportional  veränderlichen  Grösse,  nämlich 
der  mittleren  Länge  der  Sonne,  welche  später  als  Argument  I  eingeführt  wird,  ab- 
hängig zu  machen.  Die  wahre  Länge  der  Sonne  O,  die  Excentricität  e  =  sin  y,  die 
Länge  des  Perigäums  71'  und  die  Schiefe  der  Ekliptik  €,  sind  mit  Rücksicht  auf  die 
ersten  Potenzen  der  Veränderungen  der  letzteren  drei  Grössen  mit  der  Zeit  und  von 
den  Störungen,  deren  Produkte  in  die  Aberration  unmerkhch  sind,  abgesehen ^  in 
Le-Verrier's  Sonnentafeln  auf  die  Form* 

l  =  L^  +  L,t  +  L^V- 
e  =e^    +6^1 

7t     =^  TT  Q  +  TTj     t 

€    =  €0      +  «1  ^ 

0=1        +    (/1    +/l'  <)   sin  (I~  TT')   +   f/2  4-/2'^)  sin  2  (I~  TT') 

+  (/H+//^)sin3(I-/r')  -h  .  .  ., 
gebracht,  wobei  die  Indices  von/  den  Hinweis  auf  die  Potenz  von  e  enthalten;  es 
soll  nirgend  über  Grössen  dritter  Ordnung  der  Excentricität  hinausgegangen  werden. 
Setzt  man : 

O  =  I  4-  jF=  I  +  F,  sin  (I  -  Tir')  +  Ji  sin  2  (I  —  tt')  -H  F^  sin  3  (I  —  tt'), 
sowird:  go^q=  co^l[i —\F'^)  —  9\tlI{F—^  F^)    \ 

sinO  =  sinI(i— -J-l^)  +  cosI(JF— -Ji^»).  J 
Erinnert  man  sich  der  bekannten  Formeln : 

sin  a  sin  6  =  \  cos  [a  —  b)  —  \  cos  [a  +  b] 
sin  a  cos  Ä  =  4^  sin  (a  +  J)  +  ^  sin  [a  —  b) 
cos  a  sin  &  =  ^  sin  [a  +  b)  —  ^  sin  (a  —  b) 
cos  a  cos  Ä  =  4^  cos  (a  -f-  J)  +  |  cos  (a  —  i) , 

*)  Das  gegen  diese  Abänderung  zu  erhebende  Bedenken,  dass  die  vorhandenen  Stemkataloge 
in  ihren  Positionen  bereits  das  dem  Wesen  nach  constante  Glied  enthielten,  ist  nicht  wesentlich,  in- 
dem, falls  man  darauf  Rücksicht  nehmen  wollte,  dies  leicht  mit  Hinzuziehung  einer  Tafel  bei  der 
Reduction  auf  ein  bestimmtes  System,  von  dem  später  die  Rede  sein  wird,  ohne  wesentliche  Mehr- 
arbeit geleistet  werden  kann. 


X5) 
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Ton  denen  in  der  Folge  mehrfach  Gebrauch  gemacht  wird,  so  wird  zunächst  : 

F»  =  i  F,2  +  Fl  i^2  cos  (I  —  ?r')  —  i  -fi*  cos  2  (I  —  TT')  —  F,  i^2  cos  3  (I  —  TT') 

i^  =  I  F,3  sin  (I  —  TT')  —  i  i^i*  sin  3  (I  —  TT'), 
oder: 
cos  O  =  (i  —  1  JF;«)  cos  I  —  {|  j;  +  I  J\  J'j  —  ^  JP  »}  cos  le 

+  (i  P,  -  1  F,  Fl  -  ^  i=;3}  cos  (2  I  -  TT')  +  (i  i^j  +  i  2^,2}  cos  (3  I  -  2  7E') 
-  (i  Fi  -  i  F,»}  cos  (2  TT' -  I)  +  {1  F,  Fj  +  ^  F.3  + 1 /i'3}  cos  (4 1  -  3  «r') 

+  (i  -Fl  -Fi  -  A  F,^  -  i  Fi)  cos  (3  n'  -  2  I). 


18) 


Für  sin  O  findet  man  ganz  denselben  Ausdruck ,  nur  ist  überall  statt  der  Cosinusfunc- 
tion  die  Sinusfunction  einzusetzen. 

Entwickelt  man  nun  nach  Potenzen  der  Zeit,  so  findet  sich  leicht ,  wenn  man 
die  Glieder  zweiter  Ordnung  fortlässt : 

C08  O  =  {i  —  i/,2  -  \f,  //  t)  cos  I 
(cos/r^'  —  71 X  ^sin  n^^  + 

+  U /.  - 1/. /2  -  tV/.''  +  [i/.'  -  i /.  //  -  i/2 /.'  -  A/.Vi'l  <} 

{cos  it^  cos  2I  +  sin  /r^'  sin  2I  —  tt,'  <  sin  7r„'  cos  2I  -|-  /r/  t  cos  /r„'  sin  2I}  + 
+  (1  /i  +  i /i'  +  [i  /2'  +  1  /i  /.']  <}  {cos  2  <  cos  3I  +  sin  2  <  sin  3I  — 

—  2  /t/  <8in  2  TTo  cos  3I  +  2  tt/  <  cos  2  tTq'  sin  3I)  — 

—  -  (i  /2  -  i /i^  +  [i  /2'  -  i  /1  /.']  <}  {cos  2  <  cos  I  +  sin  2  .T„'  sin  I  - 

—  2ji\  t  sin  2  yr^'  cos  l  '\-  2  tv^'  t  cos  2  /r^'  sin  I)  + 

+  a/i  /2  +  tV/.'  +  i/3  +  [{/.  /j  + 1/2/.'  +  tV/.v.'  +  i//]  0 

{cos  3  tTq'  cos  4I  +  sin  3  Tt^'  sin  4I  —  3  /r/  ^  sin  3  7t J  cos  4I  + 
+  3  /r/ /cos  3  TTo'  sin  4I)  + 

+  a/i  A  -  -h^'  -IA  +  [{/.  //  +  1  /2/,'  -  A  /.  Vi'  -  i/3']  ^) 

{cos  3  7fo'  cos  2I  +  sin  3  /rj  sin  2I  —  3  i'^i '  ^  sin  3  /cj  cos  2I  + 
-\-  l  7tx    t  cos  3  tTq'  sin  2  I}. 

Für  den  Sinus  erhält  man  ganz  analoge  Ausdrücke ,  nur  werden  die  zweiten  Factoren 
der  Reihe  nach  die  Formen : 

sin  I 

{sin  tTq  +  7t^'  t  cos  7t^ 

—  sin  7t^  cos  2I  +  cos  7t^  sin  2I  —  /r,'  t  cos  /r^,'  cos  2I  —  /r,'  /  sin  /r^,'  sin  2I 

—  sin  2  TTo  cos  3I  4-  cos^2  tVq  sin  3I  —  2  /Tj'  t  cos  2  /r^j'  cos  3I  —  2  tt/  /  sin  2  /Tq  sin  3I 
sin  2  TTo  cos  I  —  cos  2  tt^  sin  1  -\-  2  Ttx    t  cos  2  /r^,'  cos  I  +  2  tt/  ^  sin  2  /r^'  sin  I 

—  sin  3  7t^  cos  4I  +  cos  3  TTo'  sin  4I  —  3  7r/  /  cos  3  7t^  cos  4I  —  3  ^r/  /  sin  3  7t^  sin  4I 
sin  3  7C^  cos  2I  —  cos  3  /Tq'  sin  I  4-  3  ^1'  ^  cos  3  7t^  cos  2I  +  3  tt/  /  sin  3  Tr^'  sin  2I 

annehmen.  Setzt   man  nach  Le-Verrier,  indem  man  mit  t  die  seit  dem  Jahre  1900 
verflossenen  julianischen  Jahrhunderte  bezeichnet : 
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e     =  +  o-oi6  750 
<  =  281^  12' 47" 
/,    =  +  6910" 

A  =  +  72" 

/3     =  +   l" 


0.000  0424 1       e     =^  2f  2f  8"  —  47"6  t 
TTj'  =  +  6170" 

/i'=-i7"5 

/,'=-o"4 

/3'=o 


V  =  2o''48i, 

80  findet  sich ,  wenn  man  alle  Glieder  mitnimmt ,  die  eine  halbe  Einheit  der  vierten 

Decimale  der  Bogensekiinde  erreichen : 

i/coso  =  —   o"o667  — o"oo99^,    i/sinO=+   o"3365  — 0*0029  / 


+  2O-4759C08I 

+  0-0003  sin  I 

4-  0'0667  cos  2I  +  0-0099  ^  ^^  2I 

—  0.3364  sin  2I  +  0.0029  ^  si^  2I 

—  o  0059  cos 3I +  0.0001 /cos 3I 

—  o«oo24  sin  3I  —  0-0004  t  sin  3I 

—  O'OOOI  COS4I 

+  o-oooi  sin4l, 


+  0-0003  COS  I 

+  20-4747  sini 

+     0.3364  cos  2I 0*0029  t  COS  2I 

+  0.0667  8"^  2I  +  0-0099  ^  sin  2I 

+  0.0024  cos  3I  +  0-0004  ^  cos  3I 

—  0-0059  si^  3I  +  o-oooi  /  sin  3I 

—  o.oooi  CO84I 

—  O-OOOI  sin 4I. 


Weiter  ist : 


vecoBTc'  =  +  o"o667  +  o"oo99  / 
vesiUTt'  =  —  0.3365.+  00029  t 

COS6=    9-962555+0-000092/ 

8in£=   9.599866  —  0000212/, 

wobei  die  überstrichenen  Zahlen  Logarithmen  sind ;  *es  ist  daher  schliesslich  : 
C  =  A  sin  H=  —  i8"7845  cos  I 

—  00003  siii  I    —  0*0019  /  cos  I 

—  o«o6i2  cos  2I  —  0-0091  /  cos  2I 
+  0-3086  sin  2I  —  0-0026  /  sin  2I 
+  0-0054  cos  3I  —  O-OOOI  /  cos  3I 
+  0.0022  sin  3I  +  0-0004  /  sin  3I 
+  O-OOOI  cos  4I 
-^    O-OOOI  sin  4I 

D  =  h  cos  H  =  —    o"ooo3  cos  I 

—  20.4747  sin  I 

—  0.3364  cos  2I  +  o"oo29  /  cos  2I 

—  0.0667  sin  2I  —  0.0099  ^  ^^^  2I 

—  0.0024  cos  3I  —  0^0004  /  cos  3I 
+  0-0059  sin  3I  —  O-OOOI  /  sin  3I 
+  O-OOOI  cos  4I 
+  0^000 1  sin  4I 

t  =  —    8*1491  cos  I 

—  O.OOOI  sin  I    +  o"oo43  /  cos  I 
X  —    0-0265  cos  2I  —  0-0039  ^  cos  2I 

+    0-1339  sin  2I  —  o-ooii  /  sin  2I 

+    0.0023  cos  3I 

+    o-ooio  sin  3I  +  0-0002  /  sin  3I. 
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Die  Tabulirung  dieser  Ausdrücke  mit  dem  Argumente  I  hat  nun  keine  Schwie- 
rigkeit und  die  Tafel  X  bietet  hierzu  die  geeigneten  Hilfsmittel.  Dieselbe  enthält  eine 
Reihe  weiterer  Werthe,  die  für  die  nächsten  Zwecke  nicht  nöthig  sind  und  später 
ihre  Erklärung  finden^  hier  sollen  nur  die  für  die  Berechnung  der  Aberrationscoef- 
ficienten  nöthigen  Columnen  näher  erklärt  werden. 

Die  Tafel  Xa  {Jahrestafel)  gibt  für  Januar  o«o  mittlere  Grreenwicher  Zeit  der 
vorgeschriebenen  gemeinen  Jahre,  für  Januar  i  «o  der  Schaltjahre  in  der  dritten,  mit  la 
überschriebenen  Columne  die  von  dem  constanten  Theil  der  Aberration  befreiten, 
mittleren  Sonnenlängen  für  den  Zeitraum  1600  —  2199  nach  Le-Verrier's  Sonnen- 
tafeln. Bezeichnet  man  mit  t  die  seit  der  Ausgangsepoche  (1900  Januar  o*o  mittlere 
Green wicher  Zeit)  verflossene  Zeit  in  Einheiten  des  Julianischen  Jahres,  so  hat  man 
nach  der  genannten  Tafel  hierfür: 

279^  41'  48"8  +  (360°+  27"6895)  t  +  o"ooo  11073  t^. 

In  der  Tafel  selbst  ist  aber  die  gewöhnliche  Gradeintheilung  nicht  beibehalten 
worden,  sondern  es  erscheint  die  Peripherie  in  hundert  Theile  getheilt,  so  dass  bei  der 
Addition  der  Jahresargimiente  mit  den  Tagesargumenten  (Tafel  Xb)  die  eventuell  auf- 
tretenden Hunderter  einfach  wegzulassen  sind.  Die  Tagestafel  Tafel  Xb  gibt  in  der  Co- 
lumne Id  die  für  den  betreffenden  Tag  geltenden  Correctionen  des  Jahresai^mentes,  die 
stets  additiv  mit  Weglassung  der  eventuell  auftretenden  Hunderter  anzubringen  sind. 
Man  hat  hierbei  für  Schaltjahre  besonders  auf  den  Doppeleingang  in  den  Mona- 
ten Januar  luid  Februar  Acht  zu  geben.  Die  so  erhaltenen  Argumente  gelten  für  o* 
mittlere  Green  wicher  Zeit  des  zugehörigen  Tages.  Will  man  die  Bechnung  fiir 
Greenwicher  Mittemacht  oder  für  einen  anderen  Normalmeridian  für  o*  oder  12^  des- 
selben ausführen,  so  geben  die  am  Fusse  der  Jahrestafel  (Xa)  angegebenen  Zahlen 
die  an  die  Argumentwerthe  anzubringenden  Correctionen,  welche  man  wohl  am  zweck- 
mässigsten  mit  dem  Jahresargumente  vereinigt ;  um  die  Bechnung  für  eine  beliebige 
Epoche  durchführen  zu  können,  wozu  wol  selten  das  Bedürfnis  vorhanden  sein  wird, 
wurden  am  Fusse  derselben  Tafel  die  Änderungen  der  Argimiente  für  jeden  Zehn- 
theil des  Tages  angefugt.  Da  die  diessbezüglichen  Rechnungen  meist  ephemeriden- 
artig  geführt  werden,  so  wird  es  sich  empfehlen,  das  eventuell  für  die  gewählte  Epoche 
corrigirte  Jahresargument  auf  den  untern  Rand  eines  Zettels  zu  schreiben;  durch  ent- 
sprechendes Rücken  desselben  über  das  gewünschte  Tagesai^ument  wird  die  noth- 
wendige  Addition  wesentlich  vereinfacht. 

Hat  man  das  Argument  I  den  gegebenen  Regeln  entsprechend  gebildet,  so  gibt 
die  Tafel  Xc  in  den  letzten  fünf  Columnen  durch  entsprechende  Interpolation  die 
Aberrationscoefücienten  C,  2>,  log  A,  -ff  und  t;  jede  dieser  Hauptcolumnen  ist  in  zwei 
Subcolumnen  getheilt,  aus  der  ersten  wird  der  für  1900  geltende  Werth  erhalten,  die 
zweite  gibt  dessen  Änderung  in  einem  Jahrhundert  in  Einheiten  der  letzten  Decimale 
des  Hauptwerthes.  Die  Werthe  dieser  zweiten  Subcolumnen  sind  also  mit : 

f.^—  1900 


t  == 
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zu  multiplicireii  und  dieses  Produet  zu  den  Hauptwerthen  zu  addiren ;    t^  stellt  die 

Jahreszahl  des  vorgelegten  Datums  dar.    Die  Mitnahme  der  t  Glieder  wird  in  Folge 

ihrer  Kleinheit  ausserordentlich  einfach. 

Da  in  den  ^  astronomischen   Ephemeriden  diese  Aberrationscoefficienten  meist 

von  Tag  zu  Tag  mitgetheilt  werden,  und  sowol  die  Bildung  der  Argumente  als  die 

Interpolation  der  zugehörigen  Werthe  so  einfach  geschieht,  wird  es  sich  empfehlen,  alle 

Werthe  direct  zu  berechnen.   Es  soll  für  den  Anfang  des  Jahres  1883  eine  solche  von 

Tag  zu  Tag  fortschreitende  Ephemeride  als   Beispiel  hier  durchgeführt  werden  und 

zwar  für  12^  mittlere  Berliner  Zeit.  Man  schreibt  auf  den  unteren  Band  eines  Papie- 

res  das  Jahresargument,  welches  mit  Rücksicht  auf  die  Correctionen  am  Fusse  der 

Tafel  Xa  :  ^  .    ,  ^ 

I»=  77-7^6  +  0.127  =  77-853 

anzunehmen  sein  wird,  während  t  den  Werth  — O'i?  erhält.  Rückt  man  jene  Zahl 
der  Reihe  nach  über  die  Werthe  der  Tafel  Xb  vom  Januar  o  angefangen  und  schreibt 
das  so  erhaltene  Argument  in  die  zweite  Columne  des  folgenden  Schemas,  in  dessen 
erster  das  Datum  Aufnahme  gefunden  hat,  so  wird  man  leicht,  wenn  man  die  kleinen 
aus  den  säcularen  Gliedern  entstehende  Correctionen  sofort  bei  der  Interpolation  be- 
rücksichtigt, erhalten: 

1 883  1 2^  mittl.  Berl.  Zeit  Arg.  ICD 
Januar  o  77 '853    — 3"402  +  20^491 

1  78-127    —3-731  +  20.424 

2  78-401    —4.059  +  20.349 

3  78-674    —4-384  +  20-268 

4  78-948    — 4.708  +  20-181 

Man  hat  zu  beachten,  dass  die  hier  ermittelten  Coefficienten  den  vollständigen  Be- 
trag der  Aberration  ergeben,  also  das  sonst  vernachlässigte  Glied,  welches  aus  dem 
Producte  der  Aberration  in  die  Excentricität  der  Erdbahn  entsteht,  in  sich  schliessen. 

Zu  den  Werthen  C  und  D  wird  man  nachträglich,  um  dieselben  in  die  Epheme- 
riden aufzunehmen ,  die  vierstelligen  Logarithmen  aufschLagen ,  bei  log  h  wird  man 
dann  auch  die  fünfte  Decimale,  bei  H  die  Decimaltheile  der  Minute ,  bei  i  die  dritte 
Decimale  der  Bogensekunden  weglassen  dürfen. 

Für  die  Ekliptik  werden  die  Formeln  einfacher ;  setzt  man  in  8)  (pag.  113)  statt 
a  und  d  die  Werthe  X  und  ß  und  nimmt,  wie  die  Transformation  dies  fordert,  e  =  o 
an,  so  wird : 

X'  —  X  =  —  20^481  cos  (0  —  X)  sec  ß  —  o"343  cos  (/r^ —  X)  sec//  \ 

ß'  —  ß  ==  —  2o"48i  sin  (0  —  X)  sin  ß  —  o"343  sin  (yr'—  X]  sin//  i    20) 

7r'  =  280"  21' 21" +  6i"70  (^o— 1850)?  ) 

wobei  aber  die  geringe  säculare  Abnahme  der  Excentricität  der  Erdbahn  nicht  berück- 
sichtigt ist,  welcher  Fehler  übrigens  selbst  für  ferne  Epochen  nicht  merklich  hervor- 
tritt :   für  die  Sonne  selbst  wird,  da  man  deren  Breite  der  Null  gleich  setzen  kann  : 

X'q)  —  Aq  =  —  20^481  —  o"343  cos  (/r' —  0).  21) 


logÄ 

H 

» 

1-31748 

35o''34'3 

-  i"476 

1-31725 

349  38-8 

—  1-619 

I-3I70I 

348  43-2 

—  1-760 

1-31675 

347  47-7 

—  1  -902 

1-3 1646 

346  52-0 

—  2-043 
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Statt  dieser  Formel  kann  man  aber  leicht  aus  den  obigen  für  1/ cos  0  und  i/sin© 
(pag.  118)  mitgetheilten  Werthen,  in  Verbindung  mit  der  ebenfialls  oben  angeführten 
Länge  des  Sonnenperigäums  und  deren  säcularer  Änderung,  den  folgenden  auch  die 
säculare  Änderung  der  Excentricität  berücksichtigenden  Ausdruck  für  die  Sonnen- 
aberration in  Abhängigkeit  vom  Argumente  I  erhalten : 

X  0 —  ^0  =  —  2o"4753  +  o"3364  sin  I    —  o"oo28  t  sin  I 

—  0-0667  cosi    —  0-0099  ^  ^^8  I 
+  0-0022  sin  2I  +  0*0004  t  sin  2I     \    22) 
+  0-0053  COS2I 

—  O'oooi  sin3l. 
Die  dem  vorliegenden  Ausdrucke  entsprechenden  Werthe  sind  in  der  Tafel  Xa 

mit  dem  Argumente  I  in  der  mit  ,, Aberration'*  überschriebenen  Columne  tabulirt; 
die  erste  Subcolumne  enthält  die  für  1900  geltenden  Werthe,  die  zweite  Subcolumne 
gibt  deren  Änderungen  in  einem  Jahrhundert  in  Einheiten  der  letzten  Decimale  des 
Hauptwerthes,  also  in  Einheiten  der  dritten  Decimale  der  Bogensekunde.  Man  hat 
daher  die  Werthe  dieser  zweiten  Subcolumne,  wenn  durch  t^  die  Jahreszahl  des  vor- 
gelegten Datums  bezeichnet  wird,  mit : 

^  _   <o— 1900 
100      ' 

zu  multipliciren  und  dieses  Product  zu  dem  Hauptwerthe  zu  addiren. 

Als  Beispiel  soll  für  den  Anfang  des  Jahres  1883  von  zehn  zu  zehn  Tagen  eine 

Ephemeride  berechnet  werden,  geltend  für  o^  mittlere  Berliner  Zeit ;  hierbei  ist : 

Ia  =  77716,  t  =  —0-17, 

Sonnenaberration 

—  20"824 

—  20*820 

—  20-804 

—  20.780 

—  20-746. 

Bei  der  Aufiiahme  dieser  Zahlen  in  eine  Ephemeride  kann  die  dritte  Decimale  der 
Bogensekunde  fortgelassen  werden. 

b.  Planetenaberration. 

Seien  a:,  y  und  z  die  heliocentrischen  Coordinaten  des  Himmelskörpers  im 
Momente,  in  welchem  das  Licht  denselben  verlässt,  imd  die  zugehörigen  heliocent- 
rischen Erd- Coordinaten  X,  Y  und  Z,  femer  die  letzteren  zur  Zeit  als  das  Licht 
zur  Erde  gelangt,  X^,  Y^  und  Z^  und  überdies  die  geocentrischen  Coordinaten  des 
Himmelskörpers  in  Bezug  auf  diese  beiden  Erdorte  beziehungsweise  ^,  1?,  t,  und 
?j  V?  r>  80  bestehen  die  Relationen : 

x  =  x  +  ^=  x^  +  r 

y=  r  +  i,=  Y^  +  ri' 

z  =  z  +  };=  Zo  +  ?'; 

Oppolter,  Baknbeatimmiingen.  I.  2.  AalUge.  16 


o*mittl.  Berl.  Zeit 

Ai^iTnent  I 

1883  Jan.  0 

77-716 

„   10 

80-454 

„    20 

83.192 

M   30 

85-930 

Febr.  9 

88-668 

Digitized  by 


Google 


122     

fasst  man  die  Unterschiede  X^  —  X,   Y^  —  Y,  und  Z^  —  Z  als  differentielle  Grössen 
auf  und  schreibt  dafür  <fe,  dy  und  cfe,  so  wird : 

|'=   §-dx 
rj'  =  rj  —  dy 

oder  durch  Einführung  der  polaren  Coordinaten : 

q'  cos  a'  cos  d'  =  Q  cos  a  cos  d  —  dx 

Q  sin  a'  cos  5'  =  ^  sin  a  cos  5  —  dy 

q'  sin  J'  =  ^  sin  8  —  dz. 

Daraus  ergibt  sich  ganz  so,  wie  dies  für  die  Fixstemaberration  ausgeführt  worden  ist : 


a'  —  a  = { —  sin  a  sec]d  (&  +  cosasecdefy} 

8'  —  5  = { —  cosasin  Jcfo  —  sinasindefy  +  cos8dz). 


23) 


Man  kann  diese  Unterschiede  als  parallaktische  Verschiebung,  veranlasst  durch 
die  l^ewegung  der  Erde  von  X,  Y,  Z  nach  X^,  YJ,,  -Z^,  auffassen;  <fe,  dy  und  dz 
werden  je  nach  der  Zeit,  welche  das  Licht  braucht,  um  vom  Himmelskörper  zum 
Beobachter  zu  gelangen,  sehr  verschieden  gross  sein ;  das  Zeitintervall  (Lichtzeit)  mit 
dt  bezeichnet  ist  aber  bestimmt  durch  : 

dt  =  ^, 

in  welcher  Formel  |U  ebenso  wie  bei  der  Fixstemaberration  die  Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit des  Lichtes  in  der  Zeiteinheit  bedeutet. 

Sind  jf)  ^7  j7  <iiß  Geschwindigkeiten  in  den  Coordinaten,  also:  ^  dt^  ^  dtj 
Y  dt  die  in  der  Zeit  dt ,  welche  in  diesem  Falle  durch  ^  bestimmt  ist,  zurückgelegten 
Strecken,  so  werden,  weil  in  den  Formeln  23) : 

^  =  ^~ 

dt    fA 

^  dt    fA 

dz  =  Tj-  -^ » 
dt  [A 

zu  setzen  sind,  diese  sich  in : 

a'  —  a  =  —  ~  I —  sinasec^^  +  cosasec  J~  | 

8'  —  8  =  —  -|  —  coscesin^^ —  sinasin  J^  +  cos  J^|  ? 

transformiren,  welche  Ausdrücke  in  der  Form  denjenigen  gleichen  (vgl.  i)  pag.  iii), 
welche  für  die  Fixstemaberration  erhalten  wurden,  nur  dass  das  Zeichen  entgegenge- 
setzt ist,  woraus  der  Schluss  folgt:  die  durch  die  Planetenaberration  bedingte  parall- 
aktische Verschiebung  ist  der  Fixstemaberration  gleichwerthig ,  das  Vorzeichen  aber 
ist  verschieden. 
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Man  kann  mit  Beziehung  auf  das  eben  Abgeleitete  drei  Methoden  angeben, 
nach  welchen  man  den  Ort  eines  Kometen  oder  Planeten  vom  Einflüsse  der  Aber- 
ration befreien  kann.  Nennt  man  die  Zeit  der  Beobachtung  t,  die  Zeit;  zu  welcher 
das  Licht  vom  Himmelskörper  ausging ,  T,  so  ist : 

dt  =  t—T  =  498*65  Q. 

Für  die  erste  Methode  ergibt  sich  die  folgende  Vorschrift :  Man  zieht  von  der 
beobachteten  Zeit  t,  dt  (Lichtzeit  fiir  die  Entfernung  q)  ab,  dann  ist  der  wahre  Ort  zur 
Zeit  T  identisch  mit  dem  scheinbaren  zur  Zeit  t ;  denn  zur  Zeit  der  Beobachtung 
kompensirt  die  Fixstemaberration  die  Planetenaberration  (parallaktische  Verschiebung) 
völlig,  so  daes  die  scheinbare  Sehlinie  parallel  der  Verbindungslinie  des  Himmels- 
körpers und  des  Erdortes  zur  Zeit  T  vnrd.  Diese  Methode  kann  man  anwenden, 
wenn  man  Beobachtungen  mit  Ephemeriden,  die  stets  wahre  Orte  geben,  vergleicht; 
man  wird  mit  Hilfe  der  Distanz  die  Lichtzeit  berechnen,  dieselbe  von  der  Beobach- 
tungszeit  abziehen,  mit  der  so  corrigirten  Zeit  den  Ephemeridencrti;  interpoliren  und 
diesen  mit  der  Beobachtung  vergleichen.  Wenn  die  Distanz  des  Himmelskörpers  be- 
kannt ist,  so  wird  die  eben  erläuterte  Methode  die  bequemste  sein. 

Die  zweite  Methode  ist  eine  unmittelbare  Folge  der  ersten;  will  man  näm- 
lich die  Beobachtungszeit  t  selbst  beibehalten  und  nicht  auf  die  Zeit  T  zurückgehen, 
so  beachte  man,  dass  alle  Änderungen  vermöge  ihrer  Kleinheit  linear  vorausgesetzt, 
der  wahre  Ort  zur  Zeit  t  mit  dem  scheinbaren  zur  Zeit  t  +  dt  identisch  ist.  Man  be- 
rechne also  mit  Hilfe  einer  Ephemeride  die  scheinbare  Bewegung  des  Himmels- 
körpers in  der  Zeit  dt^  addire  diese  zur  Beobachtung  und  hat  so  den  wahren  Ort 
zur  Zeit  t.  Diese  Methode  ist  bei  weitem  weniger  zu  empfehlen  als  die  voran- 
gehende und  einer  Beschränkung  deshalb  unterworfen,  weil  dieselbe  ausser  der 
Distanz  die  scheinbare  Bewegung  als  bekannt  voraussetzt,  während  die  erste  Methode 
nur  die  Kenntnis  der  Distanz  erfordert.  Man  würde  sie  nur  dann  mit  Vortheil 
anwenden,  wenn  die  Forderung  vorläge,  eine  Ephemeride  zu  berechnen,  die  den 
scheinbaren  und  nicht  den  wahren  Ort  des  Himmelskörpers  angibt. 

Die  dritte  Methode  endlich,  welche  mit  Vortheil  bei  ersten  Bahnbestimmungen 
benützt  wird ,  besteht  darin ,  dass  man  die  zur  Zeit  t  beobachteten  Coordinaten  von 
der  Fixstemaberration  vollständig  (also  mit  Berücksichtigung  der  von  der  Erdbahn- 
excentricität  abhängigen  Glieder)  befreit,  und  die  so  corrigirte  Ikobachtung  als 
wahren  Ort  des  Himmelskörpers  zur  Zeit  T,  gesehen  von  dem  zur  Beobachtungszeit  t 
gehörigen  Erdorte,  annimmt.  Diese  Methode  eignet  sich  besonders  für  erste  Bahn- 
bestimmungen, weil  der  Erdort  und  die  aus  demselben  abgeleiteten  Hilfsgrössen  un- 
geändert  bleiben. 
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6.  Änderungen  der  Fundamentalebenen  im  Baame. 

Die  Lage  der  Fundamentalebenen  (Äquator  und  Ekliptik)  ist  säcularen  und 
periodischen  Störungen  unterworfen.  Die  säcularen  Änderungen  fasst  man  unter 
dem  Namen  der  Präcession  zusammen,  die  periodischen  werden  in  den  Begriff  der 
Nutation  einbezogen.  Eine  Folge  dieser  Störungen  ist,  dass  die  Lage  des  Äquinoctial- 
punktes  ebenfalls  Änderungen  erleidet.  Befreit  man  eine  Beobachtung  vom  Ein- 
flüsse der  Aberration  und  den  periodischen  Änderungen  der  Fundamentalebenen 
(Nutation),  so  sagt  man,  dass  diese  Beobachtung  auf  das  mittlere  Äquinoctium  der 
Zeit  der  Beobachtung  bezogen  ist.  Durch  Anbringen  der  Präcession  kann  man  die 
Eeduction  auf  ein  beliebiges  anderes  mittleres  Äquinoctium  ausfuhren.  Befreit  man 
die  auf  das  scheinbare  Äquinoctium  bezogene  Beobachtung  nur  von  dem  Einflüsse 
der  Aberration,  so  ist  diese  Beobachtung  auf  das  wahre  Äquinoctium  reducirt. 

Die  säcularen  Veränderungen,  welche  die  Lage  der  Ekliptik  erfahrt,  sind 
durch  den  störenden  Einfluss  der  Planeten  des  Sonnensystems  bedingt;  die  perio- 
dischen Veränderungen,  welche  durch  diesen  verursacht  werden,  bringt  man  als  Stö- 
rungen in  der  Breite  gesondert  in  Rechnung,  dieselben  sind  daher  von  der  vorliegenden 
Untersuchung  auszuschliessen.  Wählt  man  eine  fixe  Ekliptik  als  Fundamentalebene, 
so  kann  man  die  Lage  einer  andern  Ekliptik  durch  die  Länge  des  aufsteigenden 
Knotens  (il)  und  ihre  Neigung  (tt)  gegen  die  fixe  definiren.  Den  Gleichungen,  welche 
diese  beiden  Grössen  bestimmen,  kann  man,  da,  wie  schon  oben  erwähnt,  die  perio- 
dischen Störungen  anderweitig  in  Rechnung  gezogen  werden,   die  Form  ertheilen: 

tg  (tt)  sin  (71)  =p,  t+p^  fl^p,t^^ 1 

tg  (7t)  cos  (il)  =  ft  <  -h  ?2  ^^  +  ?3  ^^  H j 

Zählt  man  die  Zeit  in  Einheiten  des  julianischen  Jahrhunderts  =  36525  mittlere 
Sonnentage  von  der  Epoche  1850,0,  so  hat  man  nach  Le-Verrier's  Sonnentafeln 
(Annales  de  Vobservatoire  de  Paris  IV  pag.  49  und  50)  mit  Rücksicht  auf  die  in  dem- 
selben Bande  pag.  96  gegebenen  Massencorrectionen  (1/  ^  -|-  0-004,  ^'"  =  —  0-105) 
anzimehmen*): 

Pi  =  +    5"84i ,        P2  =  +  o"i964 ,        Pz=  —  o"ooo23  1 
?i  =  —  47"594 ,         ?2  =  +  o"o568 ,         Js  =  +  o"ooo54.  j 

Die  Glieder  p^  und  J3  finden  sich  zwar  in  den  Sonnentafeln  nicht  angeführt ,  ich 
habe  dieselben  jedoch  nach  Le-Verrier's  Untersuchungen  über  die  Säcularstörungen 
(Annal6s  de  observatoire  de  Paris  II  p.  162)  genähert  berechnet;  der  Einfluss  dieser 
Glieder  ist  selbst  für  sehr  entfernte  Epochen  nicht  bedeutend  und  verschwindet  fiwt 
gegen  die  anderweitig  bestehenden  Unsicherheiten. 

Die  Lageveränderungen  der  Ebene  des  Erdäquators  sind  hauptsächlich  durch 
die  Wirkung  des  Mondes  und  der  Sonne  auf  den  abgeplatteten  Erdkörper  bedingt ; 

*)  Diese  Annahmen  sind  nicht  die  besten,  die  man  gegenwärtig  zu  machen  in  der  Lage  ist, 
doch  glaube  ich ,  dass  es  wegen  der  (Konformität  mit  den  in  Verwendung  kommenden  Sonnentafeln 
erwünscht  sei,  die  obigen  Zahlenwerthe  zu  wählen. 
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diese  Veränderungen ,  welche  wesentlich  grösser  sind  als  jene  der  Ekliptik ,  sollen 
in  dem  vorliegenden  Werke  aus  dem  Attractionsgesetze  vollständig  ermittelt  werden. 
Um  diese  Aufgabe  in  allgemein  verständlicher  Weise  lösen  zu  können,  müssen  noch 
einige  vorbereitende  Entwicklungen  vorgenommen  und  diesen  die  Erläuterung  der 
bei  der  Präcession  und  Nutation  auftretenden  Bogen  und  ihrer  Bezeichnungen 
vorangeschickt  werden. 

Die  periodischen  Änderungen  der  Lage  des  Äquinoctialpunktes  in  der  Ekliptik 
bezeichnet  man  als  Nutation  in  Länge,  jene  in  der  Neigung  der  Ekliptik  gegen  den 
Äquator  als  Nutation  der  Schiefe  der  Ekliptik.  Um  die  säcularen  Änderungen  der 
Fundamentalebene  zu  erläutern,  nehme  ich  eine  Figur  zu  Hilfe,  welche  diejenige 
Lage  der  grössten  Kreise,  in  der  dieselben,  vom  Centrum  der  Himmelskugel  aus  ge- 
sehen, erscheinen,  darstellt.     Zeichnet  man  die  Durchschnitte  einer  Ebene  mit  der 

Himmelskugel  als  Kreise,  so  kann  die  beistehende 
Figur  (Fig.  I)  als  Schema  dienen ;  die  in  derselben 
gezogenen  Kreise  repräsentiren  grösste  Kreise  auf  der 
Himmelskugel;  EE^  sei  ein  Bogen  der  als  fix  ange- 
nommenen mittleren  Ekliptik  zur  Zeit  ^  =  o ;  die  Lage 
des  derselben  Zeit  angehörigen  mittleren  Äquators  sei 
durch  den  Bogen  AA^  dargestellt,  der  Durchschnitts- 
punkt beider  Kreise  Y"  ^s*  demnach  der  mittlere  Früh- 
jahrspunkt zur  Zeit  der  Ausgangsepoche  und  der  Winkel  E^A  die  mittlere  Schiefe 
der  Ekliptik  für  denselben  Moment.  Der  Umstand,  dass  die  Trägheitsmomente  des 
Erdkörpers  bezogen  auf  drei  auf  einander  senkrechte  Achsen  verschieden  sind,  bedingt : 
dass  die  vereinigte  Attraction  des  Mondes  und  der  Sonne  eine  Lageverändenmg  des 
Äquators  bewirkt,  während  die  Lage  der  Ekliptik  hiedurch  nicht  beeinflusst  wird, 
und  zwar  weicht  der  Äquator  mit  nahezu  constanter  Neigung  auf  der  Ekliptik  zurück, 
in  der  Zeit  t  wird  er  etwa  die  Lage  AA^  einnehmen,  der  Durchschnittspunkt  des  be- 
weglichen Äquators  auf  der  fixen  Ekliptik  wird  durch  den  Punkt  c  dargestellt.  Der 
Bogen  Y"^»  ^JJ^  welchen  Betrag  der  bewegliche  Äquator  auf  der  fixen  Ekliptik  zurück- 
gewichen ist,  wird  die  lunisolare  Präcession  genannt,  der  Winkel  E^cA  ist  die 
Schiefe  der  fixen  Ekliptik  gegen  den  beweglichen  Äquator,  welcher  Winkel  in  der 
Folge  mit  c'  bezeichnet  werden  soll. 

Wie  schon  erwähnt ,  erfährt  durch  den  störenden  Einfluss  der  Planeten  die 
mittlere  Ekliptik  ebenfalls  säculare  Änderungen;  nimmt  man  an,  dass  zur  Zeit  t 
die  so  veränderte  Ekliptik  durch  den  Bogen  E\E  dargestellt  sei.  so  wird  der  Früh- 
jahrspunkt zur  Zeit  i  durch  Y^  bezeichnet  sein;  der  Winkel  ETsf^A  ist,  wenn  der 
Bogen  AAx  dem  mittleren  Äquator  angehört,  die  zu  dieser  Zeit  gehörende  mittlere 
Schiefe  der  Ekliptik,  die  mit  e  bezeichnet  werden  soll;  den  Bogen  cY^i?  dessen 
Entstehung  durch  die  störende  Wirkung  der  Planeten  veranlasst  wird,  nennt  man  die 
Präcession  durch  die  Planeten.  Denkt  man  sich  den  Bogen  '^fE  seiner  Grösse  nach 
auf  dem  Bogen  ExE  von  E  aus  aufgetragen,  so  dass  gewissermassen  E  als  Drehimgs- 
punkt erscheint,  so  wird  das  Ende  desselben  auf  den  Funkt  d  tiefien,  welcher  in  der 
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Zeichnung  mit  dem  Punkte  y  durch  eine  punktirte  Linie  verbunden  erscheint ;  der 
Bogen  rfY^i  wird,  wenn  wieder  durch  AAy  der  mittlere  Äquator  dargestellt  ist,  die 
allgemeine  Präcession  genannt  und  ist  diejenige  Grösse,  um  welche  die  Längen 
durch  die  vereinigte  Wirkung  der  Planeten  einerseits  und  des  Mondes  und  der  Sonne 
auf  das  Erdellipsoid  anderseits  zunehmen.  Diese  Definition  für  die  allgemeine 
Präcession  soll  in  dem  vorliegenden  Werke  festgehalten  werden. 

Nachdem  so  die  Nomenclatur  festgestellt  ist,  sollen  nunmehr  die  Bewegungen 
des  Äquators  gegen  die  fixe  Ekliptik  als  Folge  der  Anziehung  des  Mondes  und  der 
Sonne  auf  das  Erdellipsoid  dargelegt  werden ;  hierbei  wird  die  Erde  als  ein  absolut 
starrer  Körper  betrachtet  werden,  eine  Annahme,  der  immerhin  berechtigte  Zweifel 
entgegengebracht  werden  können ;  man  wird  sich  daher  gegenwärtig  halten  müssen, 
dass  die  Richtigkeit  der  folgenden  Resultate  von  dieser  einschränkenden  Bedingung 
abhängig  ist. 

A.  Theoretische  Bestimmung  der  Ausdrücke  für  die  Präcession  und  Nutation. 

a.  Die  Euler'schen  Differentialgleichungen  der  Rotationsbewegung, 

Bei  der  Betrachtung  der  Bewegung  eines  starren  Körpers  kann  man  sich  die- 
selbe stets  in  zwei  Bewegungen  zerlegt  denken,  nämlich  eine  für  alle  Theile  des 
starren  Körpers  gemeinschaftlich  fortschreitende  und  eine  rotirende,  die  um  einen 
Punkt,  der  für  diese  letztere  Bewegung  als  fest  gedacht  werden  kann,  stattfindet. 
Den  starren  Körper  kann  man  sich  aus  den  Massenelementen  Wj,  m^^  i»3,  •  •  •  be- 
stehend vorstellen,  an  welche  die  den  Coordinatenaxen  parallelen  Kraftcomponenten 
beziehungsweise  Xj ,  F^ ,  Zj  ;  X2 ,  Y^  >  -^2 ;  •  •  •  angreifen  ;  die  Coordinaten  dieser 
Punkte  sollen  dargestellt  sein: 

für  m,  durch :  x,  +  x^,  y,  +  y\,  «/  +  ^1 
n  ^  n  ^'  +  ^2)  y^  +  yiy  ^/  +  ^ 
11  ^     M      ^/  +  ^3j  y^  +  y-ii  «,  +  ^ 


Wie  man  sieht,  ist  jede  Coordinate  in  zwei  Theile  zerfällt  und  zwar :  in  einen  für 
alle  Coordinaten  derselben  Achse  constanten  Theil  und  einen  mit  dem  Massenpunkte 
veränderlichen.  Diese  Zerfällung  erweist  sich  für  die  Folge  vortheilhaft,  indem  durch 
dieselbe  an  die  Coordinaten  ^1,  yi,  2^1 ;  ^2?  ^2»  ^  ?  '  '  *  Bedingungen  geknüpft  werden 
können,   welche  die  zu  benützenden  Gleichungen  wesentlich  einfacher  gestalten. 

Soll  der  starre  Körper  im  Gleichgewichte  sein ,    so   müssen  bekanntlich  die 

Gleichungen : 

2X  =  o,  2{{x,+x)Y-(y.  +  y)X}  =  o 

2Y=o,  2{(z,  +  z)X-(x,  +  x]  Z}  =  o 

2Z  =0,  2{{i/,+y)Z-{z,  +  z)Y]  =  o  t 


0 


bestehen,  in  welchen  die  Summen  sich  auf  alle  Massenelemente  m^,  Wj,  »13  •    •  des 
starren  Körpers  beziehen,  demnach  für  die  diesbezüglichen  Kräfte  und  Coordinaten 
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unter  dem  Summenzeichen  keine  Indices  geschrieben  wurden.  Nach  dem  d'Alem- 
b  er  tischen  Princip  erhält  man,  nachdem  die  mit  der  Masse  multiplicirte  l^eschleu- 
nigung  der  wirkenden  Kraft  gleich  gesetzt  wurde,  die  Relationen : 

^{^-»(&+S))=<> 

^  {(,,  +  4z  _„($  +  $)]-  1».  +  .1  [y-  » (fe  + 1)]}  =  o, 

In  diesen  Gleichungen  ist  offenbar  weder  eine  bestimmte  Annahme  über  die  Lage 
des  fix  gedachten  Coordinatensystems  noch  über  die  Coordinaten  x„  y,  und  z,  ge- 
macht; man  kann  über  dieselben  willkürlich  verfugen.  Es  sollen  nun  diese  Coor- 
dinaten 80  gewählt  werden,   dass  für  die  mit  den  Massenelementen  veränderlichen 

Coordinaten : 

2mz  =  o,         ^my  =  o,         ^mz  =  o,  3) 

wird,  welche  Annahme  offenbar  unter  allen  Umständen  gestattet  ist;  beachtet  man, 
dass  das  Summenzeichen  sich  nur  auf  die  verschiedenen  Massenelemente  bezieht, 
also  die  Coordinaten  x,^  y,  und  z,  von  demselben  unabhängig  sind,  so  dass  man 
allgemein  schreiben  darf: 

^9  {^,  y,  ^)  f[^n  Vn  z)  =  /(^o'yo «/)  -9>»(^.  y, «). 

und  setzt  überdiess : 

M  =  2m  =  mi  -\-  m2  +  ni2  +  '  '  '  j  a) 

so  verwandeln  sich  zunächst  die  ersten  drei  Gleichungen  in  2)  in : 


M 


i%_ 


dß 


=  2Z, 


4a) 


da  offenbar  nach  3)  auch  gesetzt  werden  kann: 


^'»S=°' 


Die  Reduction  der  anderen  Gleichungen  gestaltet  sich  ebenfalls  sehr  einfach.  Denkt 
man  sich  die  Klammem  unter  den  Summenzeichen  aufgelöst  und  beachtet,  dass 
unter  den  Annahmen  über  x,j  y,  und  z, : 


x,2m-^  =  o, 


#^^y  =  o. 


y,2m 


dt^ 


=  0, 
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,,.^{x-»  ($  +  £)) -o, 


^  m«  =  o 


4b) 


isty  80  erhält  man  leicht: 

Die  Gleichungen  4a)  und  4b)  bilden  zusammen  ein  System  von  Differentialgleichungen, 
welches  die  Bewegung  eines  starren  Körpers  vollständig  beschreibt ;  sieht  man  ab  von 
den  Kräften  X,  Y und  Z,  die  im  Allgemeinen  wohl  Functionen  von  x,,  y,  und  z„  und  den 
je  nach  den  Massenelementen  mit  verschiedenen  Indices  zu  bezeichnenden  Coordinaten 
Xj  y  und  z  sind,  so  enthalten  die  Gleichungen  4a)  nur  die  durch  die  Bedingungen  3)  be- 
stimmten Coordinaten,  4bj  aber  nur  die  relativen  Coordinaten  der  Massenelemente 
gegen  den  durch  a:„  y,  und  z,^  definirten  Pimkt.  Die  ersteren  Gleichungen  beschreiben 
also  die  allen  Theilen  des  starren  Körpers  gemeinsame  fortschreitende  Bewegung ;  man 
nennt  den  durch  die  Coordinaten  x, ,  y,  und  z,  bezeichneten  durch  die  Gleichungen  3) 
definirten  Punkt  den  Schwerpunkt.  Die  letzteren  Gleichungen,  nämlich  4b),  be- 
stimmen die  Rotationsbewegung ;  man  hat  sich  hierbei  zu  erinnern,  dass  in  diesen  der 
Anfangspunkt  des  Coordinatensystems  in  den  Schwerpunkt  verlegt  gedacht  ist ,  dass 
aber  die  Lage  der  Achsen  ihrer  Richtung  nach  sonst  völlig  willkürlich  ist.  Die 
Gleichungen  4a),  welche  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  darstellen,  sind  bereits 
oben  (pag.  43)  verwendet  worden ,  als  die  Bewegung  eines  Planeten  um  die  Sonne, 
beide  Himmelskörper  als  materielle  Punkte  betrachtet,  in  Rechnung  gezogen  wurde ; 
für  die  folgenden  Untersuchimgen  wird  nur  das  Gleichiuigssystem  4b)  in  Betracht 
kommen. 

Führt  man  in  die  Gleichimgen  4b)  statt  eines  festen  Coordinatensystems  ein 
bewegliches  ein ,  welches  mit  dem  rotirenden  Körper  fest  verbunden  gedacht  ist ,  und 
dessen  Anfangspunkt  mit  dem  Schwerpunkte  zusammenfällt ,  so  werden  die  Coordi- 
naten des  Massenpunktes  nty  in  diesem  Systeme  in  der  Folge  durch  rr/,  y/  und  ;?i' 
zu  bezeichnen,  ebenso  die  Coordinaten  der  übrigen  Massenelemente  W2,  ^,  .  .  mit 
den  entsprechenden  Indices  zu  versehen  sein.  Unmittelbar  aber  dürfen  diese  Coordi- 
naten in  die  Gleichungen  4b)  nicht  eingeführt  werden,  weil  die  oben  angesetzten  auf 
das  d^  AI  emb  er  tische  Princip  gegründeten  Differentialgleichungen  im  Allgemeinen 
für  ihre  Giltigkeit  ein  festes  Coordinatensystem  voraussetzen;   auf  diesen  Umstand 
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muss  desshalb  später  gehörig  Rücksicht  genommen  werden.  An  diese  neuen  üoor- 
dinaten  x\  xf  und  z'  soll  vorerst  die  Bedingung  geknüpft  werden,  dass  sie  den 
Gleichungen : 

genügen ,  wobei  das  Summenzeichen  sich  wieder  auf  die  verschiedenen  Massenpunkte 
und  deren  Coordinaten  bezieht.  Die  Berechtigung  dieser  Bedingungen  muss  aber  be- 
sonders nachgewiesen  werden ,  weil  dieselbe  nicht  so  offenkundig  zu  Tage  liegt ,  wie 
die  durch  die  Gleichungen  3)  (pag.  127)  eingeführten  Annahmen. 

Denkt  man  sich  irgend  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  und  durch  den 
Anfangspunkt  desselben  eine  Gerade  gezogen ,  welche  mit  der  X,  Y  und  Z-Achse  be- 
ziehimgsweise  die  Winkel  a,  ß  und  y  einschliesst ,  so  wird  der  Abstand  J  eines  durch 
die  Coordinaten  x^  y  und  z  defiuirten  Punktes  von  dieser  Linie  bestimmt  sein  durch : 

z/2  s=  a:2  +  y2  ^  ;jj2  —  (a:  cos  a,g^  y  cos  /?  +  «  cos  y)^. 

Die  Richtigkeit  dieser  Relation  leuchtet  sofort  ein,  wenn  man  bedenkt,  dass  der 
An&ngspunkt  des  Coordinatensystefms ,  der  in  Betracht  gez(^ne  Massenpunkt  und 
der  Fusspunkt  des  vom  Massenpunkte  auf  die  vorgelegte  Gerade  gefällten  Perpendikels 
ein  rechtwinkliges  Dreieck  einschliessen ,  dessen  eine  Kathete  ^,  die  andere 
X  cos  a-^-yoos/I?  +  ^cosy  ist,  während  das  Quadrat  der  Hypothenuse  offenbar  durch 
^^  +  y^  +  ^^  dargestellt  wird.    Aus  dieser  Gleichung  folgt  aber  sofort : 

^=a;28ina2  +  y2  8;n^2^»2;2giiiy2 — 2xy cos a cos ß — 2xzcosacosy  —  2yzcosßcosy.  6) 
Betrachtet  man  nun  alle  Massenpunkte  des  starren  Körpers  und  bildet  die  Summe  : 

so  nennt  man  diesen  Werth  das  Trägheitsmoment  des  starren  Körpers  in  Bezug  auf 
die  in  Betracht  gezogene  Gerade.  Für  einen  gegebenen  specieUen  Fall  werden  aber, 
gleichgiltig  in  welcher  Richtung  man  sich  die  Gerade  durch, den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  gezogen  denkt,  die  Summen : 

2mx^  =  T^,         2my^  =  Ty,        2mz^    =  T^, 
2myz  =  P^j        2mxz  =  Pyj        2mxy  =  Pg, 

Constanten  sein.  Multiplicirt  man  demnach  'die  Gleichung  6)  beiderseits  mit  dem 
zu  z/  gehörenden  Werthe  von  m  imd  bildet  dann  die  Summe  für  alle  Massenelemente, 
so  erhält  man  das  Trägheitsmoment  des  starren  Körpers  in  Bezug  auf  die  in  Betracht 
gezogene  durch  die  Winkel  a,  ß  und  y  bestimmte  Gerade  ausgedrückt  durch : 

T  =  Ta-sina^  +  TySinß^  +  T^siny^  —  iP^^cosßcosy 

7) 
—  2PyCosacosy  —  2pgCosacosß. 

Es  kann  das  Trägheitsmoment  niemals  Null  werden ,  sobald  Massentheile  vorhanden 
sind ,  die  nicht  in  der  gezogenen  Geraden  allein  liegen ;  man  kann  demnach  für  das 
vorliegende  Problem  annehmen,  dass  t  stets  ein  positiver  Werth  zukommt.  Trägt  man 
dfflnnach  die  stets  endliche  Grösse  i  :  yr  auf  der  Geraden  vom  Anfitngspunkte  der 

Oppolser,  Bfthnbestimmangen.  I.  2.  Auflage.  17 
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Coordinaten  auf,  so  werden  die  Coordinaten  dieses  Endpunktes  §,  tj  und  ^  bestimmt 

sein  durch : 

w coB  a  cofl  /9       ^ CQgy 

yx  j/t  Vt 

Setzt  man  die  aus  diesen  Relationen  sich  ergebenden  Werthe  in  die  Gleichung  7)  ein 
und  erinnert  sich,  dass  die  Gleichung : 

cos  «2  +  cos  ß^  +  cos  y2  =  I 


besteht,  somit  auch : 


sin  a^  =  cos  Z?^  +  cos  y^ 
sin  ß^  =  cos  a^  +  cos  y^ 
sin  /^  =  cos  a^  +  cos  /^ 


ist,  so  erhält  man  : 

I  =  (Ty  +  T,)  P  +  {T^  +  T,)  1,2  +  (T^+Ty)  ;^-2P^ri^-2PyS^-2P^SV' 

Denkt  man  sich  dieselbe  Operation  für  alle  möglichen  Lagen  der  Geraden  ausgeführt, 
so  werden ,  weil  Vt  ein  stets  endlicher  Werth  zukommt,  die  Endpunkte  der  Abschnitte 
I  :  Vr  eine  geschlossene  Fläche  bilden ;  diese  ist  nach  der  letzten  Gleichung  ein  drei- 
achsiges Ellipsoid.  Das  oben  betrachtete  Goordinatensystem  hat  seinen  Anfimgspunkt 
den  gemachten  Voraussetzungen  nach  im  Schwerpunkte ,  die  Achsen  selbst  siqd  be- 
züglich ihrer  Lage  nicht  näher  bestimmt;  legt  man  aber  dieselben  so,  dass  die  Achsen 
mit  den  drei  Achsen  des  Ellipsoids  zusammenfallen ,  so  nimmt  die  vorliegende  Glei- 
chung die  Gestalt : 

I  =  {Ty  +  T,)ii  +  (T^+  T,)rj^  +  {T^  +  Ty)^, 

an ,  woraus  man  schliessen  kann ,  dass  durch  diese  Wahl  der  Lage  der  Coordinaten- . 
achsen  P^ ,  Py  und  P^  der  Null  gleich  sind ,  somit  nach  der  Bedeutung  dieser 
Grössen: 

wird. 

Aus  dieser  Betrachtung  leitet  man  einige  wichtige  Schlüsse  ab,  zunächst  die 
Richtigkeit  der  oben  (Gleichung  5)  pag.  1 29)  geforderten  Bedingung ,  dass  die  Sum- 
men aus  den  Producten  je  zweier  Coordinaten  in  das  zugehörige  Massenelement  der 
Null  gleich  gesetzt  werden  können.  Ist  das  gewählte  Coordinatensystem  diesen  Be- 
dingungen gemäss  bestimmt,  so  nennt  man  die  diesbezüglichen  Achsen  die  Haupt- 
achsen der  Trägheit ;  die  auf  diese  Hauptachsen  bezogenen  Trägheitsmomente  werden 
die  Hauptträgheitsmomente  '  genannt ;  zu  deren  Berechnung  dienen  die  allgemein 
giltigen  Formeln: 


2myz  =s  Oy         2mxz  =  Oj        2mxy  =  0 


A  =  2m  (y'2  +  z'^) 
B  =  2m  (x'^  +  «'2) 
C  =  Smix^  +  y'^). 


8) 


Femer  kann  man  aus  der  obigen  Gleichung  schliessen,  dass  jeder  wie  immer  zu- 
sammengesetzte Körper  stets  drei  Hauptachsen  der  Trägheit  hat,  die  auf  einander 
senkrecht  stehen;  man  kann  sich  daher,  wenn  man  nur  die  Bewegungsverhältnisse 
des  starren  Körpers  selbst  in  Betradit  ziehen  will,  denselben  durch  ein  homogenes 
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dreiachsiges  ElKpsoid  ersetzt  denken,  welches  durch  Poinsot  den  Namen  Central- 
ellipsoid  erhalten  hat. 

Ans  der  Combination  der  vorstehenden  Gleichungen  wird  man  leicht  schlies- 

sen,  dass:  Ty  +  T,  ^  A,     T^+T,==  B,     T^+Ty=  O, 

ist,  demnach  wird  die  Gleichung  des  Centralellipsoids  lauten: 

Ax^+  By^+  Cz^  =  I. 

Diese  letzteren  und  weitere  sich  daran  knüpfende  Betrachtungen  sind  für  den  zu- 
nächst vorliegenden  Zweck  nicht  nöthig. 

Stellt  man  in  der  Gleichung  4b)  (pag.  128)  die  Forderung,  dass  in  derselben 
ein  Coordinatensystem  eingeführt  wird,  welches  als  Achsen  die  Hauptachsen  der 
Trägheit  hat,  so  wird  man  durch  entsprechende  Transformationen  statt  der  Coordi- 
naten  x,  y,  z  die  Coordinaten  x',  y',  z'  einzuführen  haben. 

Seien  x\  y'  und  z'  die  auf  die  Hauptachsen  der  Trägheit  bezogenen  Coordi- 
naten des  Massenpunktes  m ,  und  x^  y,  z  die  für  das  feste  Achsensystem  geltenden 
Coordinaten ,  so  werden  zur  Transformation  der  Coordinaten  zunächst  die  bekannten 
Relationen : 


x'  =  cw:  +  ö'y  +  ^"^ 
y'=bx  +  Vy  +  V'z 
z'  =  ex  +  c'y  4-  c";5 


X  =i  ax'  +  by'  +  cz 
a)  y  =  aV  +  Vy'  +  Cz'    \    b) 


bestehen.  In  diesen  Gleichungen  stellen  die  Buchstaben  a,  4,  c,  a',  h\  c\  ä\  J",  c"  Co- 
sinus von  Winkeln  dar  imd  wird ,  wenn  man  die  Winkel  durch  die  einschliessenden 
Achsen  bezeichnet,  wobei  die  accentuirten  Buchstaben  den  Achsen  des  beweglichen, 
die  nicht  mit  einen  Accente  versehenen  jenen  des  festen  Systems  angehören,  sein: 
a  =  cofl  (XX')     ,     a'  =  cos  [YX]     ,     a"  =  cos  [ZX] 

Ä  =  cos(xr)   ,   Ä'  =  cos(ry')   ,   6"  =  cos(zr) 

c  =  cos(XZ')     ,     c'=cos(rZ')     ,     c"  =  cos(ZZ'). 

Zwischen  diesen  neun  Cosinusfunctionen   bestehen  bekanntlich  gewisse  Relationen, 

welche,  weil  in  der  Folge  vielfach  nöthig,  hier  übersichtlich  zusammengestellt  werden: 

a2  +  a'2  +  a"2  =  1  ^  a  2  4.  j  2  +  ^  2  =  i 

J2  +  i'2  +  J"2  =    I    l    c)  a'2  +  6'2  +  c'2   =    I     ^    d) 

C2  +  c'2  +  C"2  =    ,   1  «"2+  Ä"2+  c"2  =    i 


ab  +  a'V  -h  a'T=  o  |  aa!  +hV  +  cc'  =  o 

ac  +  a'c'  +  ä'c"  =  o  i  e)  00"+  bV  +  cc"  =  o 


f) 


hc  +  Vc'  +  JV  =  o  )  a'a"-!-  Vb"  +  c'd'=  o  ] 

a  ==  6V'  —  cb"  \  a'  =  cb"  —  bc"  \  (f  =  bc'  —  cV  \ 

b  =  cV  —  a'c"  lg)  *'  =  ac"  —  cd'  \  h)  6"  =  cd  —  oc'  i  i) 

c  =  a'i"  —  J'a"  )  c'  =  Ja"  —  aV'  \  c"  =  ab'  —  ba'\ 

Aus  diesen  Belationen  sollen  einige  Folgerungen  abgeleitet  werden,  welche  die  spä- 
teren Entwicklungen  möglichst  kurz  gestalten.  Die  Differentiation  der  Gleichungen  e) 

17* 


Digitized  by 


Google 


132 


naoh  t  ergibt,  wenn  alle  neun  CosinuBfunctionen  als  mit  t  variabel  gedacht  sind,  unter 
Einfuhrung  der  abkürzenden  Bezeichnungen  r,  q  und  p : 

bda  +  *'da'+  V'dd'  =  —  {adb  +  a'dV  +  d'db")  v=  rdt  \ 
ade  +  a'dc'+  a"dc"  =  —  {cda  +  c'da'+c"da")  =  qdt    \  k) 
cdh  +  c'rfJ'+  cVJ"  =  —  {Idc  +  6'db'+  6'W}  =  pdU  ) 
Die  Differentiation  der  Gleichungen  c)  ergibt  aber : 

ada-\'  a'da  +  a'W  =  o 
bdh  +  VdV-^-rdV'^  o    \  1) 
cdc  +c'dc'+c'dc"  =  o. 
Um  die  in  der  Folge  nöthigen  Operationen  ohne  allzuviel  erklärende  Worte  in  mög- 
lichst übersichtlicher  Weise  ausführen  zu  können,  sollen  die  Gleichungen  k)  und  1) 
symbolisch  geschrieben  werden,  nämlich : 

K,i')=  ifi(2)=  rdt    ,     k  =  o 
K^i^)=  ir2(2)=  qdt    ,     k=o 
K,(^)=  K,i^)=pdt    ,     h==o; 
die  Vergleichung  dieser  beiden  Systeme  mit  den  obigen  k)  und  1)  lässt  die  Bedeutung 
der  Symbole  ohne  Schwierigkeit  erkennen.  Führt  man  nun  die  Operationen,  welche 
in  den  linker  Hand  stehenden  Gliedern  der  folgenden  Gleichungen  angedeutet  sind, 
durch,    so  wird  man  mit  Rücksicht  auf  die  früher  gesammelten  Belationen  leicht 
finden:  a  K^^^^—  b  K^^^\  c  h,=  de  =  [a  q  —  b  p)  dt  \ 

ciK^^^—  6'ir3(2)+  e'k=  de*  =  [dq  —  V p)  dt  \  m) 
a^K^^)—  i"if3(2)+  c'7,  =  (fc"=  [d'q  —  Vp]  dt  \ 
c  JTa^*)—  a  Äi(2)4.  bk=  db=  [e  /?'—  a  r)  dt 
c'K^^^)—  a'ir,(2)+  Vk==  dV=  [c'p  —  a'r)  dt   \  n) 
e"K^^')—  a"K^^)+  V\  =  rfS"==  (c>  —  a"r)  dt  \ 
h  jri(i)—  e  Jr2(2)+  ak^  da=  [br  —  e  q)dt  \ 
j'lEjd)—  c'ir2(2)+  a7i  =  da'=  [V r  —  e'  q)  dt   i  p) 
i"ür^(t)_  o"ir2(2)+  a'7i  =  da"=  [b"r  —  e"q)  dt  ) 
Die  Gleichungen  m) ,  n)  imd  p)  geben  die  Differentiale  der  neun  Cosinusfunctionen  an ; 
multiplicirt  man  dieselben  entsprechend  dem  im  nächsten  Gleichungssysteme  q),  links 
vom  Gleichheitszeichen  stehenden  Ausdruck  untereinander  und  addirt  die  zusammen- 
gehörigen Produkte ,  so  findet'sich  mit  Rücksicht  auf  die  Relationen  e)  und  c) : 

dadb  +  daldh'  +  dd'dV  =  —  pqdt'^  \ 
da  de  +  da  de'  +  dd'dd"  =  —prdt^  \   q) 
dbdc  +  dVde'  -f-  rfi'W  =  —  qrdf^, ) 
Differentiirt  man  die  Gleichungen  k)  nochmals  nach  <,  so  erhält  man;  die  eben  ange- 
führten Relationen  q)  beachtend,  ohne  Schwierigkeit : ' 


d^ 


rf2a"        ir    ,  (     rf25 

^'  _dq 

dp    ~  dt'^P^' 


dp 


dp 


dp 


dp 


(     €Pa    ,      ,   d^a'  „  dM' )        dq 

dp      .  \r    ^C      t       If  ^C'      I      irr   ^<^')  dp 


r) 
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Aas  den  Gleichungen  m),  n)  und  p)  folgt  schliessHoh  noch: 

p  da  -^  q  db  +  r  de  =o 
p  da'  +  q  db'  -{-  r  de'  ^=^0 
p  da'  +  q  db"  +  rdc"  ^  o. 

Mit  Hilfe  der  eben  entwickelten  Relationen  wird  nun  die  in  den  Gleichungen  4b) 
(pag.  128)  vorzunehmende  Transformation  der  Coordinaten  verhältnismässig  einfach 
durchzufuhren  sein;  man  hat  in  denselben  die  Coordinaten  x^  y  und  z  durch  die 
Coordinaten  x',  y'  und  z'  zu  ersetzen.     Bedenkt  man,  dass: 


dfi  ~  ^    dfi 


y  -M  +  ^-w' 


sein  muss,  weil  das  bewegliche  Coordinatensystem  fest  mit  dem  rotirenden  Körper 
verbimden  gedacht  ist,  also  die  Derivationen  a;',  y'  und  z'  nach  der  Zeit  t  noth wendig 
der  Null  gleich  sein  müssen,  so  findet  man,  wenn  die  nach  den  beweglichen  Achsen 
zerlegten  Kräfte  mit  X',   Y'  und  Z  bezeichnet  werden,  zunächst: 

=  ^{[a''x'+b''y'+c''z')[aX'+bY'+cZ']  —  [ax'+by'+cz'][(i'X''\'b''T+^^^ 
2m]{a  x+by  +cz)(x  ■^^^+y-^+z-^)-la  x+b  y  +c  z  j\x-^+y^^ 

=  2  {{a'x'+b'y'+c'z')  [ci'X'+b"  F +c"Z')— (aV+Ä"y'H-cV)  [a'X'+V  Y'+c'Z')}. 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  sofort  einfacher  schreiben;  löst  man  nämlich  zu- 
nächst linker  Hand  vom  Gleichheitszeichen  unter  den  Summensymbolen,  von  denen 
offenbar  die  Cosinusfunctionen  und  deren  Derivationen  unabhängig  sind,  die  Klam- 
mem auf,  so  werden  vermöge  der  Gleichungen  5)  [pag.  129),  welche  die  Hauptachsen 
der  Trägheit  als  Coordinatenachsen  einfiihren,  alle  jene  Glieder  verschwinden,  in 
denen  die  Producte  x'y',  :r'2' und  y'z'  auftreten;  rechter  Hand  wird  die  Auflösung 
der  Klammem  und  die  Benützung  der  in  g) ,  h)  und  i)  enthaltenen  Relationen  die  fol- 
genden wesentlich  einfacheren  Formen  ergeben: 

2m]xx[a^-a^)  +  yy\b^-b-^]+zz(c^-c^)\  = 
=  2  {c"  [x'  Y'—y'X')  +  b"  (z'X'—x'Z')  +  a"  {f/'Z  —  z'  T)} 

2m]xx[a  ^^,-a^)+yy\b-^^,-b^)+zz[c^^^,~c^)\  = 
=  2  [c'  (x'Y'—y'X')  +  b'  [z'X'  —  x'Z']  +  a'  [y'Z'—z'Y')} 

2m]xx\a^-a-^]  +  yy[b-^-b^]  +  zz\c^-c^)\=^ 
^2(c  [x' Y'  —  y'X')  +  b  [z'X  —  x'Z')  +  a  [y'Z'  —  z'Y)). 


9) 
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Multiplicirt  man  nun  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  <?",  c'  und  c  und  bildet 
deren  Summe,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  8)  (pag.  130)  und 
r)  (pag.  132)  und  auf  das  obige  Relationstableau  (pag:  131)  die  erste  der  unten  an- 
gesetzten Gleichungen  10).  Operirt  man  in  analoger  Weise,  indem  man  die  Glei- 
chungen 9)  mit  5",  V  und  h  multiplicirt,  so  wird  man  zur  zweiten  Relation  in  10) 
gelangen ;    die  Multiplication  mit  a",  d  und  a  führt  zur  dritten. 


C  J  =  [A-B^  pq  +  Z  [x'T-y'X') 


10) 


dt 
B^i=  [O—A]  pr  +  2  («'X'  —  «'Z') 

^  |-=  (^-^  9r  +  S  iy'Z'-  z'T). 

Dieses  Gleichungssystem  stellt  die  Eule  raschen  Differentialgleichungen  für  die 
Rotationsbewegung  dar ;  wie  man  sieht,  spielen  in  diesen  Gleichungen  die  oben  ein- 
geführten Hilfsgrössen />,  q  und  r  (Gleichung  k)  pag.  132)  eine  wichtige  Rolle,  weshalb 
es  vortheilhaft  sein  wird,  auf  die  Bedeutung  derselben  näher  einzugehen. 

Bezeichnet  man  mit  S  den  Winkel,  den  zwei  durch  den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  gezogene  Gerade  mit  einander  einschliessen,  mit  a^,  ßi  und  y^  die  Win- 
kel, welche  die  eine  Linie  mit  den  festen  Coordinatenachsen,  mit  «2,  ß^  und  ^2  die 
Winkel,  welche  die  andere  Linie  mit  denselben  einschliesst,  so  gilt  bekanntlich  die 

Relation : 

cos  0  =  cos  «1  cos  02  +  cos  ßi  cos  /?2  +  cos  yi  cos  y2'  ^  i) 

Betrachtet  man  nun  das  mit  dem  starren  Körper  rotirende  Coordinatensystem  in 
zwei  nur  durch  das  unendlich  kleine  Zeitintervall  dt  getrennten  Lagen  und  bezeichnet 
die  Coordinatenachsen  für  den  ersten  Fall  mit  X\,  Y\  und  Z'i,  für  den  zweiten 
mit  X2',  Y2',  2^',  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Xi '-Achse  mit  den  festen  Coor- 
dinatenachsen X,  Yund  Z  einsichliesst,  beziehungsweise  mit  a,  a'  und  a",  die  ana- 
logen Grössen  für  die  Y/- Achse  mit  6,  i'  und  ä",  für  die  Z^ '-Achse  mit  c,  c'  und  c", 
wobei  die  Buchstaben  in  derselben  Bedeutung  wie  früher  genommen  sind,  während 
für  die  zweite  Lage  des  beweglichen  Cpordinatensystems  beziehungsweise  die  Grös- 
sen a  +  rfa,  a'+  da^,  a"+  da";  h  +  db,  V+  db\  b"+  dV'\  c  +  de,  c'+  dc\  c"+  de" 
gelten,  so  findet  sich,  wenn  man  die  durch  die  Achsen  der  beiden  beweglichen  Systeme 
eingeschlossenen  Winkel  durch  die  sie  bildenden  Achsen  bezeichnet,  mit  Rücksicht 
auf  die  Fomel  11)  : 

cos  (Xi'X2')  =  a(a  +  da)  +  a'(a'-f-  da'}  +  a"(a"+  da") 
cos  (X/  F2')  =  a{b  +  db)  +  a'(b'+  db')  +  ö"(J"+  db") 
cos  (Xi'Za'j  =  a[c+dc]  +  a'[c'  +  'dc')  +  a"(c":+  de'') 
cos  (Yi'Xi')  =  b{a  +  dd)  -f  V[a'+  da')  +  5"(a"+  dd') 
cos  (Y/  Y2')  =  b[b  +  db)  +  b'[V+\db')  +  b"{b"+  db") 
cos  (Y/Zj')  =  b{c  +  de)  +  b'(e'+  de')  +  b"(e"+  de") 
cos  (Z/  X2')  =  e(a  +da)  +  c'(a'+  da')  +  e"{a"+  da") 
cos  (Zi'  Y2')  =  c{b  +  db)  +  e'{b'+  db')  +  e"(b"+  db") 
cos  (Zj'  Z2')  =  e(e  +  de)  +  c'{c'  +  de')  +  e"[e"+  de"). 
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Betrachtet  man  die  Incremente  als  unendlich  klein ,  bo  erhält  man  mit  Rücksicht  auf 
die  Relationen  q),  e],  l)  und  k)  (pag.  131  und  132)  sofort 

cos  (X/X2')  =  1  . 

cos  (X/  Ya')  =  adb  +  a'db'  +  adb"  =  —rdt 

cos  (Xj'  Z2')  :==  adc  +  a'dc'  +  a"dc"  =  qdt 

cos  (r/Xa')  =  icfc  +  J'(fa' +  i'W  ==  rdt 

cos  (r/  Fi')  =  I 

cos  ( Y/  Z2')  =  Ädc  +  Vdc'  +  Ä'W  --=  —  pdt 

cos  (Z/  X2')  =  cda  +  c'da'  +  d'dd'  =  —  qdt 

cos  (Z/  Y2')  =  cdh  +  o'rfi'  +  c'W  =  pdt 

cos  (Z/  Zj')  =  I. 

.Projicirt  man  den  Winkel  ( Yi'X2')  auf  die  (X/ Y/)  Ebene,  so  wird  derselbe  nidit  ge- 
ändert, denn  die  beiden  Ebenen  schliessen  mit  einander  einen  Winkel  erster  Ord- 
nung ein,  demnach  entstehen  durch  die  Projection  nur  Änderungen  zweiter  Ordnung : 
es  ist  also  der  Winkel  zwischen  der  X/-  und  X2'- Achse  am  Anfangspunkte  der 
Coordinaten ,  wenn  man  die  Drehung  um  die  Z'-  Achse  im  Zeitelemente  dt  von  der 
positiven  X'-Achse  nach  der  positiven  Y-  Achse  gezählt  mit  rdt  bezeichnet : 

rdt  =  90«—  {X2'Y/), 
oder  mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  Verschiebungen  unendlich  klein  sind,  alsorder 
Bogen  (90® —  X2'Y/),  dem  Sinus  gleich  gesetzt  werden  kann  : 

rdt  =  cos(X2'Y/)  ; 
r  ist  demnach  das  Mass  der  Drehung  des  starren  Körpers  um  die  momentane  Z*- 
Achse  des  mit  dem  starren  Körper  fest  verbundenen  Systems,  welche,  von  der  positi- 
ven Seite  der  Z'- Achse  aus  gesehen  in  dem  Gange  des  Uhrzeigers  entgegengesetz- 
tem Sinne  stattfindet;  r  ist  also  die  momentane  Winkelgeschwindigkeit  der  Z'- 
Achse.  Ähnliche  Schlüsse  führen  zu  dem  Resultate,  dass  p  und  q  beziehungsweise 
die  momentanen  Winkelgeschwindigkeiten  der  X'-  imd  Y- Achse  darstellen,  alle  in 
demselben  Sinne  positiv  gezählt,  nämlich,  von  der  positiven  Seite  der  Drehungsachse 
gesehen,  umgekehrt  wie  die  Bewegung  des  Uhrzeigers. 

Da  Rotationsbewegungen  nach  denselben  Gesetzen  wie  Kräfte  vereinigt  oder 
zerlegt  werden  können,  so  werden  sich  die  drei  Rotationen  p,  q  und  r  zu  einer  einzigen 
vereinigen  lassen,  deren  Grösse  bestimmt  ist  durch : 

io  =  Vp'^  +  q^  +  r2.  12) 
Diese  Gleichung  ist  somit  der  Ausdruck  für  die  Rotationsbewegung  des  starren  Körpers 
tun  eine  Achse,  welche  man,  dK  dieselbe  im  Allgemeinen  mit  der  Zeit  veränderlich  ist, 
als  die  instantane  Drehungsachse  bezeichnet.  Die  Winkel  a,  ß'  und  /,  welche  diese 
instantane  Drehungsachse  mit  den  Hauptachsen  der  Trägheit  X^  V  und  Z'  beziehungs- 
weise einschliesst,  sind  bestimmt  durch : 

cos  a'  = 


cos/J'  = 

cos  y  = 


Vp' 

+  9«  +  «^ 
?.- 

+  «*  +  r« 

r 

Vp' 

Vp'  +  q'  +  rt 

13) 
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Bo  dass,  sobald  die  Etiler*8chcn  Grössen  p,  q  und  r  bekannt  sind,  die  Bestimmung  der 
Lage  der  instantanen  Drehungsachse  gegen  das  mit  dem  rotirenden  Körper  fest  rer- 
bundene  System  ohne  Schwierigkeit  vorgenommen  werden  kann.  Will  man  die  Lage 
der  instantanen  Drehungsachse  auf  ein  fixes  Coordinatensystem  beziehen ,  so  benützt 
man  hierzu  die  Gleichung  ii)  (pag.  134);  man  wird  unter  d  der  Reihe  nach  den 
Winkel  verstehen,  welchen  die  instantane  Drehungsachse  mit  der  fixen  X,  Fund  Z-Achse 
bildet ;  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  feste  X-Achse  mit  den  beweglichen  Achsen 
X'  y  und  2?  der  Reihe  nach  einschliesst ,  sfiid,  wie  oben  (pag.  131)  durch  a,  4,  c  be- 
zeichnet, jene  der  festen  Y-Achse  mit  denselben  durch  a',  b'  und  c',  jene  der  Z-Achse  mit 
a",  i"  und  c" ;  nennt  man  also  die  Winkel ,  welche  die  instantane  Drehungsachse  der 
Reihe  nach  mit  den  fixen  Achsen  X,  Y und  Z  einschliesst,  a^',  /f  und  /',  so  hat  man 
nach  11)  (pag.  134)  die  Relationen: 

cos  a"  =  a  cos  a'  +  i  cos  /9'  +  c  cos  / 
cos  /?"  =  a'cosof'  +  b' co&ß'  +  c  cos/ 
cos  /'  =  a'cosa'  +  b^'cosß'  +  ^"cos/. 

Die  Substitution  der  Ausdrücke  13)  (pag.  135)  in  diese  Gleichungen  ergibt: 


COS  a  

ypi  +  ^2  ^_  ^2 

Vp^  +  q^  +  r2 
COS  y    -^  — ^— ^ — i_I___ 


14) 


yi>2 -h  ?2 -h  r2 

womit  die  Lage  der  instantanen  Drehungsachse   gegen  das  feste  Coordinatensystem 
ohne  Schwierigkeit  bestimmt  werden  kann. 

ß.    Erseizunff  der  neun  Oosmusfunctionen  durch  Functionen  dreier  von  einander 

unäbhüngiger  Bogen. 

Für  die  weiteren  Operationen  ist  es  förderlicher,  statt  der  neun  Cosmusfunc- 
tionen,  zwischen  denen  sechs  Bedingungsgleichimgen  bestehen,  drei  unabhängig 
Variable  einzuführen ;  die  Lösung  dieser  Aufgabe  reducirt  sich  auf  eine  einfache  Trans- 
formation der  Coordinaten.  mittelst  welcher  das  eine  Coordinatensystem  durch  drei 
passend  gewählte  Drehungen  in  das  andere  übergeführt  wird ;  es  soll,  um  für  den  Sinn 
der  Drehung  eine  feste  Regel  zu  haben ,  die  Bestimmung  getroffen  werden ,  dass  jener 
positiv  gedacht  wird ,  wenn  die  Drehung,  vom  positiven  Ende  der  Drehungsachse  aus 
gesehen,  in  der  dem  Gange  des  Uhrzeigers  entgegengesetzten  Richtung  stattfindet. 
Es  falle  das  feste  Coordinatensystem  für  eine  bestimmte  Epoche  mit  der  Ekliptik  zu- 
sammen, die  positive  X-Achse  wird  nach  dem  Frühjahrspunkte,  die  positive  Y-Achse 
nach  einem  Pimkte,  dessen  Länge  90*^  ist,  gerichtet  sein ;  die  positive  Z- Achse  trifft  den 
Nordpol  der  Ekliptik.  Das  bewegliche  Achsensystem  gehört  einer  beliebigen  Zeit  an, 
der  aufsteigende  Knoten  des  demselben  entsprechenden  Äquators  auf  der  festen  Ek- 
liptik wird  nicht  im  Herbstpunkte  liegen,  sondern  in  einem  Punkte,  dessen  Länge  mit 
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iSo**  +  \p  bezeichnet  werden  80II;  xp  ist  demnach  die  Länge  des  absteigenden  Knotens 
und  wird  ein  kleiner  Bogen  sein^  so  lange  der  Zeitunterschied  der  beiden  Epochen  ein 
massiger  bleibt.  Mit  imigekehrtem  Zeichen  genommen  wird  also  ip  (vergl.  pag.  125] 
denjenigen  Bogen  ausdrücken^  welcher  die  um  die  Nutation  in  Länge  vermehrte  luni- 
solare  Präcession  darstellt.  Die  Schiefe  der  Ekliptik  ist  bekanntlich  die  Neigung 
der  Ekliptik  gegen  den  Äquator,  für  welchen  Winkel  der  Buchstabe  c'  gewählt 
werden  soll ;  dieser  Winkel  findet  sich  an  dem  Punkte  xfj  vor ,  wo  in  der  That  der 
Voraussetzung  nach  der  aufsteigende  Knoten  der  Ekliptik  im  Äquator  liegt.  Der 
oben  gegebenen  Definition  entsprechend  ist  also  e'  die  Schiefe  der  festen  Ekliptik  gegen 
den  jeweiligen  beweglichen  Äquator.  Der  Winkel ,  welchen  die  positive  X'- Achse  des 
beweglichen  Systems  mit  der  durch  xp  gelegten  Knotenlinie  einschliesst,  soll  mit  q)  be- 
zeichnet werden ;  derselbe  wird  positiv  im  Sinne  der  Kotationsrichtung  der  Erde  ge- 
zählt und  daher,  wenn  man  sich  die  positive  X'-Achse  in  den  Meridian  eines  gegebenen 
Ortes  gelegt  denkt ,  sehr  nahe  mit  der  Stemzeit  dieses  Ortes  identisch  sein.  Die  posi- 
tive bewegliche  Y'-Achse  trifft  die  Himmelskugel  im  Äquator,  im  Abstände  90**  -|-  (p 
vom  Punkte  tpj  die  bewegliche  Z'-Achse  ist  nach  dem  Nordpol  des  Äquators  gerichtet. 
Dreht  man  das  oben  als  fest  angenommene  Coordinatensystem  um  die  Z-Achse, 
und  zwar  im  positiven  Sinne  um  den  Winkel  1//,  so  werden  die  Coordinaten  eines 
Punktes  in  diesem  neuen  Systeme  f  j ,  tjx  und  Ci  mit  den  ursprünglichen  Coordinaten 
Xy  y  und  z  durch  die  Relationen : 

fi  =  :r  cos  i//  +  y  sin  t/;  \ 

rjx  =^  y  GO&  if)  —  xAn  xp  \     i ) 

t^=z,  ) 

verbunden  sein.  Die  positive  X-Achse  dieses  neuen  Systems  trifft  einen  Punkt,  dessen 
Länge  xp  ist;  um  nim  die  XF Ebene  dieses  neuen  Systems,  welche  mit  der  Ebene 
der  Ekliptik  zusammenfällt,  durch  eine  Drehung  in  die  des  beweglichen  Äquators  zu 
verwandeln,  muss  man  die  X-Achse  als  Drehungsachse  betrachten  und.  die  oben  ge- 
machte Definition  über  den  Sinn  der  positiven  Drehung  festhaltend,  eine  Drehung  im 
Betrage  von  360^  —  «'  ausfuhren.  Die  Relationen  zwischen  den  Coordinaten  dieses 
neuen  Systems  ^^i  Vi  ^^^  ?2  ^^d  den  Coordinaten  ^|,  rji  und  Cj  sind  danach  : 

rj2  =  1^1  cos  c'  —  ^1  sin  e'    l     2) 
^2  =  Ci  cos  c'  +  rjx  sin  «'.  ) 

Die  neue  Z- Achse  als  Drehungsachse  betrachtet,  wird  man  endlich  durch  eine  Drehung 
um  den  Winkel  q)  das  Zusammenfallen  der  neuen  Coordinatenachsen  mit  den  Haupt- 
achsen der  Trägheit  bewirken;  die  bestehenden  Relationen  sind : 

ic'  =  ^2  cos  9)  -f-  rj2  sin  qp    ^ 

y'  =  1^2  cos  9?  —  ^2  sin  9^    }    3) 

z'  =  C2.  ) 

Substituirt  man  nun  successive  die  Coordinaten  x,  y,  z  in  die  Gleichungen  2)  und 
3) ,  so  findet  man  durch  Vergleichung  der  so  gewonnenen  Werthe  mit  den  Gleichun- 

Oppolzer,  Bahnbestimmangen.  I.   2.  AaiUfe.  18 
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gen  a)  (pag.  131)  sofort  die  daselbst  eingeführten  Cosinusfunctionen  durch  Functionen 
von  i/y,  e'  und  q)  ausgedrückt;  die  Ausführung  der  angezeigten  Operationen  ergibt : 

a  =  —  sin  q)  sin  xp  cos  c'  +  cos  q>  cos  i// 

a'  =  +  sin  (p  cos  xp  cos  «'  -f-  cos  y  sin  1/; 

a '  =  —  sin  qp  sin  e' 

b   =  —  cos  (p  sin  tp  cos  c'  —  sin  (p  cos  t^ 

Ä'  =  +  CDs  qp  cos  1/^  cos  c'  —  sin  qp  sin  tp     \>    ^) 

b"  =  —  cos  q)  sin  «' 
.   c   =  —  sin  1//  sin  «' 

c'  =  +  cos  1//  sin  c' 

c"  =  +  cos  €'. 

Hiermit  sind  wohl  die  gewünschten  Relationen  erreicht ;  es  wird  jedoch  zweck- 
mässig sein,  noch  auf  die  differentiellen  Verhältnisse  Rücksicht  zu  nehmen.  Die 
DiflTerentiation  der  Gleichungen  4)  ergibt,  wenn  man  rechter  Hand  vom  Gleichheits- 
zeichen g),  xp  und  «'  als  variabel  betrachtet  und  sofort  die  aus  denselben  Gleichungen 
sich  ergebenden  Relationen  einführt : 

rfö  =  -f.  bdg)    —  c  sin  9?  de'  —  a'dip 

da'  =  +  Vdcp  —  c'  sin  (p  de*  +  adxp 

dd'  =  +  b"d(p  —  c"  sin  (p  de' 

db  =  —  adcp,  —  c  cos  q)  de'  —  b'dxp 

db'  =  —  a'dq>  —  c'  cos  (p  de'  +  bdip  }    5) 

db"  =  —  a"dq)  —  c"  cos  q>  de' 

de   =  +  (a  sin  qp  4-  J   cos  9?)  de'  —  c'dtp 

de'  =  +  (ö'  sin  9?  +  ft'  cos  q))  de'  +  ^^V' 

dcf'=  +  [d'  sin  q)  +  b"  cos  q))  de'. 

Denkt  man  sich  diese  Differentiationen  nach  der  Zeit  t  durchgeführt  und  in  die  Glei- 
chungen k)  (pag.  132)  eingesetzt,  so  wird  man  pdtj  qdtvoLdirdt  ohne  Schwierigkeit 
als  Functionen  von  rfqp,  dip  und  de'  erhalten.  Mit  Rücksicht  auf  die  Reductions- 
formeln  c)  und  i)  (pag.  131)  und  die  Gleichungen  4)  (pag.  138)  wird  dann  gefunden : 

rdt  =  4-  rfqp  +  cos  e'  dtp 

qdt  =  —  cos  q)  sin  e'  dip  +  sin  q)  de'      >    f>) 

pdt  =  —  sin  qp  sin  e'  d\p  —  cos  q>  de'. 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  durch  entsprechende  Multiplication  mit  sin  q>  und  cos  q> 

und  nachherige  Addition : 

—  sin  e'  dxp  =  -{-  %m  q)  p  dt  +  Gos  q)  q  dt  \ 

de'  =  —  co^  q>  p  dt  +  Bmq)  q  dt  i  7) 

dq)  =  -\-  r  dt  —  cos  e'  dxfj  =  r  dt  +  sin  q)  cotg  e'  pdt  +  cos  q>  cotg  e*  q  dt] 

woraus,  wenn  p,  q  und  r  durch  irgend  ein  Verfahren  bestimmt  sind ,  sofort  die  Ände- 
rungen der  Grössen  \p ,  e'  und  q) ,  die  sich  auf  das  feste  System  beziehen ,  ermittelt 
werden  können. 
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y,    Transformation  der  Momentsutnmen, 

Die  E ul einsehen  DiflFerentialgleichungen  lo)  (pag.  134)  enthalten  die  Summe 

der  Momente,  nämlich : 

L=2{y'Z'  —  z'Y')      \ 

M=2(z'X'  —  x'Z')      i        i) 

Nimmt  man  nun  an,  ein  materieller  Punkt  von  der  Masse  M,*)  wirke  auf  den  starren 
Körper  nach  dem  Ne w ton* sehen  Attractionsgesetze,  seine  auf  die  Hauptachsen  der 
Trägheit  bezogenen  Coordinaten  seien  a:/,  y/  und  z,'  und  setzt  der  Kürze  halber : 

r2  =  (x/  -  a:')2  +  (y/  _  y')2  +  (;,/  _  ^y^     2} 

so  sind  die  nach  den  Achsen  zerlegten  Kräfte  (vergl.  pag.  43) ,  welche  auf  das  Element 
m  des  starren  Körpers  wirken,  bestimmt  durch : 


3) 


welche  Relationen  übrigens  für  ein  beliebiges  Coordinatensystem  gelten.  Danach 
werden  die  Drehungsmomente  in  i),  wenn  man,  um  die  Gesammtwirkung  auf  den 
starren  Körper  zu  erhalten,  wieder  das  Summenzeichen  einführt : 


L  =  S^{y'z,'-z'y/) 
M=S^(z'x,'-x^z,') 
N=:S^{x'y,'-y'x,') 


4) 


Da  M,,  x/,  y/\mdz,'  von  dem  Summenzeichen  nicht  beeinflusst  werden,  so  kann  man 
dieselben  als  constante  Factoren  vor  dasselbe  bringen ;  femer  werden  die  folgenden 
Ausdrücke  der  gemachten  Bemerkung  gemäss  Null  sein,  nämlich: 

y,  2z,  -^ z,  2y,  -^  =  o 

,  ^     r  M,m ^  '  T-  'M'^  —  n 

Denkt  man  sich  diese  Nullwerthe  zu  den  entsprechenden  Gleichungen  4)  addirt ,  so 
erhält  man  ohne  Schwierigkeit  für  die  Drehungsmomente  die  Ausdrücke : 


*)  Drückt  man  die  Masse  in  Einheiten  der  Sonnenmasse  und  die  durch  die  Kraft  erzeugten 
Beschleunigungen  in  Einheiten  der  mittleren  Entfernung  der  Erde^  von  der  Sonne  aus,  so  ist  für  M, 
eigentlich  zu  setzen  Mfk^^  wobei  als  Zeiteinheit  der  mittlere  Sonnentag  vorausgesetzt  ist  (vergl.  pag.  49}. 

18* 


Digitized  by 


Google 


140 


L  =  z/M,  2  ^^^^  m  -  y/M,  2 


'—z,' 


m 


M  =  x/M,2~"-^m  —  z/M,2~ 


x'^x/ 


r3 


m 


N  =  y/M,2'- 


m-x:M.2^^ 


y  —y. 


m, 


5) 


welche  sich  mittelst  der  Einführung  des  Potentials  F einfacher  schreiben  lassen;  es  ist, 
wenn  man : 

I      r  ' 


und  gemäss  2)  (pag.  139) : 

\dx:)  —       r 
setzt)  offenbar: 


U/) 


r      ' 


m 


r 


-,  !   6) 


m 


m. 


Die  Gleichungen  5)  erhalten  somit  die  Form : 

Es  lassen  sich  aber  die  Drehungsmomente  auch  als  Functionen  der  partieUen 
Differentialquotienten  des  Potentials  nach  den  im  vorigen  Capitel  eingeführten  unab- 
hängig Variablen  qp,  tp  und  e'  darstellen ;  diese  Transformation  soll  hier  vorgenommen 
werden,  weil  dieselbe  für  die  Folge  wesentliche  Vortheile  bietet.  Die  oben  eingeführte 
Kräftefunction  enthält  die  auf  das  gewählte  bewegliche,  mit  den  Hauptträgheitsachsen 
zusammenfallende  Coordinatensystem  bezogenen  Coordinaten  der  Massenelemente 
^1)  ^7  ^7  •  •  •}  welche  nach  der  Wahl  dieses  Coordinatensystems  constant  sind;  die- 
selben sind  von  den  Winkeln  y,  ip  und  e'  völlig  unabhängig,  ihre  Ableitungen  nach 
q),  \p  und  b'  somit  der  Null  gleich.  Man  kann  daher  die'partiellen  Differentialquotienten 
des  Potentials  nach  9),  xp  und  e',  da  dasselbe  als  von  ^,  \p  und  b'  abhängige  Grrössen 
nur  die  Coordinaten  x,\y,*  und  z,'  enthält,  vollständig  darstellen  durch : 


\d^)  —  U/j  \d^)  +  (ßy/J  \d^)  +  U/y  \dq>) 
\dxij)  =  w)  \d^)  +  (5^7  \d^)  +  \d^')  \dii^) 

(S)=(f.)(so+(f)(t'')+(©r^> 


8) 


Sind  die  auf  die  fixe  Ekliptik  bezogenen  Coordinaten  des  materiellen  Punktes  x. ,  y, 
und  z,  so  bestehen  nach  Gleichung  a)  und  b)  (pag.  131)  die  Relationen: 
X,'  =  ax,  +  a'y,  +  ä'z.  j  x,  =  a  x,'  -\- b  y.'  -{- c  z,' 

y,'  =  hx,  +  h'y,  +  V'z,  \    9a)      y,  =  dx,'  +  Vy,'  +  c'z.' 
z, '  =  ex,  -H  c'y,  +  c"2,  ]  z,  =  a"x,'  +  b"y,'  +  c"z.',  J 


9b) 
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wobei  den  neun  Cosinusfimctionen  die  durch  die  Gleichungen  4)  (pag.  138)  festgestell- 
ten Bedeutungen  zukommen ;  es  ist  danach,  wenn  man  von  den  partiellen  Differential- 
quotienten, welche  die  Gleichungen  5)  (pag.  138)  ergeben,  mit  Rücksicht  auf  die  Glei- 
chimgen  ga)  und  9b]  und  i)  (pag.  131)  Gebrauch  macht: 


^  =  bx.  +  b'y,+b"z,=y.' 

^ {ax,-\.a'y.+<^'z.)^-x,' 

dz,' 


10) 


J;'  =  ay,  -a'x.  =  y.'{ab'  -  ba')  +  z/{ac'  -  ca)  =  c"y.'  —  Vz,' 
^  =  Jy,  —  Vx,  =  a;,'(ia'  —  ab')  +  «,'(Jc'  —  cÄ')  =  d'z.'  —  d'x.' 
^=cy.-  e'x,  =  x.'ica'  -  ac')  +  y,'[cV  -  bc')  =  i"x.'  -  a"y.' 


") 


12) 


-^  =  —  sinqp  (ca?,  +  c'y,  +  c"«,)  =  —  sin  (pz' 
-^  =  —  cos^)  [ex,  +  c'y,  4-  c"«,)  =  —  cosg)«/ 
—-  —  sinqp  [ax,  +  «'y,  +  «"«,)  +  cosqp  (6a;,  +  Vy,  +  i";?,)  =  sinyar/  +  cosyy/. 

Die  Substitution  dieser  partiellen  Differentialquotienten  in  8)  (pag.  140)  ergibt: 


Führt  man  nun  in  diese  Ausdrücke  die  Werthe  nach  7)  (pag.  140)  ein  und  ersetzt 
die  Cosinusfimctionen  a",  ä"  und  c"  nach  den  Gleichungen  4)  (pag.  138),  so  erhält  man 
ohne  Schwierigkeit : 

\di)  ^^  —  sinqpsine'L  —  cos^sin^'Jf  +  cosc'iV 
/  —  j  =  s'mipM  —  cos  q>L, 
Bestimmt  man  hieraus  Z/,  M  und  iV,  so  findet  sich  leicht : 

welche  Werthe  der  durch  die  Gleichungen  i)  (pag.  139)  bestimmten  Bedeutung  der 
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Buchstaben  i,  Jf  und  iV  gemäss  in  die  Euler' sehen  Gleichungen  lo)  (pag.  139)  ein- 
gesetzt, diesen  die  folgende  Gestalt  ertheilen : 


14) 


d.    Entvncklung  des  Potentiah  V  und  seiner  partiellen  Differentialqitotienten, 
Für  das  vorgelegte  Potential  wurde  oben  (pag.  140)  die  Form: 

V=M,2'^,  I) 

gefunden  und  hierbei : 

r2  =  (x:  -  x')i  +  (y/  -  y')»  +  [z.'  -  z')\  2) 

gesetzt.    Führt  man,  entsprechend  den  früheren  Annahmen,    die  Hauptachsen  der 
Trägheit  ein,  so  bestehen  (vergl.  3)  pag.  127  und  5)  pag.  129)  die  Gleichungen: 


^  m  X  ^=  o     ,       ^  my  =  o    ,       ^  m 
2  m  x*%f  =0     ,     2  m  tIz'  =0    ,     2my' 


f.z:.\  3. 


Aus  den  Relationen  (vergl.  a)  pag.  127  und  8]  pag.  130) : 


4) 


wobei  M  die  Gesammtmasse  des  starren  Körpers  vorstellt  und  nicht  mit  der  Moment- 
summe M  (vergl.  i)  pag.  139)  verwechselt  werden  darf,  folgt: 

2mx'^  =  ^(B+C—A]  ,    Imz'^  =  ^{A  +  B—C)  \ 

2my'^  =  {{A+C—B)  ,   2  m  [x'^  +  y'^  +  z'^)  =  2  mr'^  =  ^  (A  + B  ^  C]^^ 

in  welchen  Gleichungen  für  x'^  +  y'^  -|-  z'^  der  Kürze  halber  r'^  gesetzt  ist.  Be- 
zeichnet man  aber  in  analoger  Weise  mit  r/2  den  Werth  x/^  -h  y/^  +  z/^,  so  resul- 
tirt  aus  der  Gleichung  2)  sofort: 

r2  =  r'2  +  r/2  —  2  {x'x/  +  y'y/  +  zz/) .  6) 

In  dem  vorliegenden  Falle  werden  die  Dimensionen  des  starren  Körpers  im  Ver- 
gleiche mit  der  Entfernung  des  anziehenden  Punktes  vom  Schwerpunkt  r/  klein 
sein,  weshalb  man  mit  Vortheil  von  einer  Entwicklung  nach  steigenden  Potenzen 
des  Verhältnisses  r':  r/  Gebrauch  machen  kann;  es  ist  zunächst: 

Das  Mittelglied  des  Klammerausdruckes  ist  in  Bezug  auf  das  oben  genannte  Ver- 
hältnis erster,  das  letzte  zweiter  Ordnung.  Führt  man  die  Entwicklung  dieses 
Klammerausdruckes  nach  dem  binomischen  Satze  durch,  so  finden  sich  die  Glieder: 
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oter  Ordnung :   i 

iter         „       :  -^  [x'x,'  +  y'if.'  +  z'z,'} 

,       2ter         „        :  -V«  W^,'  +  y'yJ  +  zz.'Y  -  i  (,'';)» 

3ter         „       :  ^.  K^r,'  +  V'y.'  +  ^'^/)»  -  ^«  K^r,'  +  y'y,'  +  ^z.') 

U.  8.  f.   .   .    . 

Multiplicirt  man  diese  Ausdrücke  mit  —V  und  setzt  jedem  einzelnen  das  Summen- 

't 
zeichen  vor,  um  alle  Elemente  m  und  deren  Coordinaten  x\  y'  und  z  in  l^etracht  zu 

ziehen,  so  findet  man  die  Glieder  nullter  Ordnung: 

3f,:S^=:^.j     8) 

Die  Glieder  erster  Ordnung  verschwinden  nach  den  ersten  in  der  Gleichung  3) 
(pag.  142)  eingeführten  Bedingungen.  Für  die  Glieder  zweiter  Ordnung  denke  man 
sich  zimächst  die  Quadrirung  der  Klammerausdrucke  ausgeführt,  dann  werden  die 
Summen  der  doppelten  Producte  wegen  der  zweiten  Gleichungen  in  3)  (pag.  142) 
verschwinden;  die  restirenden  Quadrate  geben  mit  Rücksicht  auf  die  Relationen  5) 
(pag.  142)  sofort: 

\^^{x:-^[B+C-A)+ymA^C-B)^z:-^[A  +  B-C])-^,[A^-B^C).^) 
Man  konnte  diese  Ausdrücke  auch  zusammenziehen,  wenn  man  das  letzte  Glied  mit : 

rf2  "1"  ^/2  "t-  ^  f2  > 

multipliciren  würde ,  welcher  Factor  offenbar  der  Einheit  gleich  kommt ;  dann  würde 
das  Glied  zweiter  Ordnung  sich  schreiben  lassen: 

doch  ist  die  erstere  Form  für  die  vorliegende  Aufgabe  bequemer.  Es  wird  gut 
sein  zu  bemerken,  dass  die  bisher  entwickelten  Glieder  von  der  Gestalt  des  ange- 
zogenen Körpers  gewissermassen  unabhängig  und  nur  die  Trägheitsmomente  mass- 
gebend sind. 

Die  Glieder  dritter  Ordnung  lassen  sich  nicht  mehr  auf  so  einfache  Formen 
zurückführen,  doch  gewinnt  man  leicht  die  Einsicht,  dass  dieselben  völlig  verschwin- 
den müssen,  sobald  man  voraussetzt,  die  Erde  sei  aus  Schichten  zusammengesetzt, 
welche  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  symmetrisch  sind.  Führt  man  nämlich  die 
Summation  in  Bezug  auf  die  mit  dem  Massenelement  multiplicirten  Coordinaten 
aus  und  beachtet,  dass  die  Summe  der  Exponenten  in  jedem  Gliede  für  die  Coor- 
dinaten x'^  y'  und  2'  gleich  drei  sein  muss,  so  wird,  falls  der  starre  Körper  in  Bezug 
auf  den  Schwerpunkt  symmetrisch  ist,  jeder  positiven  eine  negative  Combination 
von  derselben  Grösse  entsprechen,  deren  Summe  im  Resultate  verschwindet.  Da  die 
Erde  wol  sehr  nahe  symmetrisch  ist  (die  Pendelbeobachtungen  ergaben  bislang  keine 
entschiedene  Asymmetrie)  und  die  Glieder  dritter  Ordnung  an  sich  klein  sind,   so 
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begeht  man  durch  die  Vernachlässigung  der  letzteren  nur  einen  Fehler  dritter  Ord- 
nung in  die  gewiss  kleine  Asymmetrie  der  Erde.  Man  kann  demnach  die  Behaup- 
tung aufstellen,  dass  die  Summe  der  Gleichungen  8)  und  9)  (pag.  143)  bereits  das 
Potential  in  sehr  bedeutender  Annäherung  darstellt.    • 

Für  die  oben  entwickelten  Formeln  der  störenden  Kräfte  bedarf  man  aber  nur 
gewisser  partieller  Differentialquotienten  des  Potentials  und  zwar  der  partiellen  Deri- 
vationen nach  (py  xfj  und  e'.  Da  die  Massen  M  und  M,,  die  Trägheitsmomente  A, 
Bj  C  und  endlich  die  Entfernung  r/,  auf  welche  Grössen  die  Drehung  des  Coor- 
dinatensystems  durchaus  keinen  Einfluss  nehmen  kann,  von  den  Winkeln  qp,  xp  und  «', 
welche  in  den  Coordinaten  x/,  y/  und  z/  enthalten  sind,  nicht  abhängen,  so 
kann  man  für  die  vorliegenden  Zwecke  alle  jene  Glieder  des  Potentials  weglassen, 
welche  die  eben  genannten  Coordinaten  nicht  in  sich  schliessen;  es  fällt  somit  das 
Glied  erster  Ordnung  8)  (pag.  143)  und  der  zweite  Theil  in  dem  Ausdrucke  für  die 
Glieder  zweiter  Ordnung  9)  (pag.  143)  weg.  Ausserdem  wird  es  erlaubt  sein,  da 
die  Gestalt  der  Erde  sehr  nahe  einem  Rotationskörper  entspricht: 

A  =  B, 

zu  setzen ;  diese  Annahme  ist  um  so  mehr  gerechtfertigt  als,  wenn  auch  recht  merk- 
liche Unterschiede  zwischen  A  und  B  beständen,  die  übrigens  bisher  mit  Sicherheit 
noch  nicht  nachgewiesen  sind,  aus  derselben  nur  unmerkliche  Glieder  sehr  kurzer 
Periode  hervorgehen  würden.  Es  würden  daher  für  die  partiellen  Differentialquo- 
tienten des  Potentials  die  folgenden  Glieder  in  demselben  zu  berübksichtigen  sein : 

■i^ii^P  +  y.l  c+z;^2A-o)}. 

Addirt  und  subtrahirt  mau  in  der  Klanmier  den  Werth: 

so  nimmt  der  Klammerausdruck,  ohne  seinen  Werth  zu  ändern,  die  Gestalt: 

(x;^  +  y/2  +  z;^)  c+  2z;^  [a-c)  =  r;^c+  2z;^  [a-c] 

an.  Das  Glied  r/^C  ist  aber  den  oben  gemachten  Bemerkungen  gemäss  von  9p,  ^ 
und  €'  unabhängig ;  bezeichnet  man  daher  mit  F  jene  Glieder  des  Potentials ,  die 
allein  Beiträge  für  die  geforderten  partiellen  Differentialquotienten  liefern,  so  erhält 
man  hierfür:  ^ 

F=|^;U-c)^/^  10) 

wobei  aber  sein  wird. 

\dg>J  ~  W/  '  UW  ~  \d^J  '  KdeO  —  \dB^r 
somit  auch : 


II 
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Um  z!  durch  x,^  y,  und  z,  auszudrücken,  welche  Coordinaten  des  anziehenden  mate- 
riellen Punktes  sich  auf  ein  festes  Coordinatensystem  beziehen,  also  von  y,  ^  und  «' 
unabhängig  sind,  wird  man  sich  der  dritten  Relation  in  9a)  (pag.  140)  bedienen,  die- 
selbe liefert:  ,  .     /      .     // 

z,  =cx,+  cy,  +  c  z,, 

und  ersetzt  man  hierin  die  Cosinusfunctionen  c,  c'  und  c"  durch  die  Gleichungen  4) 
(pag.  138),  so  findet  sich: 

z!  =  —  sin  1//  sin  e'x,  +  cos  \p  sin  ey,  +  cos  b'z,  .  13) 

Bildet  man  nun  die  partiellen  DiflTerentialquotienten  von  z!  nach  9),  xp  und  c',  so 
sieht  man  sofort,  dass,  da  z!  den  Winkel  y  nicht  enthält  (die  Coordinaten  ar„  y,  und  z, 
sind  den  obigen  Bemerkungen  nach  ebenfalls  von  9?,  ifj  und  e  unabhängig) ,  die 
Ableitung  nach  (p  verschwindet;  es  ist  also: 


.Q-°-       -) 


Dieses  Resultat  ist  für  die  weiter  unten  folgenden  Integrationen   von  hoher  Wich- 
tigkeit und  erklärt  sich  aus  dem  Umstände,  dass  A  =  B  gesetzt  wurde. 

Bezeichnet  man  die  auf  die  feste  Ekliptik  bezogenen   geocentrischen  polaren 
Coordinaten  des  anziehenden  Massenpunktes  mit  F,  i'  und  seine  Entfernung  mit  r/, 

so  wird  sein :  ,       «        7^ 

X,  =  r,  cos/  cos 6 

y,  =  r/sin/'cosJ' 

z,  =  r/sinJ', 

daher  mit  Rücksicht  auf  13)  : 

F=  —  3^^^^^^^)  (sine' cosi'sin {F—xp)  +  cose' sin J'}^ 
und  man  hat  schliesslich: 

ft-^  -^  =      —"^  {sinfi'cosi'sinir-i/;)  +  cos^'sini'jx 

X  [cosb' cos  (r—ip)}  dt 
(^  _^  =  _  33f.(C~^)  (sin6'co8i'8in(r— 1//)  +  cosfi'sini'jx 

X{cotg«'co8  6'sin  (/' — ip)  —  sin  b'}  dt. 


15) 


Die  Integration  dieser  Ausdrücke  führt,  wie  später  gezeigt  werden  wird,  zur  Kennt- 
nis der  Werthe  tp  und  «';  zwar  enthalten  dieselben  die  zu  suchenden  Grössen  ip 
und  e'  selbst,  doch  sieht  man  wol  sogleich  ein,  dass  dieser  Umstand  der  bis  auf 
Grössen  zweiter  Ordnung  exclusive  richtigen  Integration  kein  wesentliches  Hinder- 
nis bietet,  da  xp  von  der  Ordnung  der  störenden  Kräfte,  e  aber  bis  auf  Grössen 
derselben  Ordnung  constant  ist;  die  Resultate  dieser  ersten  Integration  werden 
ausreichend  genau  sein ,  um  die  zweite  Näherung  durchzuführen  u.  s.  f. ;  es  wird 
sich  aber  zeigen,  dass  auf  Grundlage  der  vorhandenen  Untersuchungen  von  diesen 
successiven  Annäherungen  Umgang  genommen  werden  kann.  Schliesslich  wird  es 
gut  sein,  sich  zu  erinnern,  dass  die  vorliegende  Untersuchung  den  Erdkörper  als 
starr  voraussetzt,  welcher  Annahme  wesentliche  Zweifel  entgegengesetzt  werden 
können. 

Oppolier«  Babnbestimmangen.  I.   2.  Auflage.  1^ 
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e.   Zurückßlhrung  der  Differentialgleichungen  für  die  Bewegung  der  Erdachse  auf 

Quadraturen. 

Die  Integration  der  oben  (pap.  142)  entwickelten  Differentialgleichung  für  die 
Bewegung  der  Erdachse  soll  in  etwas  anderer,  wenn  auch  weitläufigerer  Weise,  als 
dies  sonst  üblich  ist,  durchgeführt  werden,  weil  das  hier  einzuschlagende  Verfahren 
zur  klaren  Beurtheilung  der  auftretenden  Umstände  besonders  geeignet  erscheint  und 
zu  strenge  Ausdrücken  führt. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  14)  (pag.  142),  wie  dies  schon  bei  der  Ent^ 
Wicklung  des  Potentials  geschehen  ist ,  -4  =  B^  was  mit  der  Annahme  zusammen- 
trifft, dass  die  Erde  ein  Rotationskörper  sei,  und  benützt  die  aus  derselben  Voraus- 
setzung resultirende  Relation: 

die  als  Gleichung  14)  (pag.  145)  angeführt  ist,  so  gestalten  sich  die  bezüglichen 
Differentialgleichungen  für  die  Rotationsbewegung  des  starr  gedachten  Erdkörpers, 
wie  folgt: 


<Ü+(G-A)qr 


-A\or  =  -'^.(^^- 


^  dr 

Die  Integration  der  dritten  Gleichung  liefert  sofort: 

r  =  Constante  =  n. 


1) 


2) 


Die  Rotationsgeschwindigkeit  der  Erde  um  ihre  kleine  Achse  ist  demnach  constant 
und  muss  als  willkürliche  Integrationsconstante  aus  den  Beobachtungen  bestimmt 
werden.  Mit  Rücksicht  auf  dieses  Resultat  können  die  beiden  ersten  Gleichungen 
in  i)  nunmehr  wie  folgt  geschrieben  werden: 

Denkt  man  sich  diese  Gleichungen  unter  der  Annahme,  dass  keine  äusseren  Kräfte 
wirken,  zur  Integration  vorgelegt,  was  mit  der  Bedingung  zusammenfällt,  dass  die 
Glieder  rechter  Hand  vom  Gleichheitszeichen  Null  sind,  so  wird  man  finden ,  dass 
denselben  für  p  und  q  die  folgenden  Formen : 


3) 


^  =  |co8(»^-j^<)  +t]am{n—r^(} 


y  =  ^  sin  [n  —-z —  t)  —  rj  cos  (n  — 


i), 


4) 


genügen,  in  denen  ^  und  1^  die  willkürlichen  Integrationsconstanten  darstellen ;  be- 
trachtet man  aber  diese  ebenfalls  als  mit  der  Zeit  veränderlich,  so  wird  man  durch 
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Variation  derselben  den  Gleichungen  3)  und  4)  genügen  können.  Differentiirt  man 
unter  dieser  Voraussetzung  die  Gleichungen  4),  so  ergibt  sich: 

dp  C—A  ,  1     C—A.,di    .      .     ,     C—A..dti     1 

dq  C-A  ,      .     I     C—A.di  I     C-A.dri     \^' 

Die  Substitution  der  Werthe  von  p  und  q  aus  den  Gleichungen  4)  und  5)  in  die 
Gleichungen  3)  lässt,  wenn  man  abkürzend  schreibt: 

finden : 

A  \costii  g  +  sin  Ai^^lj  =  -  ;:;j.  (^^  -  cosy  (^JP) 

^)8in^/g-co8A«<Jj=-^-J  Q  +  ^n-pft?)' 
woraus  für  d^  und  rfiy  leicht  die  Ausdrücke : 

resultiren,  deren  Integration  zu  folgenden  Gleichungen  führt: 

■• = ^o +fm^  Q  -  •'">^^'  {■'Z)\  ""•) 

^  und  rj^  sind  die  Integrationsconstanten  und  hängen  von  den  Anfangszuständen 
ab;  auf  die  nähere  Bedeutung  jener  und  die  durch  dieselben  bewirkten  Bewe- 
gungen wird  weiter  unten  ausführlicher  eingegangen  werden. 

Denkt  man  sich  die  partiellen  Differentialquotienten  von  V  als  Functionen  der 
Zeit  entwickelt,  so  werden  die  angezeigten  Integrationen  die  Kenntnis  der  Grösse  fp 
als  Function  der  Zeit  erfordern;  nun  ist  aber  nach  der  Gleichung  7)  (pag.  138): 

dq)  =:  rdt  —  cos  e'  dtp , 

sonach  mit  Rücksicht  auf  2]  (pag.  146) : 

qp  =  g>o+«^  —  /  cos  e'    T  dt. 

Die  Integrationsconstante  (p^  kann  beliebig  gewählt  werden,  da  die  Erde  als  Rota- 
tionskörper vorausgesetzt  ist ;  man  kann  sich  demnach  die  positive  X'-Achse  in  den 
Meridian  eines  bestimmten  Erdortes  gelegt  denken  imd  die  Integrationsconstante  (p^  der 
Null  gleich  annehmen,  cp  tritt  bei  der  Integration  stets  in  Verbindung  mit  |u  auf, 
woraus  sich  der  Bedeutung  dieses  Buchstabens  gemäss  (vergl.  Gleichung  6)  (pag.  147) 

leicht  findet:         -  c  P  d\if 

fit  +  q>=    .nt —  fcosc'  ^^  dt 

t    dq>         C  ,  diu  i 

c 

IX    wird  man  selbst  bei  den  genauesten  Rechnungen  mit  -n  identificiren  können, 


8) 


d\if 

UV    I 

9) 


19* 
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denn  wählt  man  als  Einheit  den  Stemtag,  so  wird  n  mit  1296000"  anzunehmen  sein, 
während  das  Ilauptglied  des  zweiten  Theiles  von  i^'  kaum  o"i2  erreicht;  jeden- 
falk  wird  man  in  der  ersten  Näherung  dieses  zweite  Glied  weglassen,  für  die 
weiteren  Annäherungen  das  Resultat  der  vorangehenden  benutzen,  imd  da  das 
Hauptglied  von  -~  nahezu  constant  ist,  ohne  merklichen  Fehler  dasselbe  für  fi' 
voraussetzen  und  daher  (/u' — ^)t  =  q)  annehmen  können.  Es  stehen  somit  den  in 
den  Gleichungen  8)  angezeigten  Integrationen  so  lange  keine  wesentlichen  Hinder- 
nisse entgegen,  als  die  störenden  Kräfte  so  klein  sind,  dass  eine  Entwicklung  nach 
steigenden  Potenzen  derselben  eine  genügende  Convergenz  darbietet. 

Substituirt  man  die  in  4)  (pag.  146)  erhaltenen  Werthe  für  p  und  q  in  die  Glei- 
chungen 7)  (pag.  138),  so  findet  sich  leicht : 

■^  =  —  ?cos  (/li^  +  y)  —  1? sin  [lAt  +  (p) 

—  sine'  -^  =  ^sin  [^it  +  q)]  —  ij cos  (/u ^  +  qp)  •    10) 

'  -^  =  w  +  cotge'^sin  [^t  +  q))  —  cotgc'ijcos  [iit  +  qp), 

in  welchen  Ausdrücken  ^  und  ij  nach  den  Gleichungen  8)  (pag.  147)  bestimmt  werden 
können;  die  Integration  der  Gleichungen  10)  liefert  sofort  die  verlangten  Quantitäten 
durch  Quadraturen,  nämlich : 

fi'  =  e^  —  A^cos  [^t  +  (p)  +  rjsinljit  +  q))}dt 
—  V^=-  ip^+f\^,sin{^t+cp)  —^^^co8(fxt  +  (p)\dt  >     II) 

qp  =  y^  +  n^  +  /{cotgfi'^sin  (|u^  +  9))  —  cotge'iycos  {(xt  +  <)p)}rf^ 

in  welchen  Ausdrücken  e^,  —  ip^  und  q)^  die  willkürlichen  Integrationsconstaf^ten  dar- 
stellen. Die  in  8)  imd  11)  auftretenden  Integrale  enthalten  theilweise  die  zu  bestim- 
menden Incremente  selbst,  doch  stets  in  Verbindung  mit  den  störenden  Kräften,  wes- 
halb der  Ermittlung  dieser  Integrale  durch  successive  Näherungen  keine  Schwierig- 
keiten entgegenstehen.  Wiewol  die  Berechnung  mit  Hilfe  der  Quadraturen  in  8)  und 
11)  wenig  an  Bequemlichkeit  zu  wünschen  übrig  lässt,  so  werden  sich  doch  noch 
anderweitige  Formeln  aufstellen  lassen,  die  bei  der  thatsächlichen  Anwendung  den 
Vorzug  verdienen,  besonders  wenn  man,  wie  dies  im  folgenden  Kapitel  geschieht, 
die  Bewegungen  der  instantanen  Drehungsachse  verfolgt.  DiflFerentiirt  man  die  ersten 
beiden  Formeln  in  10)  nach  der  Zeit,  so  wird  man  finden  : 

Ersetzt  man  in  dieser  Gleichung  die  DifFerentialquotienten  von  ^  und  t]  durch  die  ent- 
sprechenden Relationen  in  7)  (pag.  147),  so  findet  sich,  wenn  man  das  Resultat  der 
zweiten  Gleichung  zuerst  ansetzt : 

,  de'  _  d  /  .       ,  rft/;\  1        /dV\ 

^.    li~  dt  y^^^    dt)  ~  Bine'^  UW 
.   .      ,dxif        d  /dB'\        I   /dr\ 


12) 
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Führt  man  nun  für  fi'  seinen  Werth  nach  9)  (pag.  147)  ein,  so  erhält  man : 

de'  _   A^  d  f  .      ,  dtp\_         i         fdV\    ,    Aco%b'  dtp  de' 
nC  dt  \^^ ^    dt)        sine' nC\dtl^)'^ 

dt  \dt)        sin  6' nC  \deO 


dt 
d^ 

'  dt  '' 


nC     dt    dt 
Acose'  dtp  dtff 


sine' nC  dt 


nC      dt   dt 


13) 


Bedenkt  man,  dass  geschrieben  werden  kann : 


I      d  fde'\  _  d  /    i      de[\    t    cotgs'  de[  de[ 
sine'  dt  \dt )        dt  Vsine'   dt)  "^   sine'     dt'  df 


SO  ergibt  die  Integration  der  Gleichungen  1 3) : 


^'  ~  *o        J  \dip)  sin  e' 


nC 

dt 
sin  e'nC 


+ 


^sine'  d\p 
~irc~   dt 
^cosece' 


+ 


/Acoae'  d\i>  de'    , 
nC     dt'li"^ 


ioeece'dt'    .    fAcoss'  jrfi/»  dxj)  i      de  de"!    ,. 


14) 


welche  Gleichungen,  da  keine  Vernachlässigungen  eingeführt  sind,  völlig  streng  sind. 
Das  letzte  Glied  in  jeder  dieser  Gleichungen  ist  offenbar  zweiter  Ordnung,  kann 
daher  in  der  ersten  Annäherung  übergangen  werden ,  doch  bleiben  diese  Glieder  stets 
so  klein ,  dass  sie  selbst  bei  den  genauesten  Rechnungen  ohne  wesentlichen  Nachtheil 
fortgelassen  werden  können.  Die  dritten  Glieder,  von  denen  das  eine  mit  dem  Diffe- 
rentialquotienten von  tp ,  das  andere  mit  dem  von  e'  multiplicirt  erscheint ,  bedürfen 
besonderer  'Berücksichtigung.  Dieselben  werden  gewöhnlich  mit  der  Bemerkung  ab- 
gefertigt, dass  sie  als  nothwendig  klein  fortgelassen  werden  dürfen ;  wie  sich  jedoch  im 
Verlaufe  der  Untersuchung  zeigen  wird,  geben  ganz  andere  Gründe,  die  man  gewöhn- 
lich nicht  angeführt  findet,  die  Berechtigung,  bei  der  Ermittlung  der  Präcession  und 
Nutation  von  diesen  Gliedern  abzusehen ;  bei  der  Integration  der  vorliegenden  Glei- 
chungen hingegen  wird  deren  Mitnahme  jedenfalls  empfohlen  werden  müssen.  Das 
Vorhandensein  derselben  zeigt,  dass  in  den  Gleichungen  14)  die  Zurückführung  der 
Differentialgleichungen  auf  Quadraturen,  die  durch  die  Gleichungen  8)  (pag.  147)  und 
11)  (pag.  148)  geleistet  wird,  nicht  vollständig  erreicht  ist;  doch  kann  diese  leicht 
mit  Hilfe  der  eben  angeführten  Gleichungen  bewerkstelligt  werden;  es  ist  nämlich 
nach  denselben: 


de' 


sin£ 


„  =  _  I.  CO.  („■+  ,fi  +  S£li'^±i^./{ülij£+ ^1  Q  + 

+  cos  (fit  +  (p)  (^/^■)]di 
-  no  sin  i,t  4-  <p)  -  »^1^11±^/{<^1±^'  (^^)  - 

-  sin  {^li  +  <p)  (^-^^ dt 
i"  =  -  |„  sin  i,,.  +  .,)  +  'J!1>1±^^  fl^lJr^  Q  + 

+  COS  (^t  +  <p)  (^^^]dt 
+  noOOsi,t  +  ^)  +  -^^-'^l±'^^f\^2^ie±^{^£)- 

-sm(fif  +  (p](^j^\dt. 


15) 
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Die  in  diesen  Gleichungen  auftretenden  Integrale  werden  der  Null  gleich,  wenn 
keine  störenden  Kräfte  vorhanden  sind ,  während  die  Grössen  ^^  und  tj^  als  willkür- 
liche Integrationsconstanten  aus  den  Beobachtungen  bestimmt  werden  müssen.  Es 
sollen  zunächst  die  Wege  angedeutet  werden,  auf  welchen  das  Vorhandensein  dieser 
Glieder  nachgewiesen  werden  kann.  Nimmt  man,  um  die  Lage  der  instantanen 
Drehungsachse  gegen  die  kleine  Achse  des  Erdellipsoids  zu  bestimmen ,  die  Glei- 
chungen 13)  (pag.  135)  vor,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  2)  und  4) 
(pag.  146)  sofort: 


cos«  = 


^cofifit  -\-  ij  sin /LI  t 

j,         I  sin  a  ^  —  f]  cos  u  t 
cos  ß    =  ^—-^ ^'- 


cosy  = 


yni  +  r-^  4-  i?2 


16) 


Die  hierdurch  angezeigten  Veränderungen  in  der  relativen  Lage  der  beiden  Achsen 
werden  sich  als  Variationen  der  Polhöhe  darstellen ,  da  die  Polhöhe  eines  Ortes  durch 
die  Neigung  des  Lothes  gegen  die  auf  der  instantanen  Drehungsachse  senkrechte 
Ebene  bestimmt  ist.  Die  nördliche  Fortsetzung  der  Erdachse  und  der  instantanen 
Drehungsachse  werden  die  Himmelskugel  in  zwei  Punkten  treffen,  die  um  den  Bogen 
/'  von  einander  abstehen ;  legt  man  durch  diese  beiden  Punkte  einen  grössten  Kreis, 
so  wird  dieser  jenen  grössten  Kreis,  welchen  die  auf  der  Erdachse  senkrechte  X'  Y 
Ebene  im  Durchschnitte  mit  der  Himmelskugel  bildet  (Äquator) ,  in  einem  Punkte 
schneiden,  dessen  Winkelabstand  von  der  positiven  X'-Achse,  im  Sinne  der  Rectascen- 
sionen  gezahlt,  durch  F  bezeichnet  werden  soll ;  dann  wird  sein : 


,           .       f         T^        ^  COR  ut  4-  17  sin  ii  < 
COS«  =  smy  cos  /  = ~    -~^   - 

^sin/i^  —  >7C08/i^ 


cos  ß'  =  sin  y'  sin  V  = 


cosy 


Vn^  +  ^  +  n^ 

n 


17) 


l/n2  -I-  I«  . 

Sind  keine  äusseren  Kräfte  vorhanden,  so  reduciren  sich  die  Ausdrücke  für 
§  imd  ij  auf  die  Werthe  der  Integrationsconstanten  |o  und  rj^  (vergL.  8)  (pag.  147)  imd 
der  Nenner  nimmt  den  constanten  Werth : 

(Oo  =  Vn^  +  §0^  +  %^        18) 

an,  somit  wird  auch  y'  constant^  und  setzt  man  weiter: 

m  cos  a  =  ^o 


msma 


=1.1 


19) 


so  wird : 


20) 


sin yo' cos Tq  =  —  cos  [fit  —  a) 

sin  yo' sin  F«  =  ^  sin  (i^t  —  a). 

Hatten  also  ^^  und  ij^  im  Anfangszustande  angebbare  Werthe ,  so  wird  die  instantane 
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Drehungsachse  um  die  Erdachse  eine  Kegelfläche  mijt  dem  durch : 

,         m 

bestimmten  Öfihungswinkel  y^  beschreiben,  und  zwar,  weil  fi  positiv  ist,  im  Sinne 
der  Erdrotation ;  der  Umlauf  wird  in  der  Zeit  —  stattfinden.  Für  fi  ist  oben  ge- 
setzt worden :  ^ 

SO  dass,  da  n  die  ßotationsgeschwindigkeit  der  Erde  in  der  Zeiteinheit  vorstellt,  fi  dem 
Wesen  nach  von  dem  Unterschiede  des  Verhältnisses  der  Trägheitsmomente  [C :  A) 
g^en  die  Einheit  abhängig  ist.  Es  wird  sich  im  Verlaufe  der  folgenden  Unter- 
suchung die  Gelegenheit  bieten,  diesen  Coefficienten  aus  den  Beobachtungen  ab- 
zuleiten (vergl.  pag.  182);    die  Resultate  derselben  lassen: 

ju  =  0'02o6i4i , 

in  Einheiten  des  Badius  und  die  Periode  der  Bewegung : 

—  =  304-80  mittlere  Sonnentage, 

finden.  Es  wird  am  Platze  sein,  gleich  hier  zu  erwähnen,  dass  diesem  Resultate  eine 
beträchtliche  Unsicherheit  anhaftet  und  die  so  bestimmte  Periode  wohl  um  Tage 
fehlerhaft  sein  kann. 

C.  A.  F.  Peters  hat  es  zuerst  versucht,  den  Öfl&iungswinkel  y^  aus  den 
Beobachtungen  zu  bestimmen  und  in  der  That  einen  scheinbar  reellen  Werth  für  den- 
selben, nämlich  o"o79  gefunden.  Nyr6n  kommt  durch  viel  umfassendere  Unter- 
suchungen in  seinen  Abhandlungen  über  die  Nutation  der  Erdachse  und  über  die  Pol- 
höhe von  Pulkowa  zu  einem  im  Durchschnitte  mit  Peters  nahe  stimmenden  Resultate, 
und  Downing  gelangt  durch  die  Discussion  zehnjähriger  (1868 — 77)  Greenwicher 
Polarstembeobachtungen  zu  ähnlichen  Werthen,  so  dass  es  in  der  That  scheint, 
den  Grössen  f^  und  7]^  müssten  etwas  von  Null  verschiedene  Werthe  zugeschrieben 
werden;  kämen  aber  auch  ?o  und  tj^  grosse  Werthe  zu,  so  würden  nach  den  Ergebt 
nissen  der  voranstehenden  Untersuchungen  in  den  Polhöhen  doch  nur  periodische 
Veränderungen  von  nahezu  zehnmonatlicher  Periode  auftreten.  Die  Kleinheit  der 
Werthe  g^  und  tj^  zeigt ,  dass  im  Anfangszustande  die  Rotationsachse  mit  der  instan- 
tanen  Drehungsachse  sehr  nahe  zusammengefallen  ist ;  die  hier  und  da  gemachte  Be- 
merkung, dass  ^o  und  rj^  im  Verlaufe  der  Zeit  klein  geworden  sind ,  muss  vorläufig,  so 
lange  nicht  die  Kräfte  nachgewiesen  sind,  welche  diese  Verkleinerung  bewirkt  haben, 
als  nicht  zutreffend  bezeichnet  werden. 

Setzt  man  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  10)  (pag.  148)  die  Ausdrücke  19) 
(pag.  150)  in  die  dritten  Glieder  der  Gleichungen  14)  (pag.  149)  ein,  so  erhält  man  jenen 
Antheil  derselben,  welcher  von  dem  Anfangszustande  abhängig  ist;  man  wird  finden : 

(AslnB'     d^\  mA    .     /     .    ,  x 

—c-  ■  dt)o='-irc"''^^+v>-"^ 

(AconecB'  dB'\              mA  ,•    ^    .  \ 
r^    -    j7  I     =    -' } — ri  COS  (Ut  +  W  —  o) . 
nC       dt  Jo        Bine  nC         ^^            ^  ^ 
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Da,  wie  dies  der  obige  numerische  Werth  von  fi  zeigt,  C  :  A  in  diesen  kleinen  Glie- 
dern der  Einheit  gleich  gesetzt,  femer,  ohne  mehr  als  Glieder  dritter  Ordnung  zu 
vernachlässigen,  w^  mit  n  identificirt  werden  kann ,  so  findet  sich  mit  Benützung  des 
oben  angegebenen  von  Peter 's  ermittelten  Werthes  von  y^'  numerisch: 


(Asins'  d\tf\  „  •     /    /  j    ,  \ 


21) 


l^C-    ^4=+oi98co8(^<  +  9>-a). 

Durch  diese  Glieder  werden  also  in  i//  und  «'  periodische  Glieder  entstehen,  deren 
Periode  wegen  der  Grösse  (p  nahezu  die  eines  Tages  sein  wird ;  dieselben  würden  ver- 
schwinden, wenn  die  Rotationsachse  mit  der  kleinen  Achse  des  Erdellipsoids  oder 
richtiger  mit  dei*  Hauptträgheitsachse  Z'  zusammenfiele,  welche  Annahme  jedoch  nach 
den  obigen  Beobachtungsresultaten  kaum  völlig  gerechtfertigt  wäre. 

Um  nun  den  Antheil  zu  bestimmen ,  den  die  störenden  Kräfte  an  den  dritten 
Gliedern  der  Gleichungen  14)  (pag.  149)  haben,  könnten  dieselben  leicht  gesondert 
entwickelt  werden;  um  aber  die  Integration  nach  den  Formeln  8)  (pag.  147)  zu  erlau- 
tem, will  ich  diese  hier  in  Anwendung  ziehen,  wiewohl  dadurch  das  Verfahren  etwas 
weitläufiger  wird.  Um  zu  den  numerischen  Werthen  der  betreffenden  Glieder  zu 
gelangen,  wird  es  nöthig  sein,  den  späteren  Untersuchungen  vorgreifend,  die  grössten 
Störungsglieder  hier  anzusetzen;  man  wird  mit  Benützimg  der  weiter  unten  mit- 
getheilten  Zahlen  leicht  finden : 

li?  (Z)  =  "^Ä    1+  ^490"  8in  [2ff    +2<0    +2Q) 

+    689"sin(2ir'  +  2(o'  +  2Q) 

-h      2Ss"8in(^ff    +2W    +2Q) 

—    312"  sin  Q 

-1-    3o8"sin(2ir  +2  0)  +  Q)j, 
1  {de')  ~  V  ^^^^  |~  5^^7"  ~  569" cos^  4-  3433"cos  [2g  +  2io  -f-  2  Q) 

-h   1587" cos  {2/  +  2Cii'  +  2Q) 

4-    658"cos(3^  +  2w  +  2Q) 
~    583" cos  Q 

4-    577"  cos  (2^  +  2W  +  Q)|. 
Die  in  den  Klammem    stehenden  Ausdrücke    sind  offenbar   beziehungsweise    mit 

jTund  -J7  identisch. 

dt  dt 

In  diesen  Ausdrücken  ist,  was  für  die  Bestimmung  von  n  von  Bedeutung  ist, 

als  Zeiteinheit  das  julianische  Jahrhundert  zu  verstehen ;   es  ist  demnach  für  n  mit 

hinreichender  Annäherung  zu  setzen  : 

•.        ,  11,  n=  27t '  36624 ; 

weiter  stellt  vor : 

g  :  die  mittlere  Anomalie  des  Mondes, 

g  :  die  mittlere  Anomalie  der  Sonne, 

0)  :  den  Abstand  des  Mondperigäums  von  dem  aufsteigenden  Mondknoten, 

w' :  den  Abstand  des  Sonnenperigäums  von  dem  aufsteigenden  Mondknoten, 

Q  :  die  Länge  des  aufsteigenden  Mondknotens. 
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Setzt  man  nun  für  s'  den  Werth  23°27'5,  so  erhält  man  sofort: 

^  \a^.^A  fe)  +       A      \äJ\\  =  -  2005   COS^  <  - 

—  ii3"cos(/u'^ — ^)  +  i428"co8(^7 — 2g lU) — 2Q) 62"cOS(fl7+2^+2W  +  2Q) 

—  II3"C0S(/U74-^)  +    660"COS(|U7— 2^'— 2W'— 2  0)  —  28"cOS(/u7+2/+2w'+2Q)l22) 

4-    273"co8(^7 — ig — 2« — 2Ö)  —  ii"co8(fi7+3^+2w+2Q) 

—    272"co8(iu'<— Q)  4.4o"c08(^'^+Q) 

4-   269"co8(/u7 — ig — 2w — Q)    — 39"co8(fi7+2y4-2ö>+Ö), 

Für: 

^  icos^'J  (dV\  ^  sin ^7  /rfFX  j 
nC /sin 8'^  Väi/;y  ^     We'/I  ' 

findet  sich  ganz  derselbe  Ausdruck  wie  22)^  nur  sind  durchaus  die  Zeichen   umzu- 
kehren und  statt  der  Cosinusfunctionen  die  Sinusfunctionen  zu  setzen. 

Die  Integration  kann  in  diesem  Falle  in  sehr  einfacher  Weise  durchge- 
führt werden;  da  nämlich  die  Bewegung  des  Argumentes  /u7,  welches  nahezu  die 
Periode  eines  Tages  hat,  gegen  die  Bewegung  der  anderen  Argumente  überwiegend 
gross  ist,  so  darf  man  bei  der  Kleinheit  der  in  Betracht  kommenden  Glieder 
ohne  erheblichen  Fehler  als  den  gemeinsamen  Integrationsdivisor  \i  setzen,  wofür 
mit  mehr  als  genügender  Genauigkeit  nach  9)  (pag.  147)  Gn  :  A  angenommen  werden 
kann,  welcher  Coefficient  sich  dann  mit  dem  links  vom  Gleichheitszeichen  stehen- 
den gemeinsamen  Factor  zur  Einheit  abkürzt.  Integrirt  man  nim  entsprechend  die 
Gleichungen  8)  (pag.  147),  so  erhält  man  sofort  die  Werthe  von  ^  und  1;,  welche 
durch  n  dividirt  imd  auf  drei  Decimalen  der  Bogensekunde  angesetzt,  wie  folgt 
gefunden  werden: 

—  =  ^5  +  o''oo9sin|u7 

4-  o"ooo,5  sin  [\i*t — g) 
+  o"ooo,5sin(^'<+^) 

—  o"oo6sin  [[ßÜ — 2g — 2co —  2  Q) 

—  o"oo3  sin  [\it — 2g' — 2  w' — 2  Q ) 

—  o"ooi  8in(^'< — ig — 20/ — 2Q) 
+  o"ooi  sin  [ijCt —  Ö ) 

—  o"ooi  sin  (|u'^ — 2g — 2w — Q) 

Mit  Benützmig  der  Formeln  10)  (pag.  148)  und  Hinzunahme  der  Resultate  der  Glei- 
chungen 21)  (pag.  152),  erhält  man  für  die  dritten  Glieder  in  den  Gleichungen  14): 

— TT-  ^  =  —  />  {-  8mu7  —  -  cosu/J 
nC       dt  C  tn         ^  n         ^    ) 

=  ^-  o"o79  sin  (^'t  —  a)  —  0^009 

-|-  o"ooi  cos^ 

-|-  o"oo6  cos  (2^  +  2w  -h  2  Q) 

-|-  o"oo3  cos  {2g' +20}'+ 2 Q) 

4-  o"ooi  cos  (3^  +  2ü>  4-  2 Q) 

—  o"cx>i  cosQ 

4-  o"ooi  cos  (2^4-  2ci>4-  ^)      (     24) 


^     ^  =?2._o"o09C08/u7 


—  o"ooo,5  cos  {^'t—g) 

—  o"ooo,5  cos  {^'t+g) 

+  o"oo6cos  [11' t — 2g — 2(a  —  2Q) 
4-  o"oo3  cos (/u7 — 2g' — 2w' — 2 Ö) 
4-  o"ooi  cos  [ii!t — ig — 20/ — 2Q) 

—  o"ooi  cos  [11' t —  Ö ) 

+  0"00I  cos  (/t'< — 2g — 2U) — Q). , 


23) 


Oppolzer,   Bahnbestimmnngen.   I.   2.  Auflage. 


20 
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Acosecs  de' 


rr-   u  =  rr-» — } I ~  cos u'^  +  -  sinu'^  { 

nC       dt         Csine'/w         '^       '     »         ^    \ 

=  4- o"i98cos(/i7 — a)  •+- o"oi6sm  (2^  +  2Ci>  +  2Ö) 

+  o"cx>8  sin  [zg'+zta'+zü) 

+  o"oo3  sin  (3^  +  2w  +  2 Q) 

—  o"cx>3  sin  Q 

+  o"oo3  sin  (2^  +  2ci>  +  Q) . 

Wie  man  sieht^  sind  diese  Glieder  nicht  ganz  unmerklich,  doch  darf  man  dieselben 
bei  der  Berechnung  der  Präcession  und  Nutation  übergehen,  wofür  in  dem  folgen- 
den Kapitel  die  Gründe  angeführt  werden. 

Die  in  23)  für  ^  und  iy  aufgestellten  Ausdrücke  werden  die  Möglichkeit  an 
die  lland  geben,  mit  Hilfe  der  Gleichungen  17)  (pag.  150),  in  denen  der  Nenner 
mit  n  identisch  angenommen  werden  darf,  die  durch  die  störenden  Kräfte  bewirkten 
Polhöhenänderungen  zu  bestimmen.  Man  wird  für  die  Bestimmung  der  Lage  der 
Rotationsachse  gegen  die  kleine  Achse  des  Erdellipsoids  die  folgenden  Ausdocke 
erhalten,  in  welchen  die  von  den  Anfangszuständen  abhängigen  Coefficienten  (vergl. 
Gleichung  21)  pag.  152)  ebenfalls  Aufnahme  gefunden  haben: 
sin/co8r=  4-  o"o79cos(fi7 — o)  ,  8in/8inr=  +  0^079 sin (fi'< — a] 
+  o"oo9  sin  q>  +  o"oo9  cos  (p 

—  o"oo6  sin  (qp  —  zg —  2  w — 2  Q )         —  o"oo6  cos  [q)  —  2g —  lio — 2Q) 

—  o"oo38in(y — ig' — 2ü>' — 2Q)        — o"oo3cos((jp — zg' — 2co' — zu)  \  25) 

—  o"ooi  sin((jp  —  ig^ — zio — 2Q)         — o"ooi  008(9)  —  3^ — zw — zQ) 
H-o"ooisin((jp  —  Q)  -    +  o"cx>i  cos  (qp  —  Q) 

—  o"ooisin(9) — zg — Z(o — Q)  — o"ooicos(g) — zg — zw — Q).  j 

Denkt  man  sich  die  positive  X'-Achse  in  den  Meridian  eines  bestimmten  Erdortes 
gelegt,  so  wird  (180*^ — F)  sehr  nahe  den  Stundenwinkel  des  Nordpols  der  kleinen 
Achse  des  Erdellipsoids  in  Bezug  auf  den  Nordpol  der  instantanen  Drehungsachse 
(vergl.  pag.  150  über  die  Bedeutung  des  Winkels  F),  (p  sehr  nahe  (vergl.  pag.  137) 
die  Ortsstemzeit  darstellen;  wählt  man  in  den  folgenden  Formeln  statt  (p  den 
oben  (pag.  24)  für  die  Stemzeit  gewählten  Buchstaben  ö,  bezeichnet  mit  y'  die 
veränderliche,  mit  q)^  die  mittlere  Polhöhe,  so  findet  sich  mit  Berücksichtigung  der 
Glieder  erster  Ordnung  leicht: 

q>'  =  q)Q+  sin/cosT, 

und  es  ergeben  sich,  wenn  man  die  nur  aus  den  Beobachtungen  selbst  ableitbaren 
ersten  Glieder  in  25)  fortlässt,  die  theoretisch  zu  erschliessenden  Variationen  der 
Polhöhe  wie  folgt: 

9)'  =  (jPo  +  o"oo9  sin  ö  —  o"oo6  sin  [6 — zg — zw  —  2  Ö ) 

—  o"cx>3  sin  [6 — 2/ — zw' — zQ) 

—  o"ooi  sin  (ö —  ig —  zw  —  2  Ö ) 
+  o"ooi  sin(ö— Q) 

—  o"ooi  sin(ö — zg  —  zw — Q). 


Digitized  by 


Google 


155 


Der  Einfluss  auf  den  Längenunteischied  zweier  Orte  verschwindet,  auch  wenn  man 
denselben  durch  die  Winkelbewegung  um  die  instantane  Drehungsachse  bestimmt, 
fast  völlig.  Man  könnte  die  in  24)  und  25)  aufgeführten  Besultate^  was  die  von 
den  störenden  Kräften  abhängigen  Glieder  anbelangt,  auch  erhalten,  wenn  man  die 
oben  (pag.  152)  für  ^  und  -^  gegebenen  Werthe  in  die  Ausdrücke: 


p_ sin qp  sine'  d^        cos 9)  <fo'  q  

n  n  dt  n      dt  ^  n 


cos  y  sin  e^  d^    ^^  sin  (p  de' 


dt 


n     dt 


einführen  würde  (vergl.  6)  pag.  138,   13)  pag.  135,   17)  pag.  150). 


f.   Die  Bewegungen  der  Rotationsachse  der  Erde, 

Vor  Allem  muss  man  sich  gegenwärtig  halten,    dass  den  lieobachtungen  der 

Äquator  als  Fundamentalebene  zu  Grunde  liegt,   und  dass  dieser  durch  die   Ebene 

bestimmt  ist,  welche  vertical  auf  der  instantanen  Drehungsachse  steht;  die  aus  den 

Beobachtungen  abgeleiteten  Werthe  von  xp  und  b  beziehen  sich  daher  eigentlich  auf 

die  Drehungsachse  und  nicht  auf  die  kleine  Achse  des  Erdellipsoids ;    hätten  beide 

Achsen  eine  beträchtliche   Neigung  gegen   einander,    so  müsste  bei  der  Ableitung 

der  Formeln  des  vorangehenden  Kapitels  auf  diese  Differenz  Rücksicht  genommen 

werden.     Bezeichnet  man  daher  wie  früher  (vergl.  Gleichung  14)  pag.  136)  mit  a", 

^'  und  /'  die  Winkel,  welche  die  instantane  Drehungsachse  mit  den  fixen  Coordi- 

natenachsen  einschliesst,  so  müsste  (vergl.  Gleichimg  4)  pag.  138)  eigentlich  gesetzt 

werden:  „  .     ,    .     , 

cos  a  =  —  sm  1//  sm  € 

cos  /?'  =       cos  ip  sin  «' 

cos  y"  =       cos  «' , 

wenn  man  unter  e'  und  ip  die  aus  den  Beobachtungen  abgeleiteten  Werthe  versteht ; 
es  sollen  jedoch,  um  Irrthümem  vorzubeugen,  für  letztere  Grössen  die  Buchstaben  c/ 
und  xf),  gewählt  werden.  Um  nun  die  Differentialgleichungen  für  diese  letzteren 
Bogen  zu  erhalten,  kann  man  die  Gleichungen  14)  (pag.  136)  vornehmen  und  ihnen 

die  Form:  

cos  a"  Vw^  +  /'^  +  y^  =  w  cos  a"  =  ap  +  bq  -\'  cn 


cos/?'  V«2  -j-  p2  _[_    gr2   _-   ^cog^'  _—   fi'p    ^_    l'q    ^    c'f^ 


I) 


cos/'  Vn^  +  ;>2  _|_  ^2  =  wcos/'  =  ap  +  b"q  +  c'n, 

ertheilen,    deren  Differentiation  mit  Rücksicht   auf  die  Gleichungen  s)   (pag.   133) 

^     '  '    rf(wco8a")  =  adp  +  bdq 

d  (w  cos  ß")  =a'dp  +b'dq    \    2) 
d(wco&y")  =  adp  +  b"dq. 

Andrerseits  bestehen  die  Gleichungen: 

o)  cos  a"  =  —  (o  sin  tp,  sin  ef 
ciicos/?'=       w cos (//, sine/  }    3) 
U)  cos  y"  =       w  cos  fi/ , 
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deren  DiflFerentiation  mit  Rücksicht  auf  2)  (pag.  155)  ergibt: 

,     '       ,  do)              .      ,             ,  de/  .     .       ,  d\p,  dp    .     i    dq 

—  Sin  ip,sui  e,   TT  —  w  sm  ip,  cos  e,  ~ io  cos  (//,  sm  c,  -Z^  =  a  ^  +  ^   ^ 

,     '       f  dio    ,  ,        '     ,  de/  .      .      .       ,  d\lf,  ,  dp    ,     ,,  ilo 

cosi//,8me,  ^~+ <^cosi/;,co8e,  -^'-  —  co smi//, sin c,  -^  =  a   ^  +  ^   5? 


f  t/o>  •       /  de/  „  dp    ,     ,w  dg 


4) 


Setzt  man  rechter  Hand  für  a,  a\  a",  4,  J'  und  6"  die  Werthe  nach  4)  (pag.  138)  ein 
und  bestimmt  durch  entsprechende  Elimination  dip,,  de'  und  dio,  so  findet  sich: 

— wsin£/-^  =  {sin qp cos«' sin (i/;, —  xp)  +  co8(pcos(tp, —  xp)}  ^  + 

+  (cos  (p  cos  «'  sin  (i//,  —  ip)  —  sin  <p  cos  [ifj,  —  V^)}  ^ 

w-^  =  {8in9)[co8£'co8£/cos((//, — xp)  +  sine' sine/] — cos  r/)  sin  (i/;, —  ^/^jcos«/}  —  -!- 

+  (cos  9)  [cos  e  cos  «/  cos  (?//, —  xp)  +  sin  «'  sin  e/]  +  siii  9^  sin  [ip, —  xp)  cos  c/}  ^ 

-^  =  {siny  [co8€'sin£/cos(i/;, — xp) — sine'cosc/] — co89)sin(i/;, —  i/;)8in6/}~4- 

+  {cosy  [cos€'sin€/cos(i/;, —  xp) — sine'cosg/]  +sinqpsin  [ip, —  (//jsinc/}^. 

Da  p  und  q  von  der  Ordnung  der  Störungen  und  der  Neigung  der  instantanen 
Drehungsachse  gegen  die  Erdachse  sind,  so  kann  man  deren  Diflferentialquotienten  als 
Grössen  erster  Ordnung  auffassen,  deren  Prdducte  in  die  fast  unmerklichen  Unter- 
,schiede :  xp,  —  xp  und  6/  —  «'  unbedenklich  übergangen  werden  können,  man  erhält 
unter  dieser  Voraussetzung  aus  den  vorstehenden  Gleichungen  das  Resultat : 


,  dilf,  dp  .         da 

-  '^  ""«'  -dt  =  '"^'iP  dt  —  '"9'  dt 

'    de/  >         dp    ,  dg 

a,-^-^  =  8m(3pf +CO89)  J 


^=°- 


5) 


Dem  zu  Folge  ist  innerhalb  der  gesetzten  Genauigkeitsgrenze  w  als  eine  Constante 
anzunehmen;  da  aber  nach  i)  (pag.  155)  gesetzt  werden  kann: 

so  darf,  ohne  mehrmals  Fehler  dritter  Ordnung  zu  begehen,  statt  5)  geschrieben  werden : 

_  fli'np' ^  —  5!?^  ^ srn^p  J£    \ 

'*"*'^'    di  ~     n     dt  n     dl     \     ^. 

de/  Bin<]p  dp    ^^  cosqp  dq     j 

~dt   ~     n     5i"  "*       rTdi'' 

Ersetzt   man   die   Werthe   der  Differentialquotienten  von  y  und  q  nach   den   Glei- 
chungen 3)   (pag.  146)    und  berücksichtigt   dann  die   Gleichungen  7)   (pag.  138),    so 
erhält  man: 
de/  I         ldV\    ,     C—Af  .       .  1         ldV\         C^Ade' 

.       ,dtp,  I    ldV\    ,     C--A  f      .  ,  vi     idV\         C—A    .      ,dtp 
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Substituirt  man  nun  für  ^-  und  ^  die  aus  den  Gleichungen  13)  (pag.  149)  resul- 
tirenden  Werthe,  so  findet  sich : 

*/  _  _        I  _  ldV\  _  C  —  A  £  l  .      ,  ^\  _  C—A  ,  d^  (k' 

dt   ~        8Uie'nC\id^l  uC     dt    T^"  ^    dtj  nC     ^^^    dt' dt     I        . 

Vergleicht  man  die  zweiten  und  dritten  Glieder  in '  den  vorliegenden  Ausdrücken 
mit  jenen,  welche  die  Gleichungen  13)  (pag.  149)  ergeben,  so  wird  man  dieselben 
bis   auf  den   einen   gemeinsamen  Factor  identisch   finden,    dieser  ist  in  den   vor- 

liegenden  Ausdrücken ^—  ,  während  er  in  jenen  ^  ist.     Diese  Glieder  haben 

aber  nach  der  Integration  (vergl.  Gleichung  24)  pag.  153)  in  den  Gleichungen  13) 
(pag.  149)  nur  Werthe  finden  lassen,  welche  mit: 

^^5^= -0-00327188*), 

multiplicirt,  völlig  verschwindende  CoefBcienten  ergaben  und  wenn  man  die  vierte 
Decimale  der  Bogensekunde  noch  mitnimmt,  so  finden  sich  die  Ausdrücke : 

^^     sin  €    -^  =  4-  o  0003  sin  iji  —  a)  l 

cosec«'  -TT  =  —  o"ooo6  cos  (^'  -^  a) ,) 


nC    ^""^^'^   dt 

welche  Glieder  man  ohne  Bedenken  übergehen  kann,  und  die  übrigens  nur  von  dem 
erst  in  neuerer  Zeit  als  vorhanden  erwiesenen  Unterschiede  zwischen  der  instantanen 
Drehungsachse  und  der  Hauptachse  der  Trägheit  Z'  (vergl.  pag.  151)  abhängen;  die 
von  den  störenden  Kräften  abhängigen  Glieder  sind  innerhalb  der  gestellten  Ge- 
nauigkeitsgrenzen verschwindend. 

Die  Integration  der  Differentialgleichungen  7)  ergibt  daher,  wenn  man  nun 
wieder  statt  c/  imd  ip,  die  Buchstaben  b'  und  xp  setzt,  mit  Rücksicht  auf  die  gemach- 
ten Bemerkungen  ein  selbst  für  die  genaueste  Ermittlung  der  Präcession  und  Nu- 
tation  ausreichendes,   von  Po is so n  zuerst  aufgestelltes  Resultat: 

^'  ^^^  ~J\di^)^WnC    \        . 

Es  ist  nun,  worauf  schon  in  dem  vorausgehenden  Kapitel  hingewiesen  wurde,  dar- 
gelegt, weshalb  man  mit  der  vorliegenden  sehr  einfachen  Form  der  Quadraturen 
ausreicht:  nicht  die  Kleinheit  der  zweiten  und  dritten  Glieder  in  den  Gleichungen  13) 
(pag.  149)  ist  entscheidend,  denn  dieselben  erhalten,  wie  dies  oben  nachgewiesen 
wurde,  Werthe,  die  weit  innerhalb  der  sonst  bei  dem  Probleme  gewählten  Genauig- 
keitsgrenzen fallen,  sondern  der  Umstand,  dass  sich  die  Beobachtungen  der  durch  die 
Präcession  und  Nutation  erzeugten  Bewegungen  auf  die  instantane  Drehungsachse 
beziehen. 


♦)  Über  diesen  numerischen  Werth  vergl.  pag.  i8z. 
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7],  Numerische  Entvncklung  der  partiellen  Differentialquotienten  des  Potentials. 

Zur  Auswerthung  der  in  9)  (pag.  157)  auftretenden  Integrale  müssen  die 
Gleichungen  15)  (pag  145)  nunmehr  in  integrable  Formen  übergeführt  werden.  Zu 
diesem  Ende  müssen  zunächst  die  Ausdrücke  T,  V  und  r/  entsprechend  aus  den 
Mond-  und  Sonnentafeln  entlehnt  werden;  den  Einfluss  der  übrigen  Planeten  des 
Sonnensystems  kann  man  als  immerklich  vemachlässigen.  Die  durch  die  astrono- 
mischen Tafeln  gegebenen  polaren  Sonnen-  und  Mondcoordinaten  beziehen  sich 
auf  das  zugehörige  wahre  Äquinoctium,  während  hier  alles  auf  die  fixe  mittlere 
Ekliptik  der  Ausgangsepoche  bezogen  verlangt  wird.  Zuerst  soll  an  die  Lösung 
der  Aufgabe  geschritten  werden,  aus  den  Tafelwerthen  l!  und  i/,  die  sich  auf  das 
wahre  Äquinoctium  beziehen,  die  Werthe  V  imd  V  zu  finden.  Da  diese  Grössen 
bei  ihrer  Verwendung  zur  Ermittlung  der  Präcession  und  Nutation  mit  Störungs- 
gliedern mtiltiplicirt  werden,  so  wäre  für  die  vorliegenden  Zwecke  eine  Entwick- 
lung der  Coordinaten  bis  auf  Glieder  zweiter  Ordnung  inclusive  ausreichend,  wenn 
man  im  Resultate  die  Glieder  dritter  Ordnung  richtig  finden  will ;  um  jedoch  später 
Transformationen  für  die  Präcessionsformeln  bis  auf  Glieder  dritter  Ordnung  inclusive 
ohne  Mühe  ableiten  zu  können,  soll  die  Entwicklung  etwas  weiter  geführt  werden, 
als  dies  für  die  nächsten  Zwecke  nöthig  ist. 

Nimmt  man  die  Figur  I  (pag.  125)  zu  Hilfe,  so  kann  man  sich  unter  dem 
Bogen  AA^  den  wahren  Äquator  vorstellen;  '^c  wird  dann  der  Bogen  —  xp  sein, 
der  Winkel  AcE^  aber  die  hier  mit  e  bezeichnete  Schiefe  der  festen  Ekliptik  gegen 
den  wahren  Äquator.  Bezeichnet  man  den  Bogen  cY^i»  der  den  Namen  ,,die  Prä- 
cession durch  die  Planeten**  führt,  mit  a,  den  Bogen  E^x  ßiit  J,  die  dritte  Seite  in 
dem  in  Betracht  gezogenen  sphärischen  Dreiecke,  weil  bei  E  der  absteigende  Knoten 
der  beweglichen  Ekliptik  in  der  fixen  ist,  mit  180°  —  (11),  den  Winkel  cETfv  mit  (tt), 
(vergl.  über  die  Bedeutung  der  Grössen  (IT)  und  (/r)  die  Gleichungen  la)  pag.  124), 
so  ist  nach  den  Napier^  sehen  Gleichungen  in  dem  vorgelegten  sphärischen  Drei- 
ecke cETfx ' 

Man  kann  gleich  hier  die  Bemerkung  einschalten,  dass  die  allgemeine  Präcession  {l) 
mehr  der  Nutation  in  Länge  (A^)  bestimmt  ist  durch  den  Bogen : 

(/)  +  (N)  =  180°  —  (JI)  —  b.  2) 

Wendet  man  auf  die  Gleichungen  i)  die  pag.  32  durchgeführte  Reihenentwicklung 
an,  nach  welcher  Ausdrücke  von  der  Gestalt: 

tgq>'  =  ntg(p, 
auf  die  Form : 

(p'  =  rp  -\-  mBm2(p  -{-  ^m'^sin^ip  +  ^m^sinöip  +  •  • , 
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gebracht  werden  können,  in  welcher  Reihe : 

n —  i 


m  = 


3) 


gesetzt  ist,  so  wird  man,  einmal: 

w  =  tg|(7r)cotgi€', 
das  anderemal : 

m  =  — tgi(7r)tgi6', 

annehmend,  ohne  Schwierigkeit  nach  i)  finden: 

i  (Ä  +  ci)  =  1  (i8o«  -  (H)  +  V^)  +  (tgi  {7v)  cotg^e'jsin  ((JT)  —  tp) — 

-  1  (tgi  M  COtgi6'}28in  2((n)-rXlj)   + 

+  i{tg4  (^)  cotg|£'}3sin!3  ((JI)  —  V/)  —  • 
i(b-a)=i  (i8o«  -  (JT)  +  1//)  -  {tgi  (yr)  tg^  £'}sin  ((il)  -  V^)  - 

-  i{tgi  (^f)  tgi£'}28in2  ((JI)  -IP)- 

-  i(tgi(^)  tgi€'}=»sin3  ((JT)  -  V;) 

Die  Addition  beider  Ausdrücke  fuhrt  zur  Kenntnis  von  4,  die  Subtraction  äu  der  von  a. 
Um  nun  die  Bogen  nach  Potenzen  der  Zeit,  der  Präcession  und  Nutation  zu  entwickeln, 
wird  man,  von  den  Ausdrücken  la  (pag.  124)  Gebrauch  machend,  ohne  in  3)  mehr  als 
Glieder  vierter  Ordnimg  zu  übergehen,  setzen  dürfen : 

tgi  {^]  =  itg(7r)  -  itg(7r)3,      tg  J(7r)2  =  \tg{7t)^, 
cos  tp  =  i  —  ^  ?//2,  cos  2  (/;  =  I , 

sin  xp  =  xp^  sin  2ip  =  21p, 

Femer  werden,  wenn  man  die  bekannten  Formeln: 

I  —  C088' 


cos  3  «^  ==  I 
sin  3  «^  =  3  «/». 


4) 


I  4-  COBfi' 


5) 


benützt,  wegen  der  später  auftretenden  Combinationen  dieser  beiden  Werthe  die  fol- 
genden Relationen  zu  beachten  sein  : 

cotgi«'   +tgie'   =iE?'  cotg^e'  —  tg^c'  =2cotgc' 

cotgi«'^  -  tgl  s'^  =  ^ ,  cotgi«'^  +,  tgi.'^  =  2  l^^ 

cotgie'»  +  tgie'3  =  i±l5^\        cotgie'3  -  tgl.'«  =  "'  +  \r;;"""'. 

Die  Grösse  «'  selbst  ist  keine  Constante,  sondern  erfährt  durch  die  Präcession  und 
Nutation  Veränderungen ;  bezeichnet  man  die  für  die  Ausgangsepoche  geltende  mitt- 
lere Schiefe  mit  «q,  so  soll  gesetzt  werden: 

wobei  ^e  vorerst  als  erster  Ordnung  anzusehen  sein  wird.  Sollen  die  Endresultate  alle 
Glieder  dritter  Ordnung  enthalten,  so  hat  man  zu  schreiben: 


sine'         sinfio 


1  c  Bin  Sq 

I  -j-  cos  «'2 I 

8in6'2      —  ^  " 


sineo^  sinso^  ^ 


2 9 

Sin  6q^ 

cos  Cpg 


sina^^ 


Sin  84,2 


COtg«'  =  2COtg6f 

^*'  8infi'3 


4COtgc^ 
dne' 


4cotgg„ 

sineo 


sin 

4(1 


2         .    _,     acotgCp  ^  2  2  -h  6  cos  6*2 2  -f-  6co8eo2 

lineo*           •"    sin  60*^           '                sine'^  sinc^^ 

i  -\-  cosEq^)  (6  4-  2 cos c^) cos e'  6  -f-  2C08eo2 

'  5  ^C»  .  ,n  -  ;  ü  COS  Cf^« 

smej*  '  smfi'ö  sinCo^  " 


6) 
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Schliesslich   wird   man  mit  demselben   Genauigkeitsgrade   im   Resultate   annehmen 

können :  .,,,^  v  ,    ,^^  ,. -«.,,^ 

sm  ((JI)  —  ip)=  sm  [IT)  —  t//cos  [IT)  —  -Jj/z^sm  (77)  • 

sin  2  ((77)  —  i/;)  =  sin  2  (77)  —  2 1/; cos  2  (77)  •  •  •        ,  J»     7) 

sin  3  ((77)— 1//)  =8in3(77)  .... 

und  danach  haben : 

tg(/r)  sin    (77)  =;>i^+j02^  +  />3<3 

tg  [7t)  cos    (77)  =  ^1  /  +  ^2^2  +  q.^  tz 

tg(7r)28in2  (77)  =  2  {;>,  ^,  /2  +  (^^^  +  ^^^^^3} 

tg(7r)2c082(77)   =   (y,2_p^2)^2 

tg(7i:)38in3  (77}  =  (3^1^^,  — /?^3)  ^3 
tg(/r)38in    (77)=;>,(jt.,2^^,2)^3. 

Die  Ausdrücke  für  a  und  ä  werden  in  ziemlich  zusammengesetzter  Form  auftreten, 
weshalb  die  Glieder  gleicher  Ordnung  einzeln  angesetzt  werden  sollen ;  zerTällt  man 
nämlich  a  und  b  in  der  Weise : 

a  =  ax+  02  +  <h  +  '  ' 

*  =  in  +  *i  +  *2  +  *a  +  •  •, 
wobei  der  Index  den  Hinweis  auf  die  Ordnung  des  Gliedes  enthält,  so  findet  sieh  : 


B) 


sine« 


«1  =  _.^"r  t 


ine«  ^  8ina„ 


+ 


9) 


2  sin  B^ 

und  weiter: 

io=i8o°— (/Ij+V/ 

6,  =cotg  «„/>,< 

ij  =  (cotge„ft  -  i  '  tin°y"'  ^«  ?'}'^  ~  cotg£„?,  V<  —  ^  Jet 

'     f     %UkB^^  ^'  ^'         sin  60*1 


+ 


{cotgCp 
f  sin  60^ 


.0) 
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Es  wird  hier  der  richtige  Ort  sein,  noch  eine  Entwicklung  durchzuführen,  die  zwar 
für  die  nächsten  Zwecke  nicht  nöthig  ist,  von  der  aber  später  Gebrauch  gemacht 
werden  wird ;  in  dem  hier  in  Betracht  gezogenen  sphärischen  Dreiecke  cETsfi  (Figur  I 
pag.  125)  ist  der  Winkel  bei  Y^i  nicht  bestimmt  worden.  Bezeichnet  man  den  Winkel 
Ex^xA^  der  die  wahre  Schiefe  der  Ekliptik  darstellt,  mit  €,  so  gibt  eine  Fundamen- 
talrelation der  sphärischen  Trigonometrie,  den  Ausdruck : 


Setzt  man  vorerst : 
so  wird  sein : 


8in(i8o"—  {U)  4-  1//     .      , 
Bino 


BinÄ  —  I  -r  n 


sine  —  sinfi'  =  rsinc'  =  2sin^  [b  —  c')  cos [e  +  \[e  —  «')], 
oder,  indem  man  nach  Potenzen  von  b  —  b'  entwickelt : 

(«  -  «')  -  itg€'  [b  -  By  -  i  (€  -  B^  =  rtg«'. 
Die  Umkehrung  dieser  Reihe  gibt  aber : 

€  —  fi'  =  rtg€'  +  ir^tgc'«  +  ^rHgfi'»(tg6'2  +  ^).         n) 

Es  soll  nun  vorerst  der  Coefßcient  r  näher  entwickelt  werden;  wenn  man  die  obige 
Entwicklung  (vergl.  Gleichung  10)  pag.  160)  für  b  heranzieht,  so  erhält  man,  wenn 
abkürzend:  ^       1     .    x     .    t 

gesetzt  wird: 


r  = 


Bin  (180*^  —  (ZT)  +  »^)  —  «in  ('^o''  ~  (^  4-  V^  4-  /?) 


8in{i8o»~(i7)4-V;4-^) 

/gco8(i8o^—  (77)  -hV^^—^/gaBindaQ^^— (i7)  +  V>)  —  ^^co8(i8o**  —  (77)  H- V>)  H 

Bin  (180«  —  (77)  4- V)  4-^cofl(i8o*»—  (77)  -\- %p)  —  \ß^«in{i%o'' —  (U)  -{- %p)  -\ * 

Will  man  bei  dieser  Entwicklung  wie  früher  alle  Glieder  dritter  Ordnung  mitnehmen, 
so  wird  man  zu  setzen  haben : 

cos  (180^— (U)  +xp)  =cos  (180^— (JT))  — V/sin  (180^— (H))— |i/;^co8  (i8o°— (II))  +.. 
sin  (180*^— (il)  +t/;)  =sin  (i8o°— (H))  +V;cos  (180^— (iT))—^!//« sin  (i8o°— (iTj)  +.., 

und  es  wird : 

r  —  coto^  fifto«  —  {m\  ^  -"  ^^^  +  i/g^  tg  (i8o«>  -  (77))  -  (^j^y^^  +  ^^^  4.  ^^) 
—  r  _  COtg(IÖO  [iL)]  ^  _^  (V;  4-/9)cotg(i8o«-  (77))  -  i  (^  +  V')* 

oder  bis  auf  Grössen  dritter  Ordnung  inclusive : 

r  =  — /?cotg(i8o°— (il))  + 

+  [ß^  +  \ß^)  +  [ß^  +  ß^)  cotg  (i8o°  —  (JT))2  + 
-  (ßrp^  +  2ß^xfJ  +  f /^3)cotg(i8o«  —  (11))  —  [ß^  +  2ß^xp  + 
+  /^i/;^)cotg(i8o«-(n))3. 

Um  nun  cotg  (i8o®  —  [IT))  zu  erhalten,  hat  man  nach  la)  (pag.  124) : 


12) 


cotg  (180« -(/!))  = 


Pi^4-7'2<'^-|-P3<3  T'i      I  ^e  ^^^3^ 


P\ 


P\ 


Oppolser,   BahnbestiniiBiingeii.   I.   2.  Auflage. 
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oder  wieder  innerhalb  der  für  das  Resultat  geforderten  Genauigkeitsgrenzen : 

Führt  man  diese  Kelationen  in  12)  ein,  so  ergibt  sich,  wenn  gleichzeitig 
ß  =  b^  +  *2  +  ^s  i^ach  10)  (pag.  160)  eingeführt  wird: 
r  =  cotg£o^,  <  + 

+  ^^         (—  i^i^  +  icotg€o2^,2  +  cotgcoft}  +  H^t  {cotg£o;>i}  — 

—  Jet{-^^q^}  + 


4-  ^^  {—  icotge^yi^  —  ?!  ft  +  COtgfioft  —  ^^^  (2  +  COtg€o2)/?i2yj   + 

+  COtg€o2;>,/>2)  + 
+  ^^       {—  gil^2  9iPl  +  C0tg€o/>2}  + 
+  IPU       {— |cotg€o?t}  + 


>  14) 


an  Co' 


Diese  Relation  wäre  in  11)  (pag.  161)  einzufuhren,  man  hat  aber  zu  beachten,  dass 
in  dieser  Gleichung  wie  früher  gesetzt  werden  muss: 

wo  €^  die  mittlere  Schiefe  zur  Zeit  der  Ausgangsepoche  darstellt;  es  ist  danach: 


^e 


also: 


tga'  =  tg€o  +  -^%  +  -'^^.Jb^, 

^  ©Ol      C08C2      »       COS««  ' 


r 


+ 


cosaj  ^*    +  i»-'*«*»'  + 


15) 


wobei  innerhalb  der  vorgesetzten  Genauigkeitsgrenzen  zu  setzen  sein  wird: 
r»  =  cotgeo2g^,2<i  +  t^[—  cotgeoj-,»  +  cotgs„iq^pi^  +  zcotgeo'j-,  y^} 
+  il,fi  {2C0tgfi„»fti,.}  -  z^e^n^  gg  ?,»} 


16) 


r^  =  cotgfio^yi^^^. 

Die  Substitution  des  Ausdruckes  14)  und  der  Relationen  16)  in  die  Gleichung  15) 
ergibt  schliesslich: 

€  =  e^  +  Je  +  q^t 

+  fi       (icotgfioA^  +  ft}  +  4^HPi} 

+  ^^       {—  i?i*  —  nii^2  9iP\'^  +  cotg€^p,/>2  +  Ja} 
+  ipfi    {—  cotge^y,  pi  +  /^2} 


•7) 
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Mit  Hilfe  des  oben  (Gleichung  lo)  pag.  i6o)  entwickelten  Ausdruckes  für  b 
wird  es  nicht  schwer  sein,  die  Belation  zwischen  den  auf  das  wahre  Äquinoctium 
bezogenen  Coordinaten  //  und  b/  und  den  für  die  feste  Ekliptik  der  Ausgangsepoche 
geltenden  F  und  b'  herzustellen.  Legt  man  die  positive  X-Achse  eines  Coordinaten- 
systems  in  den  absteigenden  Knoten  der  beweglichen  Ekliptik  in  der  fixen  und  die 
XF-Ebene  einmal  in  die  feste,  das  anderemal  in  die  bewegliche  Ekliptik,  so  hat  man 
zur  Verwandlung  der  Coordinaten  die  Relationen: 

co86'co8(f  +  i8o°  —  (II))  =  cosä;cos(//  +  b) 

cos  y  sin  (r  +  i8o** —  (il))  =  co8b/sm(l,'  +  b)  cos  [tc)  +  sin  ä/ sin  (/r) 

sin  6'  =  —  cos  V  sin  (//  +  b)  sin  (/r)  +  sin  4/  cos  {7c) . 

Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  cos(i8o® —  (JT)  +  i//),  die  zweite  mit 
sin  (i  So** —  (il)  +  ip)  und  bildet  deren  Summe ,  dann  dieselben  Gleichungen  mit 
—  sin  (i8o®  —  [ITj  +  ip)  und  cos  (i8o°  —  (II)  +  tp)  und  addirt  wieder,  so  findet  sich : 

cos  b'  cos  (r—^)  =  cos  Ä/  {cos  (7/  +  b)  cos  (180''  —  (JT)  +  ip)  + 
+  sin  (/;  +  *)  sin  (180°  —  (il)  +  V')  cos  (tv)] 
+  sin  j;  sin  (i  80°  —  (JI)  +  ip)  sin  (/r) 

cosÄ'  sin  (/'  —  1//)  =  cos  V  {—  cos  (//  +  b)  sin  (180**—  (TT)  +  ip)+      ^      18) 
+  sin  (//  +  b)  cos  (i  80°  —  (HJ  +  H^)  cos  (7t)} 
+  sin*; cos  (i 80°  —  (JI)  +  ip)  sin  (tv) 
sin  Ä'  =  —  cos  Ä/  sin  (//  +  b)  sin  (tv)  +  sin  4/  cos  (/r) . 

Hiermit  sind  die  in  den  partiellen  Differentialquotienten  des  Potentials  auftretenden 
Functioncfn  auf  die  den  Tafeln  zu  entlehnenden  Coordinaten  reducirt ;  doch  wird  es 
zweckmässig  sein,  auf  die  rechts  vom  Gleichheitszeichen  stehenden  Ausdrücke  Reihen- 
entwicklungen anzuwenden,  wobei  aber  die  Annäherung  auf  Glieder  zweiter  Ord- 
nung inclusive  beschränkt  werden  kann,  da  diese  Coefficienten  in  den  bezüglichen 
Ausdrücken  mit  Gliedern  von  der  Ordnung  der  Störungen  multiplicirt  erscheinen: 
dieser  Bemerkung  gemäss  sind  die  folgenden  Substitutionen  und  Transformationen 
durchzuführen. 

Der  Coefficient  von  cos  4/  in  der  ersten  Gleichung  in  18)  kann  geschrieben 
werden : 

cos (7/  4-  *  —  180°+  (n)—tp)  —  2sin(/;  +  J) sin (180«—  (il)  +  tp)Bini(ft)^; 

lässt  man  alle  Glieder  dritter  Ordnung  fort,  so  wird  derselbe: 

cos  (//  +  cotg€o/>t  t  +  cotg^oP^^  —  jA^  ^et  —  cotg€„y,  tpt  —  \'-^^^P\9x  ^^)  + 

"+isin(//-(n))sin(il)tg(7rp, 
somit  auch: 

cos//  {i— ico<««oVi^^^)  -  sin/;  {cotg€o/>i  t  +  cotgBoP^t^  —  gf~  Jet  — 

--ootge^g,^pt^ilX^l,<i,fl}-\    ^9) 
—  |cos///>,2^2  _|-  ^  8in/,>i  yi  fi. 
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Der  Coefficient  von  sin  b,'    in   der  ersten  Gleichung  i8)    kann  innerhalb   der   ge- 
steckten Genauigkeitsgrenzen  geschrieben  werden: 

sin  (JT)  tg  [n]  —  cos  [11]  tg  (/r)  i/;  =  {p^  t  +  p^f^  —  q,  ipt).  20) 

Die  Addition  der  Ausdrücke  19)  und  20)  ergibt: 

cosJ'cos  (F  —  ^)  =  cos J/ cos//  {i -. — 2/^1^^}  + 

+  cos*/  sin//  {—  cotg£oP,  t  +  £7*2  ^^  —  cotgCoft  ^^  + 

+  ^^^^^  +  cotgCo^it//^}  + 
+  sini/  {pi^  —  qxtpt+p^fi). 

Der  Coefficient  von  cos  4/  in  der  zweiten  Gleichung  in  18)   (pag.  163)  lässt 
sich  ähnlich  transformiren,  derselbe  ist  zunächst: 

sin(//  +  i—  180°+  {n)  —  tlj)  —  2sin(7/4-  J)  cos(i8o°— (/T)  +  xp)sm{(7t)^, 

oder: 


21 


sin{//  +  cotgCoi»!  i  +  ootge^p^t^  —  ^^^  Je  t  —  cotg^o?,  ipt—\ 


i  -\-  cos  60^ 


P\  q\  ^) 


—  isin  (//  —  (JI))  cos  (il)  tg(7r)^ 
es  wird  demnach: 

cos i' sin  [F  —  xp)  =  cos i/ sin//  {i— iMg^oVi^  +  ?i^)  f^}  + 

+  cos  J/  cos  //  {cotg  €oPi  ^  +  cotg  e^p^  fi  —  iilg~2pj  ji  ^2  _ 

~  sfi?  ^€15  —  cotgCo^it//^}  + 
+  sinÄ/  {—  yi  ^  —P\^t—  qt^)' 
In  ganz  ähnlicher  Weise  findet  sich: 

sin  V  =  cos  J/ sin  //  {      yi  ^  +  3^2  ^  +  V/^i  ^  +  cotgCo/^j^ ^j  ^ 
+  cos  J/  cos  //  [—Pit—piß+\l)qit  +  cotg£o/?i  yi  ^2J  _|_ 

+  sin*/ (1-1(^,2  +  ^^2)  ^2}. 


22) 


23) 


In  der  Entwicklung  der  partiellen  Differentialquotienten  des  Potentials  (vergl. 
Gleichung  15)  pag.  162)  kommt  überdies  cos  ä'  sin  [t —  (//)  einmal  in  Verbindung 
mit  sine',  das  anderemal  mit  cotgc'  vor,  femer  erscheint  sinÄ'  einmal  allein,  dann 
in  Verbindung  mit  cose';  man  hat  aber: 


sinfi'  =  sin^o  +  cgqBqJe  — 


cotge'  =  cotg€o ^—-9  ^^  +  -?-r^  ^€^ 

^  "TS  o        sin«  *  '    sin«  2 


2 


Jt^ 


cos€'=  CO860  —  miB^Je  — 


C086„ 


Jb\ 


'  24) 


Mit  Rücksicht  auf  diese  Relationen  und  die  Gleichungen  21),  22)  und  23)  erhält  man 
daher  für  die  in  den  Differentialquotienten  des  Potentials  •  auftretenden  Factoren 
(vergl.  Gleichung  15)  pag.  162)  : 
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sin €' cos  J' sin  (r —  tfß)  +  cose^sin^  = 

=  cosÄ/sin//  {sinco  +  ^oae^q^  t  +  cose^Je  +  |  (cotg^o^^s^o/^i^  —  ^^^^oiv^  + 
+  2  cos€o5'2)  ^  +  G08eoPiX[}t  —  sin^o?!^«^  —  ^sme^Je^}  + 
+  sin b,'  (cosCq  —  sincoji  t  —  aine^Je  —  (sin^o^j  +  1  [/>i^  +  ?i^]  cosco)  ^^  — 

—  sin e^pi  xpt  —  cos e^q^  Je  t  —  \ cos e^Je^)  ; 

cotg  e'  cos  b'  sin  {F  —  tfß)  —  sin  V  = 


25aj 


=  cos b,' sin //  {cotge^  —  q^t  • 


Pit 


-Piifft—  (cotg^o/^i^  +  92  +  icotg£o^/>i2  + 
+  ^cot^e,q,^)t^  +  ^^^,Je^  + 


+  cosi/cos7/  {-i^2  +  (;>2  —  COtgCo/>l  ?1 


fi 


sine« 


+  sinÄ/  { —  I  —  cotge^  q^  t  • 


srneo         8in6o  sine^ 


'-^^P.Jet}  + 


cotgCo9j)<^}- 


■25b) 


Hierdurch  erscheinen  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  21)  (pag.  164)  die  Factoren 
in  den  Differentialquotienten  des  Potentials,  so  weit  dieselben  von  der  säcularen 
Bewegung  der  Ekliptik  abhängig  sind,  entwickelt.  Diese  Ausdrücke  enthalten  die 
zu  suchende  Grösse  xp  selbst,  aber  nur  in  den  Gliedern  zweiter  Ordnung,  während  Je 
ausser  periodischen  Gliedern  nur  solche  Glieder  enthält ,  die  mit  zweiten  und  höhe- 
ren Potenzen  von  t  multiplicirt  sind;  man  müsste,  wenn  diese  Grössen  nicht  ander- 
weitig genähert  bekannt  wären,  dieselben  in  der  ersten  Näherung  der  Null  gleich 
setzen  und  dann  das  so  erlangte  Integrationsresultat  für  tfß  und  Je  in  die  vor- 
stehenden Ausdrücke  in  der  zweiten  Annäherung  einfuhren ;  da  jedoch  für  tfß  und  Je 
durch  anderweitige  Untersuchungen  bereits  Nähenmgswerthe  bekannt  sind  und  für 
den  angestrebten  Zweck  eine  ganz  beiläufige  Kenntnis  derselben  ausreicht,  so  sollen 
die  entsprechenden  Werthe  entlehnt  und  hier  eingeführt  werden.  Berücksichtigt 
man  blos  die  grössten  Glieder,  so  hat  man,  wenn  für  t  das  julianische  Jahrhundert 
=  36525  mittlere  Sonnentage  als  Zeiteinheit  genommen  wird,  nach  Le-Verrier's 

Sonnentafeln : 

tfß  =  —  5037"!  i  +  i7"3  8inQ+  i"3sin20 

Je  =  g"2  cos  Q  +  o"o7i9  t^  f    26) 

60=  23^27'3i"83, 

wobei  die  Symbole  Q  und  O  beziehungsweise  die  mittlere  Länge  des  aufsteigenden 
Mondknotens  und  jene  der  Sonne  darstellen;  Je  enthält  kein  mit  der  ersten  Potenz 
der  Zeit  proportionales  Glied.  Durch  Einführung  dieser  numerischen  Werthe  in  die 
Gleichungen  21)  (pag.  164)  und  25)  (pag.  165)  erhält  man,  wenn  die  constanten  Glieder 
in  Einheiten  des  Badius  (die  überstrichenen  Zahlen  sind  logarithmisch  zu  verstehen), 
die  reih  periodischen  Glieder  auf  zwei  Decimalen  und,  was  mehr  als  ausreichend  ist, 
die  mit  t  und  fi  multiplicirten  Coefficienten  auf  vier  Decimalen  der  Bogensekunde  an- 
gesetzt werden,  die  folgenden  Werthe : 

cosi'cos  (F —  tfß)  =  cosÄ/cos//  {i  —  o"ooo5  t^}  + 

+  cos  Ä/  sin//{—  i3"4598 1  +  2^2172  fl+  o"ooi6  <cosö  —  o"oo92  ^sin  Q  — 

—  o''ooo7^sin20}+sin4/{+5"84io^ — o"9659<2_|«o"oo4O<sinÖ  +  o"ooo3<8in20} 
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27) 


\  28) 


sin  b' cos  b' sin  (t  —  ip)  -f  cos  e' sin  J'  =  cos  ä/ sin  //  {9-599982  —  43"66oi  t  — 

—  o"oi  48^+ 8^440080  + o"ooo8^co8Q +o"ooo4/8mQ}  + 
+  sin*/ {9-962533  +  i8"9467^4-o"ooo4^^—  3"66co8Q  + 
+  o"oo  1 9  ^  cos  Q  —  o"ooo2  t  sin  Q) 

cotgc'cosJ'sin  [f  —  tp) —  sin  4'=  cos  4/ cos  //{+  36"8573 1  —  6"o752  fi — 

—  o"oo76^co8Ö  +o"o252  ^8inQ+o"ooi9^8in20}+- 
4-  cos  J/sin  //  {0-362552  +  47"594o  t  —  o"38i9  ^  — 

—  58"o5  cos  Q  +  o"oooi  ^  cos  Q  —  o"ooo5  <  sin  Q}  + 
+  sin  Ä/  { —  I  +  1 09^674 1 1  +  o"2034  (^ —  o"o 1 34 1  cos  Q  — 

—  o"ooii  ^sinö  —  o"oooi  ^sin20}. 

Bildet  man  nun  die  durch  die  partiellen  Differentialquotienten  des  Potentials  ge- 
forderten Producte  und  lässt  die  kleinen  ganz  irrelevanten  mit  ^  cos  Q  multiplicirten 
Glieder  fort,  so  findet  sich  (vergl.  15)  pag.  145) : 

^{cosi'co8(r— (/;)}{8in6'co8Ä'8in(f— i/;)  +  cose'8inJ'}  =  ^^^M,(C^A)ÄiiB''- 
=  -73 cos  b!  cos  //  cos  Ä/  sin  //  {9-599982  —  43"66oi  t  —  o"oi  50  ^  -+-  8"44  cos  Q  4- 

+  o"ooo8 1  cos  Ö  +  o"ooo4  ^ sin  ö)  4- 
+  —racos 4/ cos// sin*/  {9.962533  +  i8"9467  t  —  o"oooi  t% —  3^66 cos Q  -h    ' 

4-  o"ooi9  ^cos  Q  —  o"ooo2  ^sin  ö} 
+  ;:^cosÄ;8in//cos  j7sin/;{—  5^3582 1  +  0^8855  ^+  o"oooi  iom  Q  — 

—  o"oo37  ^sin  Q  —  ©"0003  sin  20}  + 
+  p5CosÄ/8in//sinÄ/{ — io"o22it  +i"6469^4-  o"ooi9/co8Q  — 

—  o"oo68  ^ sin  Ö  —  o"ooo5  sin  2  0}  + 
4- ; 73 sin ä; sin*/ {4-  5"3582f  —  o"8855<2  _  o"oooi  ^cosQ  4-  o"oo37<8in9  4- 

4-  o"ooo3sin20}. 

^8 (cotg e' cos  V sin  (F—  ip)  —  sin 4'}  {sin e' cos 4' sin  [F  —  ifj)+  cos e' sin b'}  = 

__/in l = 

~         WJ  iM,{C-'A)  sine' 

=  -V3 COS 4/ cos  // cos 4/ sin // {4-  i4''6726 1  —  2^4263 1^ —  o"ooi 5  ^ cos Q  4- 

4-  o"oioo ^sin Q  4-  o"ooo8 sin  20)4- 
4- 1T3  cos  4/ cos //sin  4/ {4-  33"8io9<—  5"5697^ — o"oo76^cosq4- 

4-  o"o23i  ^sinQ  4-  o"ooi7sin20}  4- 
.  4-   "3Cos4/8in//co84/sin//{9^962533  —  8i"6624^  — o"i962^— 3"66cosQ4- 

4-  o"oi6i  ^cosQ  4-  o"cxx)7  ^sinß}  4- 
4- ^ cos 4/ sin // sin 4/ {o- 2 34470  4-  i74"6404<  —  0^2725^ —  7o"i3co8Q  — 

—  o"oo34^co8Q  —  o"ooi8^8inQ}  4- 
4-^8in 4/ sin 4/ {9^962533  4-  8i"6624/  4-  o"i962^4-  3"66cosQ  — 

—  o"oi6i  ^cosQ  —  o"ooo8<8inQ  —  o"oooi  sin 20). 

Man  könnte  in  den  ohigen  Ausdrücken  die  dritten  Glieder  mit  den  fünften  susam* 
menziehen  und  als  gemeinsamen  Factor  (cos 4/ sin//) 2 — sin 4/ 2  herausheben,  doch 
habe  ich  es  vorgezogen,  die  Glieder  getrennt  stehen  zu  lassen. 


29) 
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Nunmehr  stellt  sich  die  Aufgabe,  die  Grössen  r/,  //  und  h,'  entsprechend  den 
astronomischen  Tafeln  in  integrabler  Form  zu  entwickeln.  Für  die  Mondcoordinaten 
habe  ich  Hansen 's  Tafeln,  für  die  Sonnencoordinaten  Le-Verrier*s  Tafeln  be- 
nützt und  hierbei  eine  solche  Genauigkeit  angestrebt,  dass  im  Allgemeinen  die 
Coordinaten  bis  auf  die  fünfte  Decimale  richtig  erhalten  werden.  Nach  Hansen's 
Mondtafeln  würden  bei  Berücksichtigung  aller  Glieder,  welche  eine  Einheit  der 
fünften  Decimale  betragen  können,  nur  mit  Ausschluss  der  etwas  zweifelhaften 
Yenusglieder,  für  die  Länge  des  Mondes  die  folgenden  in  Einheiten  des  Kadius  an- 
gesetzten Werthe,  in  welchen: 

g  :  die  mittlere  Anomalie  des  Mondes, 
ff' :  die  mittlere  Anomalie  der  Sonne, 

u)  :  den  Abstand  des  Mondperigäums  von  dem  aufsteigenden  Mondknoten, 
<!>' :  den  Abstand  des  Sonnenperigäums  von  dem  aufsteigenden  Mondknoten, 
Q  :  die  Länge  des  aufsteigenden  Mondknotens, 

t  :  die  seit  1850*0  verflossene  Zeit  in  Einheiten  des  julianischen  Jahr- 
hunderts darstellt,  in  Betracht  kommen: 


+  0 
+  0 
+  0 
+  0 
+  0 
+  0 
+  0 
+  0 
+  0 

—  o 

—  o 
+  0 
+  0 
+  0 
+  0 
+  0 


10976  sin^ 
00373  sin  2^ 
oooi78in3^ 

00004  sin  ( —  2  ff  —  ff') 
ooo53  8in(— ^  — /) 
oo3246in(— /) 
00072  sin  (^  —  ff/') 

00005  sin  {2  ff  —  ff') 
00004  sin  ( —  2  ff') 
00014  sin  (ff  —  ff'  ^  2  w  —  210') 
0001 2  sin  (2  ^  — ff'  -{-  2(o  —  2w') 

00006  sin  ( — ff  —  2ff'+  2(o  —  2(a') 
00103  sin  ( —  2  ff'  +  2  w  —  2(o') 
02223  sin  (y  —  2ff'  +  2(a  —  2  w') 


+  0 
+  0 
+  0 
+  0 
+  0 


-\-  0-00003  sin  (^  —  4^'  ••{'2(0  —  2  0)') 
+  000004  sin  {2  ff  —  4  ff'  +  2(0  —  2(o') 
+  0-00015  sin  (2  y  —  4g'  +  4«i>  —  4(0') 
+  0-00019  sin  (3  ^  —  4/  +  4«i>  —  4(0') 
+  0-00007  sin  (4^  —  4  ff'  +  4w  —  410') 

—  o-oooi9sin(^  +  2««>) 

—  0-00198,8  sin  (2^  +  2w) 

—  0-00022  sin  (3^  +  2  w) 

+  0-00003 sin  ( —  ff  +  2  ff'  +  2(o') 

—  0-00027  sin (2^'  +  2(o') 

—  0-00004  sin  (3^  —  2  ff'  +  4(0  —  210) 

—  0-00003  sin  {4  ff  —  2^'  +  4  w  —  2(1)') 
+  000009  sin  (ff  +  (o  —  (o') 

—  0-00009  sin  ( —  ^'  +  w  —  ^') 

—  000061  sin  (y  —  ff'  -h  ^  —  w') 

—  o-oooo4sin(2^  —  ff'  +  w  —  (o') 


oii498in(2^ 2ff'  +  2(0  —  2(o') 

00093 sin (3^ — 2  ff' -^  2(0  —  2(o')  — 0-00004  sin  Q 

00007  sin (4  ff  —  2  ff'  +  2(0  —  2(o')  —  o-oooooi 5  ^sin  ( —  ff  —  ff') 

00004  sin  ( —  3  ff'  +  2(0  —  2(o')  —  0-0000082  tsin  ( —  ff') 

ooioosin(y  —  3 ff'  +  2w  —  2(o')  — o-oooooi9^sin  [ff  —  ff') 

00080  sin  (2  y  —  3/  +  2w  —  2(o')  — 00000024^  sin  (^  —  3^'  +  2w  —  2(o') 

00007 sin  (iff  —  3  ff'  +  2(o  —  2(o')  — 0-0000019^ sin  (2^  —  3^'+  2(o — 2(o'), 


Der  Sinus  der  Mondbreite  ergab  sich  innerhalb  derselben  Genauigkeitsgrenzen  aus 
denselben  Tafeln : 
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sin  Ä'(  =  —  o-ocKX)2  sin  (y'  +  w) 

—  o«oooo2  sin  (^  +  /  +  cü) 

—  0*00003  sin  (2  ^  +  ^'  +  *<>) 

—  O'Oooi  5  sin  ( —  ff  +  (o) 

—  o- 00484  sin  w 

+  0-08942  sin  (ff  +  (o) 
+  0'0049 1  sin  (2  y  +  w) 
+  000029  sin  (3^  +  ^) 
+  o«oooo2  sin  (4^  +  w) 

—  o«oooo2  sin  (2  y  +  3  w) 
+  O'ooooi  sin  ( —  ff'  +  io) 
+  o*oooo2  sin  (^  —  ff'  +  0)) 
+  0-00004  sin  (2  y  —  ^  +  ctf) 

—  0-00005  sin  (^  —  ^'  +  <«>  —  2  Cd') 
+  0-00007  sin  ( —  ^  —  2ff'  +  0)  —  2  w') 
+  o-ooo8osin( —  iff'  +  io  —  2w') 
+  0-00303  sin  (^  —  2  ^'  +  w  —  2  cü') 


+  ooooi  7  sin  (2  ^  —  2y'  +  ^  —  2  Ol') 
+  o-ooooi  sin (3^  —  2 ff'  +  w« —  2w') 
+  0'000048in  ( —  3^'  +  t«>  —  2(o') 
4- 0.000 14  sin  (^ — 3/  +  ft> —  2iü') 

—  0-00002  sin  {ff+2ff'  +  io  +  210') 

—  o-ooooi  sin(^ —  2 ff'  +  3^ —  201') 
•4-  0-00097  sin  (2ff  —  2ff'  +  3w  —  2fti') 
+  0-00057  sin  (3^  —  2  ff'  +  3w  —  2w') 
4-  0-00006  sin  (4y  —  2^'  +  3  w  —  201') 
+  0-00004  sin  {2 ff  —  3/  +  3(0  —  2w') 
+  0-00003  sin  (3^  —39^  +  3^  —  2w') 
+  0-00004  sin  (2 ff  —  4^'  4-  3 w  —  4^') 
+  0-00003  sin  (3^  —  4ff'  +  3(0  —  40;'} 
+  O-OOOOI  sin  (4^  —  4^'  +  5^'  —  4^') 

—  0-00002  sin  {2  ff  —  ff'  +  2(0  —  10') 
+  0-00002  sin  (y  +  (o') 

—  0-00004  sin  (^  +  w  +  Q) . 


Der  Sinus  der  Parallaxe  wurde  nach  Hansen's  Mondtafeln  so  genau  abgeleitet,  dass 
die  zweite  Decimale  der  Bogensekunde  auf  wenige  Einheiten  richtig  erhalten  wurde. 

siuTT  =  4-  '^422"o6  4-  3-09cos(3^  —  2/4-201-7-  2(0'] 

4-  0-28  cos  (4ff 2  ff'  +  2(0  —  2  (o') 

4-  O-OrCOS  (5^  2 ff'  +  2(0  —  2(o') 

O.Ol  COS  ( ff  3/4-  2(0  2(o'] 

—  0-02  cos  ( 3/  +  2ü)  2(o'] 

4-  1-45  cos  (jr  —  3/  +  2(0  —  2(o'] 

+  I-92COS(2^ 3  ff'  +  2(ü  2W') 

4-  0-22  cos  (3^—  3ff'  4-  201  —  2(o') 
+  O-OI  cos  (4^  3/  4-  2  Ol  201') 

4-  0-05  cos  {g  —  4/4-  201  —  201') 

4-  0-09  cos  [2ff 4/  4-  20> 2(o) 

—  O-OI  cos  (3^  —  3ff'  +  ^(o  —  4w') 
4-  O-OI  cos  [ff  —  4/  4^  401  —  401') 
4-  0-36  cos  [2ff  —  4/  4-  4w  —  40;') 
4-  0.59 cos  (3^  —  4/  4-  4^'  —  W) 
+  0-25  cos  (4^  —  4/  4-  4^'  —  4«**') 
4-  0-02  cos  (5^  —  4/  4-  401  —  40;') 

4-  0-03 cos  [2ff  —5/4-  ^(O  —  ^Oi) 

+  007  cos  (3^  —  5/  +  ^(o  —  40;') 
4-  003 cos (4^  —  5/  4-  401— 4w') 
4-  O-OI  cos  (4^  —  6/  4-^^ —  ^^'] 

—  0-71  cos  (^  4-  20/) 


4-  3422"o6 

4-  186-540085^ 

4-  io-i6cos2^ 

4-0-630083^ 

4-0-030084^ 

O-IOCOS  ( 2  ff  ff') 

—  0.94  cos  (—^  —  /) 

—  0-40  cos  ( ff'] 

4-  i-i6cos(^  — /) 

4-  0-12  cos  (2^  —  ff') 

—  O-OI  cos  (—  ^  —  2ff') 

O-OI  cos  ( —  2ff') 

+  O-OI  cos  (^  —  2ff') 

—  0-02  cos  (^  4-  2  W  2  0>') 

—  0-23  COS  (^  —  ^  +  2(a  —  20;') 

0-29008(2^ ff'  +  2(0  —  2  Ol') 

0-04  cos  (3^  ff'  +  2(0  —  201') 

OOICOS(—  2ff  —  2ff'+  2(0 201' 

0-I2C0S  ( ff  —  2/4-20;  20i') 

0-30C0S( —  2 ff'  +  2(0  —  2(0') 

+  34-30cos(^--  2/4-201  —  20;') 

4-  28-23  cos  (2ff  —  2/  4-  2  0>  —  20>') 
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—  0«0I  cos  (2 ff  +  2lü) 
0«0I  COS (3^'  +  20)') 

004  COS  {—  ff  +  2ff'  +  20)') 

—  O»  1 1  COS  (2ff'  +  2  w') 

0-08  COS  (^  4-  2ff'  +  2W') 

O-OI  COS  (2ff 2ff*  +  4W  —  2a>') 

O'Ol  COS  (3^  —  2ff'  +40} 20)') 

—  001  cos[<i>  —  w') 

+  o-i4cos(y  +  w  —  o)') 


+  O.Ol  cos  {2ff  +  0)  0)') 

+  o-oi  cos  ( —  ff  —-  ff'  +  O) O)') 

+  002  cos  ( —  ^'  +  w  —  w') 

—  095  cos  (^  —  ^'  +  w  —  w') 

O- 1 1  cos  {2ff /  +  li>  —  0)') 

—  O-OI  cos  {ff  —  iff'  +  3w  —  3w') 

—  0.03  cos  [2ff  —  Iff'  H-  3w  —  10/) 

+  O-OI  cos  (3^  —  Iff'  +  10)  —  10)) 

+  001  cos  (jr  4-  /  4-  w  +  U)'). 


Um  nun  aus  f^  die  Ausdrücke  sin  V^  und  cos  t^  zu  erhalten,  wturde  von  den  Re- 
lationen: 

sin  T^  =  sin  {ff  +  o)  +  Q)  cos/?  +  cos  {ff  +  o)  +  Q)  smp 

C08  Fq  =  cos  {ff  +  ü)  +  Q)  cosp  —  sin  (y  4-  w  +  Q  j  sin/>, 

Gebrauch  gemacht,  in  welchen  der  Bogen  p  die  Summe  der  periodischen  Störungen  in 
r^  darstellt ;  es  genügte  für  die  hier  gesteckten  Genauigkeitsgrenzen  zu  setzen : 

cos/>  =  I  —  ^p^,        sin/?  z=  p  —  ^p^. 

Da  die  Ausdrücke  für  sin  f^  und  cos  T^  durchaus  die  gleichen  numerischen  Co^fifi- 
cienten  erhalten,  die  im  ersteren  Falle  mit  dem  Sinus,  im  letzteren  Falle  mit  dem  Cosi- 
nus des  Argumentes  verbunden  werden ,  so  habe  ich  dem  entsprechend  die  folgenden 
Werthe  in  eine  einheitliche  Tafel  gebracht,  zu  der  ich  nur  bemerke,  dass,  um  das  An- 
schreiben allzuvieler  Nullen  zu  vermeiden,  die  mit  t  multiplicirten  Glieder  in  Ein- 
heiten der  fünften  Decimale  angesetzt  sind : 

(508  )       ^ 


Coäfficient 


O'OOOOI 

—  0*00037 

—  0*05496 
-f  0.99684 
4-  o«oS462 
+  0.00335 

-f-  0>0002I 

-|-  0'000i7 
4"  o.ooi6i 

4-  0*00044 
-f-  0*00004 

—  O'OOOZS 

—  0.00163 

—  0-00035 

—  0-00004 

4  0*00002 

0*00002 

—  o*oooo8 

—  0-00008 


in  I 

08  ( 


8m 
C08 


—  2g  +  w  -+-Q 

—  ^4  W-+-Ö 

«4Ö 

^-+- w  -+-  Q 

a^  4  «  +  Q 

3^  4-  »  4  Ö 

4^  4  «  +  Q 

—  ^'  4  »  4  Q 

^  — /4  w4  Q 

*^  —•/+'»'  4  Q 

3^  —  /  4  w  4  Ö 

/  4  (ü  -f-  Q 

^  4  if'  4  «  +  Q 
2^4/4«4  Q 
3^  4  /  +  »  +  Q 

^  —  »^  +  «  4  Q 

<7  4  2^'  4  «  4  Ö 
*^  —  ^'  +  3«  —  *«'  4  Q 
3^  —  ^  4  3«  —  »W  4  Q 


Oppolzer,   Bahnbeatimmangen.   I.    2.  Auflage . 


Co^fficient 

8in  / 

008  ( 

4  0*00004 

—  ^-|-/^a,42ai'4Q 

4  0*00006 

^'  — ai4a»'4Q 

—  0*00001 

—  2/  4  301  —  201'  4  Ö 

O'OOOIO 

i^  —  a^'  +  3«  —  *«'  4  Q 

4  001080 

ig  —  ig'  +  3«  —  »W  4  Q 

4  0*00631 

3^  —  2^  4  301  —  201'  4  Q 

4  0*00081 

4g  —  ig'  4  3»  —  »w'  4  Q 

4  0.00007 

5^  —  2/  4  301  —  201'  4  Q 

—  0*00001 

—  3^  4  a/—  «  4  aw'4  Q 

—  0*00015 

—  *^  4  »/  —  w  +  201'  -h  Q 

—  0-00515 

—   ^4  2^—«  +  *w'4  Q 

—  0  01136 

ig'—to  +  2a)'4  Q 

—  0*00114 

^4*^'  — «4*w'4Q 

—  o- 00009 

ig -{- 2g' —  ta  4  2w'4Ö 

-|-  0-00050 

*^  — 3<7'H-3«  —  *«'H-  P 

4  0*00044 

3^— 3^4  3»  — »w'H-  Q 

4  0*00005 

4^— 3/4  3W  — 2üi'-|-  Q 

—  O-OOOOI 

—  2^  -h  3/—  «  -f  2w'-|-  Q 

—  0-00036 

-    if +  3/— w4  2«'4Si 
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Coefficient 

sin  / 

0O8  \ 

Coefficient 

sin  i 
cos  ( 

—  0*00050 

3/— (ü  -h2ai'-|-  Q 

O-OOOOI 

ig  —  ig'  -{-  ü)  —  2u>'  -h  Q 

—  0-00004 

9  -f  ig*  —  ta -^  2to' -{-  Q 

0-00002 

4g—2g'+  501  — 2w'-|-Q 

-1-  O-OOOOI 

i/7  — 4/-f  3«  — 2«'-|-Ö 

—  OOOOOI 

5^~.2/-h5ai  — »oi'-hQ 

-f-  0«00002 

3^  — 45^  +  3« —  2«'+ Q 

-\-  O-OOOOI 

—  3^  +  ig'—  3«  -h  »ö"-h  Q 

—  0 -00002 

—    ^  H-  4/  —  «  -h  20»'+  ö 

-l-  0-00002 

—  ig  -f  2^  —  301  -h  201'-+-  Q 

— •  O'OOOOI 

4/— (ü-|-2ai'-|-Q 

—  0-00002 

^  — /-+.*» -o»'+Q 

-l-  0-00013 

3^  — 4/-|-5ö>  — 4ö>'-h  Ü 

—  0-00030 

»^  — /+  2W  — w'+Q 

-f-  0-00016 

^  -  4/+  5w  — 4«'-h  Ö 

—  0-00003 

3^  — ■  ^'  -H  2W  —  Ol'  +  Q 

-l-  0*00005 

5^  —  4^  +  5  w  —  4«'  +  ö 

-l-  0-00004 

2^  +  201  —  Ol'  H-  Q 

O-OOOOI 

—  3i/H-4/— 3«  +  4c«»'-f-Ö 

—  0*00004 

«'  +  Q 

0>00002 

—  »^  +  4/—  3»  +  4w'+  ö 

-f-  O-OOOOI 

—  i5^-h/  +  ai'+Q 

O-OOOOI 

—    ^  +  45^  — 3ö> -1-4«' H-Q 

4-  0-00030 

/  +  0»'  +  Q 

-f-  O-OOOOI 

4^  —  5/  -h  5ö>  —  4w'+  Q 

-l-  p-00006 

g  +  g'-h^'  +  Q 

-|-  O-OOOOI 

—  2^  -h  5/—  3W  -h  4«'+  Ö 

—  0-OOOO2 

g  H-  01  +  2Q 

O-OOOOI 

—  »^  -h  *^—  3«  -h  *w'+  Ö 

-l-  0-00002 

^-f  Ol 

• O-OOOOI 

4^  —  2^+501  —  201' -f  ö 

-  0-05  t 

-i^+oi  +  ö 

—  0-00004 

^9  -h  3tt»  +  Q 

—  0-41  i 

^  — ^-h«  -h  Q 

—  0*00099 

3^  +  3w  +  Q 

—  o-ii  i 

»^  —  /  +  <^  +  Ö 

—  0-00016 

4^  -h  3«  +  Ö 

-h  0-07  t 

/-Hcü  +  Ö 

-l-  0-00006 

—  2^   —     ö)  -f-  Q 

+  0.41 1 

iZ-hZ+w  +  Q 

-H  0-00K>0,2 

-    i/  —    «-HQ 

-\-  0*09  t 

*5'  +  i^+ö'-*-Ö 

-l-  0*00014 

—    oi-f  Ö 

—  012  t 

*^— 3ir'+3tt»  — »tt»'+Ö 

-|-  O-OOOOI 

2^'  -1-    «  +  201'  +  Q 

—  0-09  t 

3i^  — 3i;^+3w  — *«'+  Q 

—  0-00013 

</  +  2/  -h  w  -h  aw'  H-  Q 

-h 009  t 

—  5'  +  3/—««'  +  »<^'H-  Q 

-f-  0-00013 

^  —  2/  -1-  Ol  —  201'  -h  Q 

+  0-12  t 

3^—0,-1-  201' -f  Q 

Aus  sin  b'^  leitet  man  cos  b'^  mit  genügender  Genauigkeit  nach : 

CCN3Ä'(  =  I  — ^sinÄ'(2j 

ab,  woraus  sich  die  folgenden  numerischen  Werthe  ergeben : 
cos  6'^  =  +  0*99798 


4-  O'ooooi  cos  2^ 

0«00022  cos  (ff  +  2W) 

+  0-00198,7008  (2 ff  +  2iü) 
+  0«00022  COS  [3ff  +  2W) 
4-  0-00002  COS  (4  ^  +  2  0)) 


—  O-OOOOI  COS  ( 3  ^'  2  «!>') 

O-OOOOI  COS(y 2  ff'  +  20) 2  w' 

+  O-OOOII  COS  (2^  —  2  ff'  4-2  01 2(0* 

4-0-00002COS(3^ —  2 ff'  4-2W 2W 

4-000001008(2^  —  3/  +2üß 2W 


000005  COS  ( ff 2  ff'  2W')       4- 0-00004  COS  (3  y 2  ff'  4-4^«^ 2ül' 

0-OOOI4COS( 2 ff'  2(jj')  4-0-00003008(4^-^2/  +  ^^ 2W 


Die  dritte  Potenz  von  sin  tt  fand  sich,  indem  man  den  Coefficienten  3422"o6  als  gemein- 
samen Factor  heraushob  und  r'(  in  Einheiten  des  Erdäquatorhalbmessers  sich  aus- 
gedrückt denkt : 


{3422' 06 /(}-=*  =  4-  1.00473 

4-  0-16442008^ 
4-  0-013440082^ 
4-  0-00108  cos  3  y 


4-  0-00007  cos  4  y 

—  0-00013  cos  ( 2  ff  —  ff') 

—  0-00083  cos  ( ff  —  ff') 

—  0-0003 1  cos  ( ff') 
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+  O-CX)IO2C08  (ff  —  ff') 
+  000017008(2^  —  ff^) 
+  O-OOOOI  COS  (3^ ff') 

O-OOOOI  cos  ( —  ff  —  2  ff') 

O-OOOOI  cos  { 2  ff') 

-h  O-OOOOI  cos  {ff  —  2  ff') 

000002  cos  {ff  +  2  0)  —  2  0}') 

0-00020  COS  {ff  —  ff'  +  2  0}  —  2  0)') 

0-00027  COS  (2  ^  —  ff'  +  2(ü  —^  2lo') 

O-OOOOÖ  COS  (3y ff'  +  2W  2iü') 

O-OOOOI  COS( —  2  ff 2 ff'  +  20)  20)') 

O-OOOOI  COS  ( —  ff  2  ff'  +  2  W  210') 

+  0-00146  COS  ( 2ff'  +  2(ü  —  2lü') 

4-  0-03147  COS  (^  2  ff'  +  2(0  2  0)') 

-h  0-02658008(2^  —  2/4-201  —  2  0)') 

4-  0-00419008(3^ 2  ff'  +  20)  2  0)') 

4-  0.00050008(4^ 2/  4-  2W   —   2lo') 

4-  0-00003008(5^  —  2/  4-  2  W  2lü') 

O-OOOOI  008  ( ff 3/  +  2W  2  0)') 

4-  0-00004  COS  ( —  3ff'  +  2itß  2  0)') 

4-  O.OOI350O8(^—  3y'  4-  2(0  ~  2ü}') 
4-  0-00177008(2^  —  3/  4-  2W  —  20)') 

4-  0-00029  cos  (3^  3/  4-  2  CO  2  0)') 

4-  0-00002  COS  (4^  3/  +  2  0)  2  0)') 

4-  0-00004  COS  (^ 4ff'  +  2  0)  —  2  lo') 

4-  0-00008  COS  (2^ 4/  4-  2W  2  0)') 

0-00001  008  (3^ 3/  +  4W  40)') 

4-  o  00003 COS (y  —  4/  +  4^  —  4w') 


4-  0-00050008(2^  —  4/  +  4w  —  40)') 
4-  o-ooo8oco8(3y  —  4/  4-  4^'  —  4^') 
4-  000038 cos (4^  —  4/  4-  4«>  —  4^') 
4-  000005 cos (5^  —  4 ff'  +  4w  —  4 Cd') 
+  0-00004008(2^  —  5/  4-  4««>  —  4w') 
4-  0-00008008(3^  —  5/  4-  4^  —  40)') 
4-  0-00004 cos  (4^  —  5/  +  40)  —  40;') 
4-  0-00002  cos  (4^  —  6  ff'  4-  öc«;  —  6cu') 

—  0-00003  cos  2  Ci> 

—  0-00062  cos  (^  4-  2  Cd) 

. —  0-00004008  [2ff  +  2  io) 

O-OOOOI  cos  (3/  4-  2  0)'] 

—  o-oooo6  008  (^ —  ^4-2/4-2  O)') 

—  OOOOI  I  cos  {2ff'  +  2  O)'] 

—  0-00008  cos  (^  4-  2g'  +  2  0)') 

—  0-00002  cos  (2^ 2^  +  40; 20)') 

0-00002008(3^  2 ff'  4-4««'  20)') 

4-  O-OOOI2  0OS(^  +  Cd  0)') 

4  O-0OOO2  cos  {2ff  +  0)  —  O)') 

4-  O-OOOOI  cos  ( —  ff  —  ff'  +  O) O)') 

0-00004  cos  ( ff'  +  0)  —  0)') 

—  0-00085  cos  (^r  —  ff'  +  ^  —  w') 

—  0-000 1 5  cos  {2  ff  —  ff'  +  o)  —  0)') 

O-OOOOI  cos  (3^  ff'  +  0)  —  O)') 

—  00000IC08(^  —  Iff'  +,3  Cd  —  3  Cd') 

—  o-cxxx>4COs(2^  —  ig'  +  ^o)  —  3Cd') 

+  O-OOOOI  008  (y  +  ff'  +  0)  +  0)'). 


Multiplicirt  man  die  hier  gegebenen  Ausdrücke  entsprechend  mit  einander ,  so 
erhält  man  für  die  in  den  partiellen  Differentialquotienten  des  Potentials  auftretenden 
Factoren  die  folgenden  numerischen  Werthe: 


cos  6'c  coB^'C  cos^'C  *iP  ^'C  

{3422"o6r'cP  ~ 

O-OOOOI  8in(2Cd+2Q) 

—  ooi397sin(^4-2Cd4-2Q) 
4-  0-49402  sin  (2y4-2Cd4-2  ^ ) 
4-  0-09462  sin(3^4-2w4-2  ß ) 
4-o-oi2548in'4^4-2Cd4-2Q) 
4- o-(X)  1 4 1  sin  (5^-h2Cd4-2  Q ) 
4- o-cx)oi  3  8in(6y4-2Cd4-2  Q ) 

-}- 0-00003  «in  (jF—/4-2Cd4-2  Q ) 


+  o-ooi  52  sin  (2^—/ 4-2^4-2  Q) 
4-0-00091  8in(3^ — ^/+2Cd4-2Q) 
4-  o-oooi  9  sin  (4^ — ff'+20)+2  Q) 
4- O-OOOOI  sin (5 j' — ^'+2Cd4-2Q) 

—  000006  sin  (5r4-/-|-2Cd-h2  Q ) 
— 0-00172  sinl2^4-5''4-2cd+2Ö) 

—  o-ooo8o  sin  (35^4-/ 4-2Cd+2Q) 
— 0-00017  sin  (4^4-/ 4-2(t>  4-2  S) 
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— o-ooooi  sin(5y-|-/+2C(i4-2Q) 

—  O-OOOOI  8m'i^'+2M+2Q) 

+  0-0000I  sin{ff-\-ff+2(o'+2Q) 
— oooooi  8in(2^4-y +2w'4-2Öj 

+  0-00002  8in(2^ — 2^'+2W+2Ö) 
0'00002Bin(2^+2^'+2W+2Q) 

+  0-00002  8in( — ^-t-2/+2w'+2  Q) 
+  oooo368m(2/+2w'+2Q) 
— 0-00364  sin  (5r+2/+2w'+2Q) 

—  000151  8in(2^+2^'+2w'+2Q) 
— 0-00029  8in(3^4-2/+2w'+2Q) 

—  0-00003  sin (4^+2/4-2 w'4-2Q) 

—  OOOOOI  sin( — 2g+^ff+2a)'+2Q) 
+  0-00002  8in(3/+2w'  +  2Q) 

0000208in(y+3/+2Cil'+2Ö) 

— 000007  8in(2^+3/+2w'+2Q) 

—  O-OOOOI  8in(3^+3/+2w'+2Q) 

+  000001  8in(2^ — g'+4co — 2w'+2Q) 

—  ooooi88in(3^ — g'+^io — 210' +2Q) 
— 0-0002 1  am{^g — ff+4(^ — 2M'{'2Q) 

—  0-00004  sin  (55^ — ff' +4^ — 2w'+2Q) 

+  O-OOOOI  8in( 2g +410 — 210  +2Q) 

—  OOOOOI  sinf^r — 2g+^W — 2w'+2Q) 
— 0-00027  sin(2^ — 2^'+4w — 2w'+2Q) 
+  0-01797  8in[3^ — 2^'+4w — 2is}+2Ü) 
+ o-o  1 5 1 2  sin  (4^ — 2^'+4cu — 2U)'-\-2Q) 
+  000368  8in(5^ — 2g'+^m — 210' +2Q) 
+  0-00059  sin(65r — 2^'+4w — 2w'+2Q) 
+  0-00006  sin  (7^ — 2^'+4Ct> — 2(jj+2Q) 
— ooooo2sin(2^ — ig'+^iü — 211} +2^) 
+  000084  sin  (3^ — ig'+^io — 2(ji}'+2Q) 
+  oooi04sin(4^—  3^'+4w — 2(.o''\-2Q) 
+  0-00024  sin  (5^ — 3^'+4w— 2C(i'+2Ö) 
+  0-00002  sin(6^ — 35''4-4w — 2  cy+2  Q ) 
+  0-00002  8in(3^ — 4/+4W — 2C(i'+2Q) 
+  0-00004  sin  (4^ — 4/+4CÜ — 20} +2^) 
+  0-00001  ßin(6j' — 2g'-\-6(o — 2iü''\'2Q) 
+  0-00046  8in(4^ — 4/+6W — 4ft;'+2  Q ) 
+  0-0007 1  sin  (5^ — 4/+6(u — 4Cii'+2  Ö) 
+  0-00035  sin  (6<7 — 4/+6W — 4w'+2  Q) 
+  0-00007  sin  [Tg — 4^'+6ai — 4ft;'+2  Q ) 
— OOOOOI  8in( — 3^+4/ — 2w+4w'+2Q) 


—  O-OOOOI  8in( — 2^+4^' — 2ai+4w'+2a) 
+  000002  8in( — ^+4^' — 2Uh+  4w'+2  Ö) 

—  O-OOOOI  8in(^+4y' — 2w+4w'+2Ö) 
+  0-00004  sin  (4^ — Sg-h^^ftf — 4(a'-\-2  Q) 
+  0-00006  sin (5y — 5y'+6c<> — 4w'+2  Q) 
+  0-00003  sin  (6^ — 5/+6W — 4Cii'+2  Q) 
+  oooooi8in( — 2y+5^' — 2w+4w'+2Q) 
+  0-00001  8in(2^+4w+2Q) 

—  0-00035  8in(3^+4w+2Q) 

—  000008  sin(4^+4w+2  Q) 
+  o-oooo2  8in(6^+4ft;+2Q) 
+  0-00017  sin  ( — g+2Q) 

+  0-00202J  sin  2Q 
+  o-ooo20sin(^+2Q) 

—  OOOOOI  8inf^+2^'+2C«l+2ft;'+2Q) 

—  0-000248in(2^+2^'+2W+2ft;'  +  2Q) 

—  0-00008  sin(3^+2^'+2w+2w'+2Q) 
+ooooo3sin( — 2g-{'2g — 2«i>+2w'+2Q) 
+  0-00003  8in( — g'{'2g' — 2c«;+2Cii'+2Q) 
+0-00003  ^^{ff — 2g'-^2U} — 2ai'+2Q) 

+  000008  sin  {2g — 2g'{'2(o — 2a;'+2Q) 

O-OOOOI  sin (3^ — 2g' -^210 — 2W'+2Q) 

—  O-OOOOI  sin (2^ — ^y '+3^ — w'+2Q) 
— 0-00051  8in(3y— /+3«o— ai'+2ö) 

—  0-000 1 3  8in(4^— /+3(j — w'+2ö) 
+0-00007  sin  (3^+3  w—cü'+2ö) 

—  o  •  0000 1  sin  {g-\-M  +ce>' + 2  ö) 

—  O-OOOOI  8in(/+ft;+w'+2Q) 

+  o  •  000 1  o  sin  (^+^' +  w + w'+ 2  q) 

+  0-00007  8in(2^+^'+W+li>'+2Q) 

+  000001  sin(3^+/+cci+w'+2Q) 
— OOOOOI  8in(4^^— 3^'+5w— 3Cü'+2Q) 

—  OOOOOI  sin(3^' — w+3w'+2Q) 
— 0-00002  sin(2^+2w+3ö) 

+  ooooo2sin(2^+2w+Q) 
— o-o6  tam(g — g'+20}+2Q) 
—0-41  ^8in(2^— y'+2ft;+2Q) 

—  o.i6^sin(3^— /+2W+2Q) 

0-02  ^8in(4y — ^y'+2W+2Q) 

—  o-oi  ^8inf^'+2w+2Q) 

+  0-07  ^8in(^+/+2w+2Q) 
+  o-42^sin(2^+/+2w+2Q) 
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H-014  ^8in(3^+/+2Cci-t-2Q) 

+  OOI  tsm[4ff+ff'+2ü)+2Q) 

+  0-0I  t aini^ff— ff' +410—2(0' +2Q) 
-j-O'Oi  tsinl^ff—ff'+^io — 2w'4-2Q) 

—  o-i4e8in(3^— 3/+4W— 2w'4-2Q) 

—  0.12  <8in(4^— 3/4-4W— 2ai'+2ö) 

coB  b'^  COS  /'(  sin  6'(  

{34»2"o6r'(}3 

—  000002  sin  ( — 3ff+Q) 

—  0-00028  sin  ( — 2g+Q) 
— 0-00368  8in( — ff-\-Q) 

—  004487  sin  Q 

—  0-00372  sin  (y+Q) 

—  0-00024  811^  (25^+0) 
— 000001 8in(3^-t-Q) 
+0-OOOOI  8in(— ^— ^'+ö) 

—  0-00006  sin  ( — ff'+Q) 

—  0-00003  sinf^r— /4-0) 

—  o  -00002  sin  (—ff+ff'+Q) 
+  0-00007  sinf^'+Q) 

+  0-00003  8in(^+^'+ö) 

—  0-00007  sin  (2  w+q) 

—  0-00123  sin  (^H-2ft;H-Q) 
H-  0-04438  8in(2^+2w+Q) 
4- 0-00850  sin  (3^4-2  w+Q) 

4- o-ooi  1 2  sin  (4^+2  cti-hö) 
4-o-oooi3sili(5^+2w+Q) 

—  0-00003  sin(3^4-4cu+Q) 

—  o -00002  sin( — 3^ — 2w-f-ö) 

—  0-00009  sin( — 2ff — 2ai-f-ö) 
-+- o- 00002  sin  ( — ff — 2w4-ö) 
4-0-00007  sin  (2JF — ff'+2io+Q) 
4-  0-00007  sin(3y— ^'42w4ö) 
— ooooo88in(2^+/+2ft>+Q) 

—  0-00006  sin(3^4-^'+2ft;4Q) 

0-00002  8in(2^ — ff'+2(0 2(o'+Q) 

— 0-00006  sin( — 2gi''\-2(o — 2w'+Q) 
— o-ooo78sin(^^ — 2/4-2W — 2Cü'4-Q) 

+  0-00066  8in(2^ — 2ff'+2lO 2w'+Q) 

4-  o-oooi  5  sin  (3^ — 2/42W— 2ft;'4Q) 
4-  o- 00002  sin  (4^ — 2  ff' +2(0 — 2(o'+q) 

—  0-00009  sin  ( — 3^+2^' — 2(o+2(o'+q) 


—  o-oi  ^sin(5^— 3/44W— 2ai'42Q) 
4o-oi  ^8in(— ^43/+2w'42ö) 
+  o- 10  ^8in(3^'42w'4-2ö) 
40-14  <sin(^4-3/+2ii>'+2Q) 
4002  <  sin  (2^4  3/4-2  w'42Q). 


— oooo6o8in( — 2ff+2ff' — 2(0+2(0' +Q) 
— 0-00070  sin  ( — ff +2  ff' — 20142  w'4ö) 

—  0-00003  sin  (2/ — 2Cci42w'4Q) 

—  o  00002  sin (^ — 3ff'+2(o — 2co'4Q) 
4-0-00001  sin  (2^ — ^ff'+2(o — 2(o'+q) 
— 000003  sin( — 2^435^' — 2ft;42cu'4-Q) 
—o  00003  sin(— ^4-3/— 2w42Ii>'4-Q) 

—  o-ooooi  8in(2^ — 4/44^-^4^'+^) 
40-00003  sin(3^ — 45r'44a;— 4w'4q) 
4ooooo3sin(4^— 4/44W— 4w'4q) 

—  oooooi  sin( — 4y44/~4w44w'4Q) 

—  000002  sin(— 3^44/— 4w44w'4-flt) 
— 0-00002  sin(2^ — 2fff+4(o — 2w'4ö) 
4oooi62sin(3^ — 2ff'+4(o — 2w'4ö) 
4oooi368in(4^— 2/44C(i— 2w'4Q) 
4  000033  8in(5^— 2/44W— 2w'4ö) 
40-00003  sin(6^ — 2ff'+4(o — 2w'4ö) 
40-00007  sin(3^— 3/440)— 2w'49) 
40-00007  sin(4sr— 3/440i— 20>'4Q) 
4  0-00003  sin(4^— 4/46W— 4o>'4Q) 
4  0-00006  sin(5y — 4/46W — 4o;'4-Q) 
40-00002  sin[6^ — 4/460; — 40i'4Q) 

—  0-0000 1  sin( — 2^44/ — 2w44w'4-ö) 

—  0-00002  sin( — ^44/ — 2cu44t«>'4ö) 
— 000002  sin(2^42/4-2o>42o;'+Q) 

—  0-00002  sin  (2^4201420) 
4  0-00002  sin  {ff'+2w'+Q) 

— 0-000I2  sin( — ^42/420>'+q) 
— o-ooi  24  8in(2/42w'4ö) 
-0-00038  sin  (^4  2/42o>'4-Q) 
— o-oooii  sin(2^42/4-2o>'4Q) 
— 000003  8in(3^42/42o>'4ö) 

—  0-00005  sin  (3/42o;'4ö) 
—000002  sin  (y43/42w'4Q) 
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4-  oooooi  8in( — ig' — 2«i>'4-Q) 
+  o-ocKX)2  sin  [g — ^'+w — oi'+Q) 
4-0'00002  sin( — g-\'g' — io-\-ii} -\-Ü) 
— 0-00004  8in(3^— /+3C0— w'+ö) 
+  0  02  ^8in(— ^'+q) 
— 002  <8in(^'+Q) 

cos  6'(  sin  l\  cos  h\  sin/'^  

{3422"o6r'cF  "" 

+  0.50035 

+  o.o8i  89008^ 

+  0-006690082^ 

+  000054  cos  3^ 

+  000002  cos  4^ 

—  0'OOOo6  co8( — 2g — g') 
— 000041  cos(— ^ — g*) 

—  o-oooi4co8( — g*) 
+ o  00049  ^508  [g — g*) 
+  0-00007  cos  (2^ — g') 

—  O-OOOOI  C08(5r+2C(I — 2Cü') 

O-OOOOS  C08(^ — g*-\'2ix} — 210*) 

—  0-00015  cos  (25^ — 9*'\-2ia — 201') 

—  000003  cos  (3^ — S^'+^cu — 2w') 

O-OOOOI  C08( — g — 2^-\-2ii) 2W') 

+  000073  cos  ( — 2^+2ij} — 2W') 

+  o-oi  570  co8(^ — 2g*'\'2{a — 201') 

+  0-01334008(2^ — 2^+2C0 2W') 

+  0-002I  I  C08(3jr — 2^'\'2ü} — 2W') 

+0-00024  co8(4^ — 2g'-\-2ia — 2Cci') 
+  0-0000I  cos  (5^ — 2/+2C0 — 2ia) 

+  000004  COSf 3^'+2W 2ijJ) 

+  0-00067  cos (^ — l9*-\'2ifi 2W') 

+  OOOO88c06(2^ — 3^'+2W 2C0') 

+  0-00014008(3^ — 3^'+2W 2«i>') 

+  000001  cos(4^ — ig'+2ia — 2w') 
+  0-00002  cos(^— 4/+2W — 201') 

+  0*00004  C08(2^ — 4^'+2W 2W') 

—  o-ooooi  cos (2^ — 2^'+4W — 2iJ) 
+  0-00006  cos  (3^ — 2^+4  W — 2ij}*) 
+  0-00006008(4^ — 2g' -{-^(O — 2ü)') 

+  0  00001  008  (^ — 4^+4 w — 4^') 

+  0-00025  C08(2^ — 45r'+4Cü — 40;') 

+  0-00041  cos  (3^— 4^+4  w — 40;') 


—  002  ^8in(2^ — /+2W+Q) 
+  0-02  <  sin (2^+/+2C0+Q) 

+  0-01  /8in(^ — 3/+2ßi — 2Cii'+Q) 

—  001  ^8in(3^— 3/+4W — 2ft>'+ö) 

—  o-oi  ^8in(— ^+3/— 2W+2W'+Q) 
+  0-0I  < sin f^+ 3^+2 w'+Q). 


+  0000 1 8  cos  (4^ — 4/+4(ü — 4  w') 
+0 -00002  008(55^ — 4^'+4w — 401') 
+  0-00006  008  (35^ — 5^'+4co — 40;') 
+  0-00002  cos  (4g — 5^'+4€l> — 4w') 
+  o  ■  0000 1 008(4^ — 6/+6w — 6(jd') 

—  000003  008  (2  Cd) 

000038  008  (^+2W) 

+  000196008(2^+2^) 

+000039008(3^+201) 

+  0-00007  cos  (4^+2w) 

— 0-00005  cos( — g+2g'"i-2iü') 

— 0-000 17  cos  (2/+2ai') 

0-00008  008  f^+2/+2  w') 

+  0-00006  008  f^+W—w') 
+  000001  C08(2^+W 10') 

—  0-00002  C08( — g'+M — w') 

0-00042  008  (^ — g'+o) lo') 

— 0-00005008(2^ — ^'+w— w') 

—  0-00002  008(2^ — 3y'+3w— 3C0') 
+  0-00001  cos(2a)+2Q) 
+0-01397  coe{g+2(0'\-2Q) 

—  049402  cos  (2g+2(0+2Q) 

—  009462  C08(3^+2W+2Q) 

—  O-OI  254  COS(4y+2W+2Q) 

0-00141  C08(5^+2W+2Q) 

0-00013  cos (6^+2C(i+2Q) 

—  0-00003  008 (^ — g'+2Ct)+2Q) 

—  0-00152  008(2^ — g^+2(0-\-2Q) 

— 0-00091  cos(3^ — g'+2(i)-\-.2Q) 

—  0-000 19  008  (4y — g'-{'2(0+2Q) 

O-OOOOI  cos (5^ — g'+2(0+2Q) 

+  0-00006  008  (^+/+2W+2a) 
+  O-OOI 72  OOS(2^+/+2W  +  2Q) 
+  0-00080  cos  (3^+/+2««>+2Q) 


Digitized  by 


Google 


175 


+  o-cxx>i7  co8(4^+/4-2<H-2ö) 

+  0-0000I  008(5^+/+2W+2ö) 
+  0-0000I  C08{g'-+-2(0'+2Q) 

0«CXXX>l  C08(^+^'4-2Ci>'4-2Q) 

4-0-0000I  C08(2^4-J^4-2W'+2Q) 

000002  C0ß(2^ — 2^+2  W+2Q) 

+  0-00002  COS(2y+2^+2ü>-|-2Q) 

000002  COS(— -^+2^+2w'+2ö) 

0-00036  COS(2/+2w'+2Q) 

+  0-00364  COS  (^+2/4-20i'+2ö) 

+  0-0015 1  COS  (iy-+- 2/4-2  w'+2Q) 

4-O«O0O29C08(3^+2/+2w'+2Q) 
+  0-00003  COB(4^-|-2/+2w'+2Q) 

-h  O-OOOOI  C08( 2^4-3/ -|-2w'+2ö) 

O-0O0O2C0S(3/4-2w'+2Q) 

+  0-00020C08(^+3/+2C(|'4-2Q) 

-h  0-00007  COS  (2^4- 3^+2  w'4-2U) 
4-0-0000I  co8(3^4-3/4-2ft;'4-2Q) 

—  oooooi  COS  (2^ — ^^4-4^«' — 2w'4-2Q) 
4-  000018  C08(3^ — ^^''4-4^«' — 2ft;'4-2Q) 

4-000021  C06(4^ — ^S^'4-4^ — 2W'4-2Ö) 

4-  0-00004  C08(5y — ff'+A^ 2U}'+2Q) 

O-OOOOI  tM>s( 2ff  -{-4(0 — 2w'4-2ö) 

4- O-OOOOI  C08(^ 2/4-4W — 2w'4-2Q) 

4-  0-00027  C08(2^' 2y'4^4W — 2w'4-2Q) 

O-OI  797  C08(3y 2sf+4i» 2CU'4-2Ö) 

— 0-01512008(4^ — 2/4-4W — 2(a'+2ü) 

0-00368  008(5^^^ 2  ff' +40} — 2w'4-2Q) 

—  0-0005  9  COS  (6^^ — 2/4"4^<^ — 2ft;'4-2Q) 

—  0-00006  co8(7jr — 2/4-4««' — 2cu'4-2ö) 

4-  0-00002  COS(2^ — 3/4-4««' 2W'4-2Q) 

—  0-00084  COS  (3^F — 3/+4«<' — 2cu'4-2Q) 

0-00104008(4^ — 3/4-4W — 2Cü'4-2Q) 

0-00024  COS(5y 3/4-40^ — 2C«l'4-2Q) 

—  o-oooo2C08(6y — 3/4-4W— 2ai'4-2Q) 

0-00002  cos  (3^ — 4/4-4«'' 2w'4-2ö)     * 

0-00004008(4^ — 4/4-4W — 20i'4-2ö) 

O-OOOOI  C08(6^ — 2/4-6CÜ 2Cu'4-2Q) 

— 0-00046  cos(4^— 4/4-6W — 4w'4-2Q) 

0-00071  C08(5^ — 4/4-6W— 4Ci>'4-2ö) 

— 000035  cos(6^ — 4/4-6W — 4C(i'4-2ö) 
— 000007  008(7^ — 4/4-60/ — 4tu'4-2Q) 


4-  O-OOOOI  cos(— 3^4-4/— 2ai4-4ii>'4-  2Q) 
4-  O-OOOOI  co8( — 2^4-4/ — 2Ct;4-4««''4-  2Q) 

—  000002  cos( — ^4-4/ — 2ft;4-4««>'4-2Q) 
4- O-OOOOI  008(^4-4/— 2a;4-4w'4-2Q) 
— 0-00004  cos  (4^ — 5/4-610 — 4w'4-2ö) 
— 0-00006  cos(5^ — 5/4-6W — 4w'4-2Q) 

—  000003  cos(6y — 5/4-6«'' — 4«o'4-2Q) 
— O-OOOOI  co8( — 2^4-5/ — 2w4-4«<''4-2ö) 
— O-OOOOI  co8(2^4-4«o4-2ö) 

4-  0-00035  cos  (3^4-4014-20) 
4-  0-00008  co8(4^4-4«o4-2Q) 

—  0-00002  co8(6jr4-4cc/4-2Q) 
— o-oooi7cos(-^^4-2Q) 

—  0-00202,7  cos  2Ö 

—  O-OOO2OC0S(y4-2Q) 

4-000001  cos(5r4-2/4-2ft>4-2w'4-2Q) 

4-  000024  cos  (2^-|-2/4-2ai4-2C«l'4-2Q) 
4-  0-00008  cos  (3^4-2/4-2  W-f-2w'4-2Q) 

0-00003  C08( 2^4-2/ — 2W-+-2Ct;'4-2Q) 

0-00003  C08( — ff+2ff* — 2ft;4-2w'-[-2Q) 

—  0-00003  C08(^' 2ff^'\-2(i) 2W'4-2Q) 

0-00008  C08(2^ 2/4-2W — 2Ct;'4-2Q} 

4-0-0000I  C08(3^ — 2/4-2C0 — 2ai'4-2Q) 
4-0-00001  cos(2^— /4-3Ü' — ö''4-2Q) 
4-0-00051  cos(3j^—y'4-3w—w'4-2Q) 
4-0-00013008(4^— /-+-3C0 — ai'4-2ö) 
— 0-00007  co8(3y4-3co — w'4-2Q) 
4-0-0000I  co8(^4-«<'4-«o'4-2Q) 
4-0-00001  co8(/4-««'4-«o'4-2ö) 

—  o-oooioco8(jr4-/4-ai4-ai'4-2Q) 
— 0-00007  cos(2y4-/-H«o4-«o'4-2Q) 

—  O-OOOOI  cos(3^4-/4-«o4-«'''-}-2ö) 
4-OOOOOI  cos(4^ — 3/4-5«*'— 3«'''+2ö) 
4- O-OOOOI  cos (3/ — a)4-3«o'4-2Q) 

4-  0-00002  cos(2^4-2««'-h3Q) 

0-00002  C0S(2^-+-2W4-Ö) 

—  0-0015  t 

O-OI  <C08( — /) 

4- O-OI  <C0S(2^ — ff') 

—  002^C08( 3/4-2«f 2W') 

4-0-06  ^COS(y—/4-2CO-+-2Q) 
-[-0-4I  ^C0S(2j^ — /4-2Cü-[-2Q) 
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H-0-l6<C08(3^— y'+2w+2ö) 
+  0-02  tC08(^ff—ff'+2a}+2Q) 
4-0-0I  tCOS{£f'+2lO+2Q) 

—  0.07  tC06{ff+ff'+2W+2Q) 

—  0.42  /C08(2^H-^'+2ai+2Q) 

— o-i4^cos(3^+^+2w4-2ö) 

—  O-OI  tCOS{4ff+ff'+2ü}+2Q) 

—  O-OI  tC08{^ff — g'+4iO 2W'+2Q) 

sin  6'r  sin  b'r  , 

+  o«ocK)66cos^ 
-f-  o«oooo4  cos  2  ff 
+  o»ooooi  cos  3^ 

4-0'00002C082€i> 

+  0'000I  I  C08(y+2(«>) 

— 0*00400  COS  (2^+2  w) 
— 0-00077  ^08(3^4-2«) 

—  O«OOOIOC0fl(4^+2w) 

—  O'ooooi  COS  (5^+2  w) 

+  0«00002  COS( — ff-\-2g'+2iD') 
+  0'00023  C0S(2^-|-2W') 

COS  h'^  sin  P^  sin  h'c,  

{3422"o6r'(}3 

—  0«00002 

+  O -00002  COS  ( — 3^+  ö ) 
+  000028  COS( 25^-1-0) 

+  0-00368  COS  ( — ff+Q) 

+  0-044870080 

+  0-00372  cos(^+Q) 

+  0-00024  C08(2^+ö ) 

+  0-00001  cos(3^+Q) 

—  O-OOOOI  C08( — ff — 5''+ö) 

+  0-00006  cos  ( — ^^'+  Q ) 
+ o  -00003  cos  {ff — ^'+  Q ) 
+ o -00002  cos  ( — ff-^ff'+Q) 

—  0-00007  cos  (^'+  Q ) 

—  o  -00003  cos  [ff  +/+  Q ) 

+  0-00007  C08(2W+Q) 
+  O-OOI23C0S{^+2(U  +  Q) 

—  0-04438  C08(2^+2W+Q) 

—  0-00850  cos  (3^+2  w+Q) 

0-OOII2COs(4y+2W+Q) 


—  O-OI  ^C0S(4y — ff'+4<0 — 2Cö'+2Q) 

+  o- 1 4  ^  cos  (3^— 3/+4«^— 2C(»'+2Q) 
+  0-12  <cos(4^ — 3y+4w— 2W'+2Q) 
+  0-01  ^008(5^ — 3jF'+4ai — 2«i>'+2Q) 

— O-OI  <COS( — 5^+3/+2w'+2Q) 
0-IO^COS[3/+2w'+2Q) 

— o- 1 4  /  cos  (5^+3/4-2  w'+2Q) 

—  0-02  ^cos(2^+3^'+2a>'+2ö) . 


+  0-00004  cos  (^+2/+2w') 

+  0-0000I  cos(3^+2ft;') 

+  0-00002  C08( 2ff'-['2<0 — 201') 

+  0-000 1 3  cos  (^ — 2  ff' -+-20) 2(a'), 

0-00012  cos  (2^ 2ff'+2(a — 20}') 

—  O  -00002  cos  (3^ — 2^+2Ctf— 201') 

—  O-OOOOI  C08(2^ — 3^'+2C«l — 2€o') 

+  O-OOOOI  cos (2^ — 2^'+4Ci; — 2w') 
— o-oooi  5  008(3^—2^+401 — 2(a') 

—  0-000 14  cos  (4^F 2y'+4W 2Cii') 

—  0-00002  cos (5y  --2^'+4a> — 2io'). 


—  0-00013  C08(5^+2W+ö) 

+  0-00003  cos(3^+4w+Q) 

+  O-0OOO2C08( ^ff 2W+Q) 

+  0-00009  cos ( 2 ff 2(0'\-Q) 

0-00002  COS( — ff — 2W+Ö) 

—  0-00007008(2^ — ^5^+2W+Q) 

—  0-00007  cos(3^ — ff'+2(o+Q) 

+  O  -00008  cos  [  2ff+ff'+  2  ü}+  Q ) 
+  0-00006  C08(3^+^'+2W+ö) 
+  0-00002  008(2^ — ff''\-2(Ü — 2w'+ö) 

+  0-00006  C08( 2ff'+2lO — 2W'+Q) 

+  0-00078  COS(^ — 2^+2Cü 2ft;'+Q) 

—  0-00066008(2^ — 2ff'+2W — 2ai'+Q) 

—  0-00015  C08(3^ — 2ff'+2U) — 201'+ Q) 

0-00002  C0S(4^ 2ff'-\-'2(ü 2Co'+Q) 

+  0-00009  cos  ( — 3^+2^ 2Ctl+2C(l'+Q) 

+  0-00060  cos  ( 2ff'\-'2ff' — 2C0+2ai'+  Q) 

+  0-00070  C08( — ff-{-2ff' — 2C0+2W'+Q) 
+  0-00003  008(2^' 2Ci/+2«i>'+Ö) 
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+  0-00002  008(5' — 3y'+2W— 2Ci;'+ß) 

—  0*00001  cos(2^ — 3^+20; — 2w'-|-Q) 

+  0*00003  COS( — 2^+3^' — 2CI>+2W'+Ö) 
+  0*00003  C08( — y+Sff' — Züß+ZOj'+Q) 
+  0-0000I  C08(2^ — 4y+4w  — 4ü>+ö) 

—  0*00003  cos  (3^ — 4^'+4Cü — 4W+  Q ) 
— 0*00003  cos(4y — 4^'+4w — 4(ü'+Q) 
+  0*00001  co8( — 4^+4/ — 4cu+40i'+ö) 
+0  «00002  cos( — 3^+4y' — 4w+4w'+Q) 

+  0'00002  C08(2^ — 2^'+4CU — 2w'+Q) 

—  0-00162  C08(3^ 2ff'+4U} 2Ci;'+ö) 

—  O-OOI 36  008(45^ — Zff'+^ü) — 2W'+Ö) 

—  0-00033  cos(5sr— 2^'+4Cü — 2w'+Q) 

0-00003  C08(6^ 2^+40i 2W'+Ö) 

—  0-00007  cos  (3^ — 3^'+4W — 2co'+Ö) 

—  0-00007  cos  (4^ — 3i^'+4w  —  2(0'+  Q ) 

—  0-00003  cos  (4^ — 4^'+6w — 4w'+Q) 

—  0-00006  cos  (5^ — 4^'+6a) — 4w'+ö) 

—  0-00002  cos  (6^ — 4^'+6w — 4a;'+Q) 
+  0-00001  co8( — 2^+4^' — 2C0+4W'+Q) 

+  0-00002  C08( — ^+4/ 2W+4Co'+ß) 

+  0-00002  cos  (2^+2^'+2W+2 a>'+  Q ) 


+  0-00002  COS(^^+2C«;+2Q) 

—  0-00002COS(^'+2(ü'+Q) 

+  0*OOOI2C08( — ^ö'+2/+2w'+ö) 
+  0*001 24  cos  (2^'+2w'+ö) 

+  0-00038  COS  (^+2/+*  Cü'+Q) 

+  0-OOOII  C08(2^+2^'+2w'+Q) 
+  0-00003  COS (3^+2^+2 w'+Q) 
+  0-00005  COS  (3^'+2Ci/'+Ö) 

+  0-00002  cos(y+3/+2w+Q) 

O-OOOOI  C08( — 2 ff' — 2W'+Ö) 

—  0-00002  COS (^— /+£(/— (e>'+Q) 

— 0-00002  C08( — ff+ff' — w+w'+Q) 
+  0*00004008(3^ — g'+yo — cti'+Q) 

—  0-02  <cos( — y'+ö) 
+  0-02  tcos{ff'+Q) 

+  0*02  ^C08(2^ — g'+2W+Q) 
0-02  <COS(2^+y+2Cü+Q) 

— o-oi  tcos{ff — 3^'+2c<; — 2(ü'+Q) 
+  0-01  <cos(3^— 3/+4W— 2a>'+Q) 

+  0-0I  ^C08( — ff+3ff' 2C0+2W+Ö) 

—  0*01  ^C08(^+3/+2Ci>'+Q). 


Hiermit  sind  die  Entwicklungen  für  die  Berechnung  der  durch  den  Mond  veran- 
lassten Störungscoefficienten  vollendet.  Für  die  Sonne  erhält  man,  wenn  die  plane- 
tarischen Störungen  fortgelassen  werden,  nach  Le-Verrier's  Sonnentafeln: 


^O  =  /  +  cc>'  +  Q  +  69i8"3  sin/ 
+  72"5sin2/ 
+    i"isin3/ 

—  i7"sinÖ 

—  i"sin(2/ +  2a>' +  2  Q) 
+    6''6in(ff  —  g' +  w  —  uß'), 

6'o  =  o. 

Ii'Q=   1-000141   0-016  769  cos     ff' 

—  o-ooo  141  cos  2/ 

—  0-000  002  cos  3  g' 

—  0-00000071  t 
+  0-000042  43  tcosg'. 


—  i7"5i  tsing' 

—  o"375<8in2/ 

—  o"o564^8in/ 


+  0-00000071  t  cos  2  g 
—  o-ooo oooooi  39^2 
+  o-ooo  000  1368  ^2  cos/ 
+  0-000  000  0014^2  cos  2/ 


Vergleicht  man  den  hier  für  ü'q  gegebenen  Ausdruck  mit  den  Le-Verrier'scheu 
Sonnentafeln  (pag.  103  Tom.  IV.  Annales  de  l'obs.  de  Paris),  so  wird  man  in  den 
mit  t  multiplicirteu  Gliedern  wesentliche   Untei-schiede  finden,   die  mit  t^  verhun- 

Oppolzer,    Bahnbestimmangen.   I.    2.  Aufluge.  23 
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denen  Glieder  hat  Le-Verrier  fortgelassen.  Die  erwähnten  Unterschiede  erklären 
sich  daraus,  dass,  wie  dies  schon  C.  M.  Stürmer  in  seinen  nach  Le-Verrier's 
Elementen  berechneten  Sonnentafeln  (Würzburg  1875)  bemerkt  hat,  Le-Verrier  aus 
Versehen  die  der  älteren  ungenaueren  Massenbestimmung  entsprechende  säculare 
Änderung  dei*Excentricität  in  die  Tafeln  eingeführt  hat;  die  Säcularvariation  der 
Tafel  XXXII  in  den  Sonnentafeln  ist  dem  entsprechend  zu  corrigiren.  Aus  diesen 
Angaben  erhält  man  durch  die  bereits  oben  augedeuteten  Operationen  und  entspre- 
chende Multiplication,  wenn  man,  was  für  die  Folge  wohl  zu  beachten,  die  mittlere 
Entfernung  der  Erde  von  der  Sonne  als  Einheit  einführt:  $ 


CO8  6^Q  sin  /^Q  cos  &^Q  cos  Vq 

—  0-00420 sin (^'  -\-  2io  +  zQ) 
+  0-49965  sin  (2^'  +  2Ct;'  +  2Q) 
+  o.029348in(3/  +  2U}'  -\-  2Q) 
+  0-00120  sin (4^'  4-  2to'  4-  2Q) 
4-  0-00004 sin (5^'  +  2  w'  +  2Q) 
+  0-00004 sin (2/  +  2cu'  4-  Q) 

—  0-00004  sin (2/  4-  2co'  4-  3Q) 


4-  o-ooooi  sin(y  -{-  (f  +  io  -{-  u/  +  2Q) 

—  o-ooooi  8in( —  g  -\-  ig'  —  c*>  4-  3^'  4-  2ß) 
+  O-OOOOI 06 < sin (^'  4-20/4-  2Q) 

4-  o-oooooi7^sin(2  5r'  4-  2w'  4-  2Q) 

—  0-0000741  ^8in(3/  4-  2  co'  4-  2Q) 

—  0-0000061  ^sin(4^'  4-  2W'  4-  2Q) 

—  0-0000002  <8in(5^'  4-  2U)*  -{-  2Q). 


cos  h'c:)  sin  /'0  cos  6'0  sin  /'0 , 

4-  0-50021 

4-  0-02516008^' 

4-  0-00063  COS  2  y' 

4-  0-00002  cos  3^' 

4-  0-00420 cos (^'  4-  201'  4-  2 Q) 

0-49965  cos  (2 y'  4-  2CU'  4-  2Q) 

-  oo2934cos(3/  4-  2to'  +  2Q) 

0-00 120 cos (4^'  4-  2U}'  4-  2Q) 

0.00004003(5^'  4-  2W'  4-  2Q) 

-  0-00004 cos (2^'  4-  2a>'  4-  Q) 
4-  0-00004008(2/  4-  2Ct;'  4-  3Q) 


—  O-OOOOI  co8(^  4-  /  4-  <o  4-  w'  4-  2Q) 

4-  O-OOOOI  cos( —  g  4-  ig'  —  ci>  4-  l^'  H-  2Ö) 

—  0-000001068^ 

—  0-0000637  tco^g' 

—  0  0000032<COS2/ 

—  0-00000000209^2 

—  O-OOOOI 06 <cos(/  4-  2w'  4-  2Q) 

—  0-0000017^008(2/  4-  2  0;'  4-  2Ö) 
4-  0-0000741  <cos(3/  4-  2co'  4-  2Ö) 
4-  00000061  <cos(4/  4-  2w'  4-  2Q) 
4-  0-0000002  <cos(5/  4-  2ü>'  4-  2Q). 


Die  mit  sin  J'q  multiplicirten  Producte  verschwinden  der  Voraussetzung  nach.  Die 
Multiplication  der  oben  gegebenen  für  den  Einfluss  des  Mondes  und  der  Sonne  gelten- 
den Werthe  mit  den  in  den  Gleichungen  28)  und  29)  (pag.  166)  erscheinenden  Klammer- 
ausdrücken führt,  abgesehen  von  gewissen  constanten  Factoren,  zur  Kenntnis  der 
numerischen  Werthe  der  DifFerentialquotienten  von  e'  und  1//,  deren  Integration  in 
dem  folgenden  Kapitel  vorgenommen  werden  wird. 
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i.  Integration  der  DifferenticUgleichungen  für  e'  und  xp  und  Aufstellnng  der 
numerischen  Werthe  für  die  Präcession  und  Nutation, 

Führt  man  die  am  Schlüsse  des  vorangehenden  Kapitels  angedeuteten  Multipli- 
cationen  durch,  lässt  aber  alle  jene  Glieder  weg,  welche  aus  Producten  von  ^  in  perio- 
dische Glieder  bestehen,  so  werden  zunächst  Glieder  von  der  Form : 

c,  Cyt^  ^2^,  ycosa^,  asina^,  y'tcosßt,  (ftsinßt. 

auftreten,   deren   Integration   keiner   Schwierigkeit   unterliegt.    Die  Integrale  dieser 
Ausdrücke  werden  nämlich   mit  Weglassung  der   Integrationsconstanten   der  {leihe 
nach  sein: 
ct^  \cyt^,  i^^^  ^  sina^,  —  —  cosa^,  ---  sin/tf <  4-  ^  cosßt,  —  ^  cos//^  +  ^  siußt. 

In  völliger  Strenge  würde  die  Zeit  unter  den  Cosinus-  und  Sinus-Zeichen  eigentlich 
in  der  Form  at  -}-  a't^  +  a"(^  -f.  .  .  .  auftreten ,  weil  die  mittleren  Bewegungen  der 
Argumente^,  ff\  (o^  w'und  Q  säculären  Änderungen  unterworfen  sind,  doch  sind  die 
durch  diese  letzteren  bedingten  Variationen  so  gering,  dass  man  imbedenklich  die 
Coefficienten  a',  a"  der  Null  gleich  setzen  darf.  Die  in  Einheiten  des  Radius  mit  dem 
arc  i"  multiplicirte  Bewegung  der  Argumente  in  hundert  julianischen  Jahren  ist  nach 
Hansen 's  Mond-  und  Le-Verrier's  Sonnen -Tafehi,  wie  folgt,  gefunden  worden: 

Bewegung  von  g  •  -}-  0*040  3786 

,,  jy    ff'  '   +  0-003  0461 

,,  ,,    CO  :  -hoooo  50797 

,,  ,,    w'  :   +  0000  16380 

,,  ,,     Q  :    —  0000  16366, 

mit  welchen  Zahlen  nun  die  Integration  ohne  Schwierigkeit  vorgenommen  werden 
kann.  Die  numerischen  Werthe  der  Störungen  aber  lassen  sich  vorerst  nicht  angeben, 
da  zu  deren  Bestimmung  die  Kenntnis  der  beiden  constanten  Factoren : 

^C         ^c       -         ^O       nC       ^ 

nöthig  ist ,  in  welchen  M^  die  Mondmasse,  M(^  die  Sonnenmasse ,  C  und  A  die  Träg- 
heitsmomente der  Erde  und  n  die  Rotationsgrösse  der  Erde  in  der  Zeiteinheit  (juliani- 
sches Jahrhundert)  darstellen.  Die  theoretische  Bestimmung  des  von  den  Verhält- 
nissen der  Trägheitsmomente  abhängigen  Factoren  [C  —  A)  \  C  bietet  bei  der  mangel- 
haften Kenntnis  der  Massenvertheilung  im  Erdinnem  unüberwindliche  Schwierig- 
keiten ;  es  ist  demnach  am  angemessensten ,  durch  die  Beobachtung  der  Bewegungen 
der  Rotationsachse  selbst  einen  Schluss  auf  die  obigen  Factoren  zu  machen.  Das 
grösste  Glied  der  Nutation  in  der  Schiefe  erscheint  mit  dem  Factor  cos  Q  multiplicirt 
und  ist  nur  von  den  Elementen  der  Mondbahn  abhängig ;  dasselbe  entsteht  aus  dem 
in  den  Ausdrücken  (pag.  173)  für: 

cos  6'^  cos  /Y  sin  h'^ 
{34i2"o6r'cP 

23» 
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mit  sin  Q  multiplicirten  Gliede.  Dieser  Coefficient  ist  vermöge  des  Ausdruckes  28) 
(pag.  1 66)  mit  cos  e^  zu  multipliciren ;  die  Integration  ergibt ,  ohne  Rücksicht  auf 
das  Vorzeichen  des  Integrals  (vergl.  Gleichung  g)  (pag.  157),  wenn  man  den  unbe- 
kannten Factor  der  Einheit  gleich  setzt: 

0-0448700860  r^  «  o 

— ^  '        "  cos  Q  =  —  251  505  cos  Q, 
000016366  J     J    J  » 

wobei  also  zu  beachten  ist ,  dass  der  Coefficient  in  Folge  der  Annahme  über  den  Inte- 
grationsdivisor in  Kogensekunden  verstanden  ist ,  übrigens  noch  wegen  der  Annahme 
der  Einheit  für  r\  (Äquatorhalbmesser  der  Erde)  mit  (3422"o6  arc  i")'  zu  multipliciren 
wäre..  Der  Coefficient  von  cos  Q  für  1850.0  geltend  ergibt  sich  aber  cach  Nyr^n's 
Abhandlung  »Bestimmung  der  Nutation  der  Erdachse«  [M^moires  de  Tacademie  impe- 
riale de  St.  P^tersbourg  Tom.  XIX  Nr.  2  pag.  30)  aus  den  Beobachtungen : 

iV=9"2365; 
es  ist  demnach  der  Coefficient,  mit  dem  man.  um  den  hier  gewählten  Einheiten  ent- 
sprechend die  Resultate  in  Bogensekunden  zu  erhalten ,   alle  Glieder,  welche  die  Ver- 
änderungen der  Botationsachse  durch  den  Mond  ergeben,  nach  deren  Integration  zu 
multipliciren  hat: 

-  '-^^T^  (34""o6)»  =  _  ^  =  _  0.0367  .48.  I) 

Wollte  man  aus  irgend  welchen  Gründen  einem  anderen  Werth  für  die  Nuta- 

tionsconstante,  nämlich :  x,-         ^x  /      .    n 

iVi=iV(i+fl, 

den  Vorzug  geben,  so  wird  der  Factor  (i  -f-  t),  mit  welchem  alle  von  dem  Einflüsse  des 
Mondes  abhängigen  Glieder  zu  multipliciren  wären,  bestimmt  sein  durch : 

-j^  =  (i  +  tj  oder  %  =       „    r       ; 
N         \      •     /  9  2365       ' 

die  MultiplicÄtion  mit  %  allein  gibt  sofort  die  erforderlichen  Correctionen  der  hier  be- 
rechneten Glieder,  welche  aber,  da  der  Werth  der  Nutationsconstante  bereits  sehr  genau 
bestimmt  ist ,  wohl  nur  in  den  grössten  mit  sin  Q  und  cos  Q  multiplicirten  Nutations- 
gliedem  merkliche  Änderungen  hervorbringen  werden. 

Berechnet  man  nun  mit  den  oben  in  i)  gegebenen  Coefficienten  den  durch  den 
Mond  allein  veranlassten  Präcessionsantheil ,  so  findet  sich  dieser : 

«/'C  =  — 3448"5i8.         2) 
Als  Constante  der  allgemeinen  Präcession  nehme  ich  für  1850  nach  Bessel: 

/=5023"572, 

hauptsächlich  aus  dem  Grunde  an,  weil  Le-Verrier  diesen  Werth  auch  bei  seinen 
Sonnen- und  Planeten -Tafeln  benützt  hat;  O.  Struve's  Untersuchungen  über  diese 
Constante  geben  etwas  grössere,  Nyr6n's  Bestimmungen  wesentlich  kleinere  Werthe. 
Die  für  1850  geltende  lunisolare  Präcession  ist  aber  mit  Benützung  der  Formel  2) 
(pag.  158)  und  10)  (pag.  160) : 

^^  =  —l—\=  —  l—  cotg€oA^  =  —  5037"o32. 
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Vergleicht  man  diesen  Werth  mit  2),  so  ist  sonach  der  durch  die  Sonne  bewirkte 
Beitrag  zu  der  lunisolaren  Präcession  bestimmt  durch : 

V^=^— I588"5i4.         3) 

Diesen  Werth  kann  man  nun  dazu  benützen  den  Factor  3  Mq(C  —  A) :  nC  zu  ermitteln. 
Setzt  man  denselben  vorerst  bei  der  Integration  der  Einheit  gleich,  so  erhält  man  für 
das  mit  t  multiplicirte  Glied  den  Werth  t  94646"6^;  es  ist  sonach  der  Factor,  mit 
dem  die  von  dem  Einfluss  der  Sonne  abhängigen  Integrale  zu  multipliciren  sind, 
mit  Rücksicht  auf  die  gewählten  Einheiten : 

;ic =  -  -^ieieJ  =  -  0-0167836.  4) 

Will  man  den  Einfluss  bestimmen,  welchen  die  den  Bestimmungen  der  Con- 
stanten der  Nutation  und  Präcession  anhaftenden  Fehler  auf  die  Werthe  der  Sonnen- 
glieder nehmen,  so  findet  sich  leicht,  wenn  mit  P  die  einzuführende  lunisolare 
Präcession  bezeichnet  und: 


e=^ 


5037  032 


gesetzt  wird,  der  Factor,  mit  dem  die  unten  ermittelten  Sonnenglieder  zu  multipli- 
ciren sind: 

(i  +3-I7C— 2-I70- 

Mit  Hilfe  der  FaCtoren  i  und  t  wird  es  demnach  möglich  sein ,  die  weiter 
unten  folgenden  numerischen  Werthe  der  Nutation  und  Präcession  auf  beliebig  ge- 
wählte Constanten  dieser  Grössen  zu  reduciren. 

Den  Factor  4)  kann  man  dazu  verwerthen,    um  den  bereits  oben  (pag.  151) 

benützten  Coefficienten : 

C—A 

zu  bestimmen.     Für  die  Grösse  JMq  wäre,  wie  dies  schon  früher  (pag.  139)  in  der 

Anmerkung  hervorgehoben  wurde,  k^  zu  setzen,  wobei,  der  mittlere  Sonnentag  als 

Einheit   angenommen,    k  die  Gauss' sehe    Constante    ist;    mit   Rücksicht   jedoch, 

dass  in  der  vorstehenden  Untersuchung  das  julianische  Jahrhundert  als  Zeiteinheit 

gilt,  hat  man: 

C — A  __    0-0167836  . 

"~C~—  3^:2(36525)2^-  ^j 

Hierbei  ist  auf  den  Umstand,    dass  die  Integrationsdivisoren  mit  arc  i"  multiplicirt 

waren,  nicht  weiter  zu  achten,  weil  die  bestimmende  Constante  ebenfalls  im  Kogen- 

masse  angesetzt  w  ar ;  n  ist  die  Rotationsgrösse  der  Erde  in  der  Zeiteinheit.    Bedenkt 

man,  dass  die  Erde,  wenn  die  für  die  vorliegenden  Zwecke  unmerkliche  Präcession 

des  Äquinoctialpunktes  ausser  Acht  gelassen  wird ,    eine   Umdrehung  2  tc  m    einem 

Stemtage  vollendet,  so  ist,  da  hier  das  julianische  Jahrhundert  als  Einheit  gilt,  für 

n  zu  setzen: 

«  =  27r.  36525/, 
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in  diesem  Ausdruck  ist  /  der  früher  (pag.  25)  ermittelte  Factor,  welcher  das  Ver- 
hältnis der  Dauer  des  mittleren  Tages  zum  Stemtage  angibt;  man  hat  also: 
C—A  00167836.271./         ,  ,  ,. 

-c-  =  y=   3  •^•^- 365^5   =  +  0.00326121.       6) 

Daraus  leitet  man  leicht  ab : 

"X"  =  T^y  =  +  0.00327188.  7) 

Dieser  Werth  ist  bereits  oben  (pag.  157)  vorgreifend  benützt  worden.  Um  nun  den 
früher  benützten  Werth  von  jw  (pag.  151)  zu  finden,  hat  man  zu  beachten,  dass  dort 
aU  Zeiteinheit  der  mittlere  Sonnentag  gewählt  war,  es  ist  danach : 

^  =  2  7t  f'  —^  =  4-  0.0206141.  8) 

Bedenkt  man ,  dass  die  Nutationsconstante  um  wenige  Hunderttheile  der  Bogen- 
sekunde,  die  hundertjährige  Präcession  um  einige  Bogensekunden  falsch  sein  kann, 
so  wird  sofort  die  grosse  Unsicherheit  des  obigen  Resultates  einleuchten;  in  der 
That  kann  die  vierte  Decimale  in  dem  numerischen  Werthe  von  fi  nicht  als  ver- 
bürgt bezeichnet  werden. 

Einschaltend  kann  man  hier  erwähnen,  dass  die  Ermittlung  der  beiden 
Coefficienten  i)  ^pag.  180)  und  4)  (pag.  181)  die  Möglichkeit  an  die  Hand  gibt,  die 
Mondmasse  zu  bestimmen.  Die  Division  beider  Coefficienten  ergibt,  da  wegen  des 
Factors  3422"o6  in  i)  (pag.  180),  um  die  gleichen  Längeneinheiten  zu  haben,  in  4) 
die  mittlere  Sonnenparallaxe  8^848  (pag.  23)  als  Factor  eingeführt  werden  muss: 

^  =  26440000. 

Nimmt  man  die  Erdmasse  mit  i  :  330000  der  Sonnenmasse  an,  was  den  letzten  Le- 
V  er  ri  er 'sehen  Bestimmungen  sehr  nahe  kommt,  so  wird  die  Mondmasse: 

I 

der  Erdmasse  betragen.  Dieses  Resultat  ist  hauptsächlich  wegen  der  Unsicherheit 
in  der  Bestimmung  der  Erdmasse  sehr  zweifelhaft  und  kann  der  Nenner  um  einige 
Einheiten  fehlerhaft  sein. 

Es  sollen  nun  die  Resultate  der  vorgenommenen  Integration,  der  die  oben 
angegebenen  Factoren  als  Grundlage  dienen,  hier  angeführt  werden;  dieselben  er- 
geben die  Bewegung  des  Äquators  auf  der  festen  Ekliptik  1856-0  und  t  stellt  die 
seit  dieser  Epoche  verflossenen  julianischen  Jahrhunderte  dar ;  über  die  Bedeutung 
der  Argumente  vergl.  pag.  167.  Ich  führe  zuerst  die  durch  den  Mond  bewirkten 
Glieder  an,  dieselben  wären  eventuell  mit  dem  Factor  (i  +  i)  zu  multipliciren,  die 
folgenden  Sonnenglieder  eventuell  mit  (1-1-3.17^ — 2-17«);  über  die  Bedeutung 
dieser  Factoren  geben  die  oben  (pag.  1-80  und  181)  gemachten  Bemerkungen  den 
nöthigen  Aufschluss ;  die  mit  einem  Sternchen  versehenen  Coefficienten  sind  in  Folge 
kleiner  Integrationsdivisoren  nicht  auf  die  letzte  Stelle  zu  verbürgen. 
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+ 

3448"5 

i8^  — o"7443<2  _  o"oc 

+ 

o"o678 

sin^ 

+ 

0"0028 

sin  2^ 

+ 

o"ooo2'sin  3^ 

+ 

o"ooo3 

8m  {—y    ff') 

+ 

o"ooi  5 

Bin  (-ff') 

+ 

o"ooo4 

sin  iff—ff') 

— 

o"oQOi 

sin  {ff'^ff'+2iü — 201') 

— 

o"oooi 

sin  {2ff—ff'+2(0 2W') 

— 

o"oo45 

sin  ( — 2jr'+2co — 2io') 

+ 

o"oi50 

sin  {ff — 2ff'+2ai — 2w') 

+ 

o"oo6i 

sin  {2 ff 2ff'+2(0 — 20}') 

+ 

o"ooo6 

sin  (3^ — 2ff'+2(a — 2w') 

+ 

o"oooi 

sin  {^ff — 2ff'+2aß — 2(ü') 

— 

0"0002 

sin  (—3/4-20;— 2Ci;') 

+ 

o"ooo7 

sin  (ff — 3/+2Ü; — 2ü)') 

+ 

o"ooo4 

sin  {2ff — iff'+2iO — 2ft>') 

+ 

o"oooi 

sin  (2ff — 4/4-401—40;') 

4- 

o"oooi 

sin  {3^_4/4.4o>_4o;') 

— 

O^OOIÖ 

sin  20; 

— 

o"ooo4 

Bm(ff+2W) 

+ 

o"oo24 

sin  (2^4-20;) 

+ 

o"ooo3 

sin  (3?4-2w) 

— 

0"0021 

sin  (2/4-20;') 

— 

o"oooi 

sin  (ff+2ff'+2(ü') 

+ 

0"0002 

sin  ( — ff'+(o — 0;') 

— 

o"ooo4 

sin  (ff— ff' -{-(o— 10') 

— 

o"ooo2  sin  ( — 2^4- Q) 

— 

o"oo57 

Bm(—ff+Q] 

— 

i7"2740  8inQ 

+ 

o"ooo3 

cos  Q 

-h 

o"oo58 

sin(^4-Ö) 

+ 

o"ooo2 

sin  (2^4-0) 

— 

o"ooi2  8in{— s^'H-Ö) 

+ 

0"CX)0I 

Bin  (ff— ff' +Q) 

— 

o"ooi5 

gm(ff'+Q) 

'  + 

o"oo52 

sin(2o;H-Q) 

H- 

o"ooi9 

sin(5r4-2o;-fQ) 

— 

o"o343 

ein(2y4-2o;-f-Q) 

Mondglieder. 
Präcession  und  Nutation  in  der  Länge : 

t^,        —  o''cK)44  sin  (3^4-2o;4-Ö) 

—  0^0004  sin  (4^4-2o;-|-Q) 

—  o''oooi  sin  ( — 2 ff — 2o;4-Ö) 

—  o"oooi  sin  (2^ — j''4-2o;4-Q) 
4-  o"oooi  sin(2^-f-/+2o;-|-Q) 

—  o"ooo7  8in( — 2/4-20; — 2o;'4-Q) 
4-  0^0014  sin(y — 2/4-20; — 2o;'4-Ö) 

—  o"ooo6  sin  (2^ — 2/4-20; — 2o;'4-Q) 

—  0^0001  sin  (3^ — 2/4-20; — 2o;'4-Q) 

—  o''ooo5  sin  ( — 2^4-2/ — 2o;4-2c<;'4-Q) 

—  o"ooi3  8in( — ff+2ff' — 2o;4-2o;'4-Q) 
4-  o"ooo4  sin  (2/ — 2o;4-2<(;'4-Q) 

—  o"oooi  sin(— 5r4-3/ — 2o;4-2o;'+Q) 

—  o"ooo9  sin  (3^^ — 2/4-40; — 2o;'4-Q) 

—  o"ooo5  8111(4^ — 2/4-40; — 2o;'4-Ö) 

—  o"oooi  sin  (^ff — 2 ff' +40} — 2o;'4-ß) 

—  o"ooo4  sin  (^'4-2o;'4-  ^) 

—  o"ocx)2  sin( — ff+2ff'-\-20f'+Q) 
4-  o"oi25  sin  (2/4-2o;'4-Q) 
4-  o"ooo5  sin  (^4-2/4-2o;'4-Q) 
+  o"ocx)i  sin(2^4-2/4-2o;'4-Q) 
4-  o"ooo3  8in(3/4-2o;'4-Q) 
4-  o"oooi  sin( — 2/ — ^o;'4-Q) 

*4-  o"ooo5  8in(2((;-|-2Ö) 
4-  o"oi  15  sin  (^4*2o;4r2Q) 

—  o"2044  sin  (2^4"2o;4-2Q) 

—  o"o262  sin(3jr4-2o;4*2  0) 
»    —  o"oo26  sin  (4^4-2o;4-2Q) 

—  o"ooo2  sin(5jr4-2o;7i-2Q) 

—  o"ooo7  sin(2y — y'4*2o;4-2Ö) 

—  o"ooo3  sin  (3ff'-ff'+20}+2Q) 
4-  o"ooo7  8in(2jr4-/+2o;4-2Q) 
4-  o"ooo2  sin  (3^4-/4*2o;4-2Q) 
4-  o"oooi  sin  (y'4-2o;'4-2Ö) 

—  o"c)020  sin  (2/4-2o;'4-2Ö) 
4-  o"oo26  sin  (ff+2ff'-\-2w'+2Q) 
4-  o"ooo6  sin(2^4-2/4-2o;'4-2Ö) 
4-  o"oooi  8in(3y4-2/4*2o;'4-2Q) 

—  o"oooi  sin  (3/4-  2o;'4-2Ö) 
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4-  o"cKX)i  8in(^+3^'+2w'4-2Q) 
+  o"oooi  sin (3^ — ^^'+4^ — 2(o'+2Q} 
4- o"oooi  8in( — zff'+^oj — 2Uß'+2Q) 
+  o"oooi  sin  (2ff — 2g'+^u) — 2U}*-\'2Q) 

—  o"oo52  sin (3^ — 2^'4-4w — 2w'+2Ö) 

—  0^0032  sin  (4^ — 2ff''^^ü) — 2Co'+2Ö) 

—  o"ooo6  sin  (5^ — 2^'4-4«o — 2U)'+2Q) 

—  o"oooi  sin(6jr — 2^'+4ft; — 2(o'+2Q) 

—  b"ocx)2  8in(3jr — ^g'+^w — 2io'-\-2Q) 

—  o"ooo2  sin  (4^— 3/-4-4a> — 2ft;'+2Q) 

—  o"oooi  sin  (4^ — 4^'-}-6w — 4w'+2Ö) 

—  o"oooi  sin  (5^ — 4/+6ft; — 4w'+2Q) 
-^  o"oooi  sin  (6^ — 4^'+6ci; — 4io'+2Ö) 

;  +  o"oooi  sin(3^-f-4C(;-j-2Q) 
.    4-  of'oooi  8in( — ^^4-2^) 
*4- o"2095Äin  2Q 


—  o"cxx)2  8Va{ff+2Q) 

4*  o"oooi  8in(2jr4-2^'4-2co4"2w'4-2Q) 
4-  o"oooi  8in(3^— jr'4-3co--ft;'4-2Q) 
+  o"oooi  sin  (^'4-a;4-co'4-2  9) 

—  o"oooi  sin  (g+ff*+vj+uß''\-2Q) 

—  o"oooo3  ^  sin  ^ 

—  o"ooooi  t  sin  {g — 2^4-2^ — 210') 

—  o"oo852/8i|iQ 

—  o"ooi65/cosö 

—  o"oooo2  t  sin  (2^4-2c<>4-^) 
4-  o"ooooi  /sin(2jr'4-2w'4-ö) 
4-  o"oooo9  t  sin  (2^4-2 w4-2Ö) 

—  0"00002  t  cos  (2^4-2^4-2  0) 

4-  o"cMXX)i  t  sin  (3^4-2 w4-2Ö) 

—  ö"cKX)09  ^  sin  2  Q 

4-  0"00002  ^  cos  2  ö  . 


Präcession  und  Nutation  in  der  Schiefe: 


4-  o"o488  /2  _  o"oo538  ^^  4-  q"oooi 

4-  (?"oooi  co8( — 2^4-9)  "~  q'ooöj 

4-  o"oo3i  cos  ( — g+Q)  -^  o"ooo3 

4-  9"^365  cos  Q  —  o"ooo2 

—  o''003i  cos  (^4-9)    ;  —  o"ckx)i 

—  O'OOO^  cos  (2^+Q)  ;  * —  o"o002 

4-  o"cK)o6  cos  ( — g'+^)  —  0^0050 

4-  o"ooo8  cos  ig'+Q)  4-  o"o887 

* —  0"0028  ^08  (2CO4-Q)  4-  0"0I  14 

—  o"ooio  coB(g-\-2Uß+:Q)  +  o"ooii 
4-  o^oiSj  cos  (2^+2w4-Ö)  4-  o"oooi 
4-  o"oo23  cos  (3^4-2a;4-Q)  4-  o"ooo3 
4-  o"ooo2  cos  (4^4-2Ci;4-ß)  4-  o"oooi 
4-  o"poo4  cos  ( — 2/4-2C«; — 2ti/'4-Q)  —  0^0003 

—  o"ooo8  cos  (g — 2y'472co— 2ft;'4-Ö)  —  o"oooi 
4-  o"ooo3  cos  {2g — 2^'4-2w  — 2ft;'4-Ö)  4-  o"ooo9 
4-  o"ooo3  cos  ( — 2g+2g' — 2w4-2co'4-Q)  —  o"ooi i 
4-  o"ooo7  cos  ( — g'\'2gf — 2w4-2ci/'4-P)  —  o"ooo3 

—  o"ooo2  cos  \2g' — 2w+2co'4*Q)  —  o"oooi 
4-  o"ooo5  cos  (3^— 2^'4-4co — 2ft;'4-Q)  —  o"oooi 
4-  p'0003  cos  (4^ — 2^'4-4tt> — 2w'4-ß)  4-  o"oo23 
4-  o"oooi  cos  (3^ — 2^'4-4«<> — 2C(;'4-^)  +  o"ooi4 
4-  o'ooQ2  cos(^'4-2C(/'4-^)  4-  o"ooo3 


cos  ( — g-\'2g\-\'2ia -\''^) 

C08(2/4-2W^4-'"^) 

cos  (^4-2^'4r2ct>'4-öj 
cos  (3S''4-2w'4-Ö) 
cos  (-«"2/ — 2Ci;'4-^) 

C0S(2W4-2Ö) 
C08(^4-2W4-2Ö) 

cos{2^4-2c<;4"2Ö) 
co8(35^4-2c<;4-2Ö) 
cos  (4^4"2w4-2Q) 

C08(5^4-2W4-2Q) 

cos  [2g — /4-2w4-  2  ö) 
cos{3^-:- S^'4-2ü>4-2Ö) 
cos  (2^4"^'4-2«>4-2ö) 
cos  {3y+^'4-2w4-2Q) 
cos  (2jr'4-2C<;'4-2Ö) 
cos  (^4-2y'4-2a;'4-2Ö) 

cos  (2^4-2/4-2ft;'4-2Ö) 

cos  (^4-3y'4-2w'4-2ö) 

cos  {2g 2^'4-4Ct/  — 2to'4-2Ö) 

cos  (3^ — 2^'4-4w 2Cii'4-2  0) 

cos  (4^ — 2g'-\-^iu — 2w'4-2Ö) 
cos  (5^—2/4-410— 2ü;'4-2Q) 
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+  o^GOOi  COS  (3y— 3/+4<ci — 2(a'+2Q) 
+  o"oooi  co8(4^— 35r'-f-4cti — zw'-^zQ) 
+  o"oooi  cos(5^— 4/+6ai — /^(o'+iQ) 

—  o"oooi  cos ( — g+2Q) 
* —  o"o905  cos  2Q 

+  o"oooi  cos(5r+2Q) 

—  o"oooi  cos  (3^ — ff'+Z^ — €t;'+2Q) 


^  o"ooo92  ^  cos  0 

—  o"ooo49  ^  sin  Q 

—  0"00005  <00«  (2y4-2ü>+2Ö) 

—  o"ooooi  i  sin  (2y+2w-f-2Ö) 

—  0"0000I  t  cos  (3^+2CO-f-2  ö) 

+  o"oocx)5  ^  cos  2  Q 
+  o"ooooi  ^sin  2Q. 


Sonnenglieder. 
Präcession  und  Nutation  in  der  Länge : 


+  I588"5i4  t  —  o"3445  fi  —  o"ooo55  <», 

+  o"i272  sin/ 

4-  o"ooi6  siij  2 ff' 

+  o"o2i2  sin  {ff'  4-  2io'  +  2Q) 

—  i"2627  sin  {2ff'  +  zoß'  -f-  2Q) 

—  o"o494  sin  (3/  +  2(ü'  +  2Q) 

—  o"ooi5  sin  {4/  +  2co'  +  2Q) 

—  o"o(X)i  sin  (2p^  H-  20/  +  Ö) 
+  0^0001  sin  (2^^  -H  2(0'  +  30) 


*+  o"ooo9  sin  Q 

—  o"ooo38  <  sin  / 

—  o"ooooi  tmxi2ff' 

—  o"oooo6  iBin{ff'  +  2(o'  +  2Ö) 
+  o"ooo54  ^sin  (2/  +  2w'  +  2Q) 

—  o"oooio  ^cos{2jr'  +  20)'  4-  2Q) 
H-  o"oooi5  ^sin{3p^  -+-  2w'  +  2Q) 
+  o"ooooi  ^sin  (4/  -f-  2w'  +  2Q). 


Präcession  und  Nutation  in  der  Schiefe: 


+  0"0225  fi  —  0"00248  fi, 

—  o"oo92  cos  {ff'  4-  2io'  +  2Q) 
4-  o"548o  cos  {2 ff'  4-  2co'  4-  2Q) 
4-  o"o2i5  cos (3/  4-  20)'  4-  2Q] 
4-  o"ooo7  cos  {4/  +  201'  4-  2Ö) 
4-  o"oooi  cos  (2/  4-  2w'  4-  Q) 


+  o"oooo3  <  cos  (^'  4-  20)'  4-  2  ö) 

—  o"ooo29  <  cos  {zff'  4-  2w'  -t-  2Q) 

—  o"oooo4  t  sin  (2/  4-  20)'  +  2Q) 

—  0"00007  t  cos  (3/  +  20)'  +  2Q). 


Wie  schon  oben  erwähnt  wurde,  beziehen  sich  die  durch  diese  Ausdrücke  be- 
stimmten Lageveränderungen  des  beweglichen  Äquators  auf  die  fixe  Ekliptik  1850-0; 
will  man  dieselben  aber  auf  die  bewegliche  Ekliptik  beziehen,  so  gibt  der  Ausdruck  2) 
(pag.  158)  und  10)  (pag.  160): 

sofort  die  verlangten  Relationen ;  setzt  man  nämlich ,  da  —  ip  die  hier  angefahrte 
Präcession  und  Nutation  darstellt,  in  die  Ausdrücke  für  b^,  b^^  b^  (vergl.  Gleichung  10) 
pag.  160)  die  gefundenen  Werthe  für  Je  und  ip  ein,  so  erhält  man  zunächst  Glieder. 
in  denen  die  Potenzen  der  Zeit,  theils  mit  constanten  Factoren,  theils  mit  periodi- 
schen Gliedern  multiplicirt  sind;  die  ersteren  stellen  die  allgemeine  Präcession  (/)  dar. 
von  den  letzteren  brauchen  nur  die  mit  der  ersten  Potenz  von  t  verbun4enen  mit- 
genommen 7U  werden;    sie   geben  jene  Änderung  der  Nutation  in  Länge,    welche 
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man  an  die  obigen  Ausdrücke  anzubringen  hat,  um  die  Nutation  in  Bezug  auf  die 
bewegliche  Ekliptik  zu  erhalten.  Man  wird ,  da  die  lunisolare  Pracession  (f)  nach 
den  obigen  Zi^hlenwer^hen : 

(f)  =  5037"o32 1  —  i"o888  ^  —  o"ooi  74^^  9) 

beträgt,  die  allgemeine  Pracession: 

l  =  5023"572  t  +  i"i29i  t^  +  o"ooo32  fi,  \    10) 

finden,  und  die  CJorrectionen  des  obigen  Nutationsausdruckes : 


—  o"oooo4  t  sin  g 

—  o"ooooi  t  sin  {ff  —  2ff'  -\-  2(a  — 
4-  o"oo9i8  ^sin  ö 

—  o"cx)i65  tcos  Q 

+  o"cxx>02  t  sin  (2ff  +  20;  +  ö) 

—  o"ocKX)i  ^sin  {2g'  -f-  2(o'  4-  Q) 

—  o"ooooi  ^  sin  (^  +  2ü>  +  2 Q) 
4-  o  ocx)i  I  i  sin  {2g  +  2w  -{-  2Q) 

—  ö"0C)002  t  cos  {2g  -}-  2C0  +  2Q) 


2C0') 


4-  o"ooooi  tBUi[^g  4-  2C0  4-  2Q) 
—  o"oooii  ^sin  2Q 
4-  o"oooo2  ^  cos  2Q  ; 


—  o"oooo7  i  sin  g' 

—  o"ocooi  tsm{g'  +  2w'  4-  2Q) 
4-  o"oöö67  ^sin  [2g'  4-  2co'  4-  2Q) 

—  o"oc)Oio  t  cos  {2g'  4-  2w'  4-  2Ö) 
4-  o"o9003  t  sin.  (2g'  -+■  2iJ  4*  ^Q). 


Bezieht  man  daher  die  Nutation  auf  die  bewegliche;  Ekliptik  zur  Zeit  ^  so  bleiben 
die  von  t  freien  Glieder  ungeändert,  weshalb  dieselben  hier  nicht  mehr  angeführt 
werden ;  statt  der  in  der  obigen  Zusammenstellung  mit  i  multiplicirten  periodischen 
Glieder  wird  man  in  d^m  Ausdrucke  für  die  Nutation  in  der  Länge  zu  setzen  haben : 

4-  o"cxx>oi  ^sin^ 


—  o"oi770^sin  Q 

—  q"oooo4  t  sin  (2^  4-  2ü>  4-  Q) 
4*  o"oooo2  t  sin  [2g'  4:  2ü>'  +  Q) 
4-  q"ooooi  ^sin(^  4- 20/4-20) 

—  o"oooo2  i sin  (2^  4-  2w  4-  2  Q) 
4-  o"oooo2  ^sin 2Q  ; 


—  o"ooo3i  tAng' 

—  o"ooooi  <sin  2g* 

—  o"oooo5  ^ sin  (^  4-  2 w'  4-  2  Q) 

—  o"oooi3/8in(2/4-2w'4-2Q) 
4-  o"oooi2  <8in(3^'  4-  2co'  47  2Ö) 
4-  o"ooooi  ^sin  (4/  4-  2co'  4-  2  Q). 


•i) 


Um  nun  eine  ähnliche  Transformation  für  die  Schiefe  zu  erhalten,  wird  man  in 
ganz  analoger  Weise  die  Gleichung  17)  (pag.  162)  benützen.  Zunächst  erhält  man 
durch  Addition  für  die  lunisolare  Schiefe  der  Ekliptik  bezogen  ^uf  die  fixe  Eklip- 
tik 1 850*0: 

(6')  =  «o  4-  o"o7 13^  —  o"po786  ^3.  1 2) 

Die  mit  der  Zeit  multiplicirten  Glieder  finden  sich  nach  der  Formel  17)  (pag.  162) 
und  geben  zu  ^^  addirt  die  mittlere  Schiefe  der  Ekliptik  zur  Zeit  t  wie  folgt: 

€  =  €0  —  47^594  ^  —  o"oi43  P-  4-  0^00204  f^.  13) 

Die  periodischen  Glieder  werden,  wenn  man  wie  oben  die  in  f-^ multiplicirten  wegläset: 

4-  o"ooo49 ^sin  Q  —  o"ooooi  /sin  2Q 

4-  o' 00004  /sin  [2^  4-  2co'  4-  2Ö). 


4-  o'ooooi  /sin (2^  4-  21/;  4-  2 P) 
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Es  bleiben  demnach  wieder  die  auf  die  bewegliche  Ekliptik  bezogenen  Nntations- 
glieder,  die  frei  von  dem  Factor  t  sind,  unverändert,  dagegen  sind  statt  der  obigen 
Zeitglieder  zu  setzen: 

+  0"00003  <  cos  (/  +  20)'  -f-  2  Q) 

—  o"ooo29  i cos {2 ff'  +  2w'4-  2 Q) 

—  o"oooo7  t  cos  (3jr'  +  2w'-f-  2  Q). 


+  o"ooo92  ^cos  Q 

—  o"oooo5  ^ cos (2^  -f-  20;  +  2  Ö) 

—  0"0000I  ^C08(3y-|-2CO  +  2Q) 
+  0''00005^C08  2Q 


14) 


Behandelt  man  nun  in  ähnlicher  Weise  das  Formelsystem  9)  (pag.  160),  so  gelangt 
man  von  den  periodischen  Änderungen  absehend  zur  Kenntnis  des  Bogens  a,  den 
man  gewöhnlich  die  Präcession  durch  die  Planeten  nennt;  diese  findet  sich  in 
Bezug  auf  die  Ekliptik  1850-0: 

(a)  =  i4"673 1  —  2"4i84  fi  —  o"oo2i2  fi,  15) 

Die  in  diesem  Bogen  durch  die  Nutation  bewirkten  Änderungen,  von  denen  übri- 
gens in  der  Folge  kein  Gebrauch  gemacht  werden  wird,  erhält  man: 


—  o"<X)004^sinjr 

—  o"ooooi  t  sin  {ff  —  2ff'  -\-  20)  —  20)') 
4-  o"oiooi  tBin  Q 

—  o"ooi5i  tcoB  Q 

4-  o"oooo2  ^sin  (2ff  +  2w  +  Q) 

—  o"ooooi  tBin(2ff'  H-  2a>'4-  Q) 

—  o"ooooi  ^ sin (^  4-  2C0  4-  2 Ö) 
4-  o"oooi2  ^sin(2^  +  2w4-2Q) 

0"0000I  t  cos  {2ff  -+-  210  +  2Q) 


4-  0^00002  ^ in (3y  4- 2w  4-2 Q) 
—  o"oooi  2  ^  sin  2  Q 
4-  o"oc)OOi  /  cos  2  Q 


—  o"oooo7  t  sin  ff' 

—  o"ooooi  ^ sin (/  4-  20)'  +  2Q) 
4-  o"ooo73  ts\n{2ff'  4-  20)'  4-  2O) 

—  o"oooo9 1  cos  {2 ff'  4-  2 w'  4-  2  ö ) 
4-  o"oooo3  t  sin  {^ff'  +  2w'  4-  2  0 ). 


16) 


Es  stellt  sich  nun  die  Aufgabe,  ähnlich  wie  dies  bereits  für  die  Nutation 
geschehen  ist,  die  von  der  Präcession  abhängigen  Ausdrücke,  welche  durchaus  nach 
steigenden  Potenzen  der  von  18500  gezählten  Zeit  entwickelt  sind,  auf  solche  For- 
men überzuführen,  dass  der  Ausgangspunkt  der  Zählung  auf  eine  beliebige  Anfangs- 
epoche verlegt  werden  kann;  hieraus  erwachsen  für  die  späteren  Untersuchungen 
und  Entwicklungen  wesentliche  Vortheile.  Diese  Entwicklungen  sollen  durchaus  auf 
Glieder  dritter  Ordnung  inclusive  durchgeführt  werden.  Um  aber  diese  Formen  über- 
sichtlicher zu  gestalten,  soll  geschrieben  werden : 

(a)=a,i  4- «2^   +(Ht''  \         17) 

in  welchen  Ausdrücken  die  numerische  Bedeutung  der  neu  eingeführten  Symbole 
durch  Vergleichung  mit  den  Formeln  9),  10),  15),  13)  und  12)  (pag.  186  und  187) 
leicht  erkannt  werden  kann. 
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19) 


Es  soll  für  die  Folge  unter  ^i  die  für  die  neue  Ausgangsepoche  geltende  Zeit 
verstanden  werden,  wobei  als  Einheit  wie  früher  das  julianische  Jahrhundert  zu 
nehmen  ist;  ti  ist  demnach  der  zeitliche  Abstand  der  neuen  Anfangsepoche  von 
18500.  Die  von  dieser  durch  tx  bezeichneten  Epoche  in  Einheiten  des  julianischen 
Jahrhunderts  zu  zählende  Zeit  wird  mit  t  bezeichnet;  femer  soll  gesetzt  werden: 

t2  =  t,+T,  18) 

so  dass  ^  das  auf  1850-0  bezogene  Zeitintervall  der  zweiten  Epoche  i«t;  es  stellt 
sich  sonach  die  Aufgabe,  die  Präcessionsausdrücke  nach  steigenden  Potenzen  von  t 
zu  entwickeln. 

Ganz  einfach  wird  sich  die  geforderte  Transformation  für  die  jeweilige  mitt- 
lere Schiefe  der  Ekliptik  e  gestalten ,  da  diese  Grösse  sich  bereits  auf  den  mit  der 
Zeit  veränderlichen  Zustand  bezieht:  es  ist  nämlich  für  die  beiden  Zeitmomente 
t,  und  ^:  €1  =  60  +  i?,^i  +  i?2^^  +  mk'    1 

und  die  Subtraction  und  Einführung  der  Grösse  r  nach  18)  ergibt: 
«  =  {«o  +  i?i<i  +  ^2^^  +  n^h^)  +  (^1  +  2ri2tx  +  3%^*}  «^  +  {^2  -f  3^3^i)  ^^  +  »?3^.  20) 

Minder  einfach  gestaltet  sich  die  vorgelegte  Aufgabe  für  die  übrigen  in  17) 
aufgeführten  Präcessionsausdrücke.  Es  soll,  um  dieses  Problem  vorwurfisfrei  zu 
lösen,  eine  neue  Figur  (Fig.  II)  zu  Hilfe  ge-  jj- 
nommen  werden,  welche  der  Figur  I  (pag.  125) 
ganz  ähnlich  construirt  ist,  nur  erscheint  eine  ^^ 
dritte  Ekliptik  und  ein  dritter  Äquator  in  die-  4,- 
selbe  eingezeichnet,  Die  Bogen  E^^^  B\E\^ 
E2E2  stellen  beziehungsweise  die  Ekliptik  zur 
Zeit  der  Ausgangsepoche  1850-0,  zur  Zeit  ^ 
und  ^  vor ;  die  dazu  gehörigen  mittleren  Äqua- 
toren  sind  durch  die  Bogen -^o-^^,  A^Ai  und 
A2A2  angegeben;  betrachtet  man  die  Zeit  ti 
der  Voraussetzung  nach  als  Ausgangsepoche,  so 
wird  für  die  Zeit  ^  —  t^  =  r  die  lunisolare 
Präcession  /'  dem  Bogen  Y^j  G,  die  allgemeine 
Präcession  /  dem  Bogen /2Y2  =  Ti«^  —  T2«^ 
gleich  kommen*).  Um  zunächst  den  Bogen Y'iG 
nach  Potenzen  von  z  zu  entwickeln,  wird  man  von  der  Relation: 

r  =  Yiö  =  Tii  — öi  21) 

ausgehen.  Der  Bogen  Yi-^  wird  offenbar  jene  Grösse  sein,  die  früher  (pag.  158) 
mit  dem  Buchstaben  b  bezeichnet  wurde ;  ihr  Werth  wird  sich  sofort  ergeben,  wenn 
in  die  Gleichung  10)    (pag.  160)  für  <   der  Werth  ^   eingeführt  wird  und  überdies 

•)  Der  ConBtruction  nach  (vergl.  die  pag.  126  gegebene  Definition  der  allgemeinen  Präcession) 
ist  nämlich  f^J  ^  Yi/. 
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Fig.  II. 
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für  ifß  und  z/  s ,  welche  dort  die  durch  die  luiiisolare  Präcession  und  Nutation  be- 
wirkten Änderungen  darstellen,  nur  die  von  der  Präcession  abhängigen  Werthe 
eingesetzt  werden;  da  Je  bei  dieser  Entwicklung  sofort  mit  dem  Än&ngsgliede  7)^2^^ 
eintritt,  so  wird  man  die  in  den  Gliedern  dritter  Ordnung  von  b  auftretenden  mit  Je 
multiplicirten  Producte  fortlassen  dürfen.  Der  Bogen  OL  wird  sich  ebenfiills  leicht 
auf  Grundlage  der  für  b  gegebenen  Entwicklungen  auffinden  lassen.  Geht  man 
nämlich  auf  die  Formeln  i)  (pag.  158)  zurück,  so  werden  dieselben,  wenn  die  beiden 
Seiten  OH  und  OL  des  sphärischen  Dreieckes  GHL  mit  02  und  b^  bezeichnet  wer- 
den, imverändert  gelten,  wenn  nur  an  die  Stelle  von  a  und  b  die  Seiten  a^  und  ^2 
treten;  für  ip  und  e'  sind  in  diesen  Formeln  offenbar  die  für  die  Zeit  ^  geltenden 
Werthe  einzuführen,  (/r)  und  (JT)  bleiben  unverändert  und  beziehen  sich  wie  dort 
auf  ti]  es  ist  sonach  in  den  Formeln  10]  (pag.  160],  um  den  Bogen  GL  zu  erhalten, 
statt  ij  welches  durch  die  Einführung  der  Grössen  (7t)  und  (JT)  eintritt,  ti  zu  schrei- 
ben, für  ip  und  Je  wird  mit  Rücksicht  auf  17)    (pag.  187)  zu  setzen  sein: 

(0'2  =  —  1/^2  =  ii'^2  +  h't2^  +  V^'    ]  . 

Je2  =  ri2'i2^  +  ri./t2^  ^  "^ 

um  GL,  dagegen: 


} 


(/)',  =  _  ,^,  =  ^'<,  +  v<,»  +  v<.»  \        ^ , 


um  'YiL  zu  erhalten.  Es  ist  ^mit  nach  21)  (pag.  188)  mit  Benützung  der  vorstehend 
gemachten  Bemerkungen  zunächst : 

r  =  V  (<»  -  <i)  +  V  («j*  -  <i»)  +  V  (<2' -  <i») - 

-  cotgc„y,  <,  {A,'  {<,-<!)  +  h'  W  -  h^n  +  sfi-,  <i  m'  ih\-  <!*)  + 

Führt  man  nim  mit  Rücksicht  auf  i8)  (pag.  i88)  t  ein  und  ordnet  nach  Potenzen 
desselben,  so  erhält  man  einen  Ausdruck  von  der  Gestalt: 

F  =  L^'t  +  L2't^  +  L^'T^y  24) 

in  welchem  : 


A'  =  Al'  +  {2W  —  COtg£oy,  X,'}  ^  +  {3  A3'  _  ZCOtge^q,  h^  +  -£-^  ^4  + 


Sin  €„ 


25) 


V  =  V  +  (3^'  -  cotg  «„y,  hl  +  ^,  1^2'  +  icotgeoft  ^'»}  <, 

vorstellt. 

Durch  ganz  ähnliche  Entwicklungen  wird  man  zur  Kenntnis  der  lunisolaren 
Schiefe  in  Bezug  auf  die  für  t^  geltende  Ekliptik  gelangen.  Bezeichnet  man  den 
Winkel  EC{\A^  (vergl.  Figur  II  pag.  i88)  mit  e/,  den  Winkel  E^GA^  mit  6./,  so 
wird  die  Änderung  der  lunisolaren  Schiefe  auf  der  Ekliptik  der  Epoche  tx  dargestellt 
sein  durch: 


^c'  =  €2'  —  «1'. 
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In  diesem  Ausdrucke  wird  £/  die  mittlere  Schiefe  der  Ekliptik  zur  Zeit  l|  sein,  die 
leicht  nach  dem  Ausdrucke  13)  (pag.  186)  oder,  was  für  die  folgende  Ableitung  he^ 
quemer  erscheint,  nach  17)  (pag.  162)  berechnet  werden  kann,  wenn  in  dieser  Formel 
statt  i,  ip  imd  Je  die  Buchstaben  <, ,  !/;,  und  Jsi  (vergl.  23)  pag.  189)  geschrieben 
werden ;  dieselbe  Formel  wird  €2  liefern ,  wenn  in  derselben  statt  /,  ip  und  Je  die 
Werthe  ^,  tp^  und  Je2  (vergl.  22)  pag.  189)  eingesetzt  werden.  Diese  Vorschrift 
erklärt  sich  leicht,  wenn  man  die  der  Formel  21)  (pag.  188)  nachfolgenden  Aus- 
einandersetzungen mutatis  mutandis  hier  in  Anwendung  zieht;  es  wird  sonach: 
Je'  =  ,2'  (^2  _  t,^)  4.  ,3'  (^3  _t,^)_p^t,  {l,'  (t^-t,)+l^'{t2^-  ^2)}  4. 
+  {ootge^giPi  —P2}  Ixh^  [h  —  h)—  l?i  Ai'2^1  W  —  ^^). 

Die  Entwicklung  dieses  Ausdruckes  nach  Potenzen  von  %  muss  auf  einen  Aus- 
druck von  der  Form:  .  ,        ^,  «   .    ^/  , 

Je'  —  H2T^  +  H^'t^  26) 

fahren,  denn  da  der  Ausdruck  28)  (pag.  166),  der  abgesehen  von  gewissen  constanten 
Factoren,  das  Differential  von  de':  dt  darstellt,  niemals  ein  constaütes  Glied  enthält, 
weil  die  Factoren  cos  >/  cos/i'  cos 6/  sin//  :  r/^  und  cos  J/  cos^i'  sin  J/  :  r,''  (vergl. 
die  diesbezüglichen  Ausdrücke  pag.  171  und  173)  mag  man  die  Ausgangsepoche  wie 
immer  wählen,  kein  solches  enthalten,  so  kann  man  streng  schliessen,  dass  bei 
einer  derartigen  Entwicklung  das  mit  t  multiplicirte  Glied,  welches  der  Analogie 
nach  mit  jH/ bezeichnet  werden  müsste,  verschwindet;  in  der  That  bestätigt  dies 
auch  die  numerische  Substitution  in  den  für  Hx    folgenden  Ausdruck: 

Hx'  =  [zri^  —p, X,']  t,  -J-  {3 V  —  2p,l2'—p2K  +  cotg€o?iPiii'  —  ?1  ^'*}  ^*. 

Man  sieht  daher,   dass   man  wohl  auch   die  früher  auf  ganz  andere  Weise 
durch  die  Integration  erhaltenen  Coefficienten  1^2'  und  1/3'  hätte  berechnen  können 

ri^'  =  |;>i  V  +  *ftAi'+  i?i  ^'2  _  Icotge^yipi  V, 

womit  eine  theilweise  Controle  der  vorstehenden  Entwicklungen  erlangt  ist,  da  in 
der  That  in  völliger  Übereinstimmung  mit  12)  (pag.  186)  : 

%'  =  +  o"o7 13,  »Ja'  =  —  o"oo786, 

gefunden  wird.    Für  H^    und  H^'  erhält  man  weiter: 

.  .  H^'  =  ri^'.  J 

Es  ist  somit: 

«'  =  («o  + 1?! ^  +  n^h'^  +  %t,^)  +  h^'t^  +  h.'tk    28) 

Um  für  die  Fräcession  durch  die  Planeten'  ähnliche  Ausdrücke  zu  erhalten,  bemerke 
man  (Figur  II  pag.  188),  dass  der  Bogen  GY2  dieselbe  für  die  Zwischenzeit  h  —  k 
=  T  vorstellt,  wenn  man  die  zur  Zeit  ty  stattfindende  Ekliptik  als  feste  Ausgangs- 
ebene wählt;  nun  ist  aber: 

GY2  =  Y^H—QH,  ^9) 
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Der  Bogen  GH  ist  aber  sofort  durch  a  (vergL  Gleichung  9)  pag.  160)  bestimmt, 
wenn  man  in  den  diesbezüglichen  Formeln  statt  t  überall  ^  setzt,  für  \p  und  Je 
dagegen  die  durch  22)  (pag.  189)  bestimmten  Werthe  \p<i  und  Jb^]  der  Bogen  Va-Ö^ 
ist  aber,  wenn  man  als  feste  Ekliptik  jene  der  Hauptepoche  18500  wählt,  die  für 
die  Zeit  ^  geltende  Präcession  durch  ,diG  Planeten,  welche  demnach  gefunden  wird, 
wenn  man  in  den  Formeln  9)  (pag.  i6oj  statt  ^,  xp  und  de  die  Werthe  ^,  ip^  und  Je^ 
schreibt.    Setzt  man  abkürzend: 


'30) 


SO  findet  sich  zunächst  der  Ausdruck  für' die  Präcession  durch  die  Planeten  a  be- 
stimmt durch: 

a  =  y,'  [h-h)+  n'  (h^  -  <.')  +  Yz  ih'  -  <i»)  4-  ^^  [Kh  +  h'^  (k  -  «.)  - 

der  nach  Potenzen  entwickelt,  die  Gestalt: 

a  =A,'t  +  A^t^  +  A,'t\  31) 

annimmt;    die   w^- Symbole  haben   mit  Rücksicht  auf  die   dritte  Gleichung  in  17) 
(pag.  187)  die  folgende  Bedeutung: 

A^  =  «.  +  {3^,'  +  1^-  .^P. '?.'  +  3r  -  ^^  V^}  t, 


32) 


Die  Gleichungen  la)  (pag.  124)  werden  für  die  folgenden  Untersuchungen 
mit  Vortheil  auf  eine  Form  gebracht  werden  können,  die  ebenfalls  die  Ausgangs- 
epoche für  die  Zeitzählung  willkürlich  lässt.  Zuvörderst  sollen  aber  für  die  Winkel 
(/r)  und  (JT)  die  nach  den  Potenzen  Yon tt  entwickelten  Ausdrücke  ermittelt  werden; 
stellt  man  sich  vor,  diese  Entwicklung  sei  geleistet,  so  hat  man  offenbar  für  diese 
Grösse  die  folgenden  Formen; 

(tt)    =8it  +  8^fi  +  8^f^    +..        V 

(n]  =  n^  +  s,t  +^^^24...,  f     33J 

zu  erwarten.    Bedenkt  man,    dass   innerhalb   der   vorgesetsiten  Genanigkeitsgrenzen 
gesetzt  werden  darf: 


tg  [it]    =8,(  +  S2fi+(s.,+  i*!»)  t'^ 

8in  (TI)  =  sin/I^  +  S^  cos/I^^  +  (Äjcos  Ü^  — '*  -.^^sin  f/J  t^ 
cos  (H)  =  C08/r„  —  St  sin  nj—{S2  sin  /Tq  +  1  <S  '^  cos  H^^  l'\  I 


34) 
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so  ergibt  die  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  Gleichungen  la)  (pag.  124)  durch 
Gleichsetzen  der  zu  denselben  Potenzen  von  t  gehörenden  GoSfficienten  zunächst: 

jo,  =*,8iniIo 

P2  =  Ä28in/Io  +  «1  Si  cos  JTo 

P3  =  («3  +  i*i^  —  i*i  Äi^jsinHo  +  («2*1  +  ^lÄilcosUo 

j,  =SxCosn^ 

q2  =  82 cos  JTo  —  81  Si  sin/Io 

£8  —  (*3  +  |«i^  — -Iäi^i^Jcos/To  — («2^1  +«iÄi)8in/To;. 

aus  denen  folgt: 


K) 


«1  Äi  =/>2  cos  IIq  —  q2  sin  JTo, 


36a) 


«2  ^=ft  sin  JTo  -H  5'2 cosJTo 
«1  ^2  =/^  cos/To  —  £3  sin  JTo  —  «^Äi,     «3  =/>3  sin  JTo  +  ftcos  JTo  4-1*15,2—  j  ,^3, 

Die  numerische  Bestimmung  lässt  finden: 

Wo=I73''o'I2^         *,  =  +  47"95i 
S^:^~S6S"i,  «2  =  — 0^0325     J     36b) 

iS2  =  -f-  o"i  I ,  *3  =  —  o''oooi4 

Man  könnte  leicht  in  den  Ausdrücken  36a)  alle  Coefficienten  von  den  verschiedenen 
q  und  p  Grössen  allein  abhängig  machen,  doch  gestaltet  sich  die  Rechnung  nach 
den  Formeln  36a),  in  welchen  die  Resultate  in  recurrenter  Weise  erhalten  werden, 
wesentlich  einfacher. 

Bezeichnet  man  in  dem  sphärischen  Dreiecke  JKL  (Figur  II  pag.  188)  den 
Winkel  bei  L  mit  (ttJi,  bei  K  mit  180  —  (7r)2  und  bei  /  mit  tv,  ferner  die  diesen 
Winkeln  gegenüberliegenden  Seiten  beziehungsweise  mit  y,  ß  und  (/T)2  —  (il)i ,  so 
ergeben  die  Na pier 'sehen  Gleichungen  auf  das  vorliegende  Dreieck  angewandt: 


37) 


in  welchen  offenbar  mit  Rücksicht  auf  33)  (pag.    191)  geschrieben  werden  kann: 

(^h  =  »1  *!  +•  »2  *i*  +  «3  <2'  H 

(JI),  =iTo  +Äi<,  +^<,2+.. 


38) 


Da  der  Bogen  {11)2  —  (^)i  innerhalb  der  gesetzten  Genauigkeitsgrenzen  nur  bis  auf 
Glieder  zweiter  Ordnung  inclusive  genau  gefunden  werden  kann,  so  wird  man  für 
die  Bögen  ß  und  y  keiner  grösseren  Annäherung  bedürfen,  daher  setzen  können. 


(/^-7')=(7I)2-(/7),  , 


w.) 
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oder  auch:  ,_< 

Wi 


y  =  ];^i7^«ii).- («).)• 


39) 


Führt  man  nun  in  diesen  Relationen  die  Werthe  nach  38)  (pag.  192)  ein,  setzt  wie 
früher  ^  —  ^1  =  r  und  entwickelt  nach  Potenzen  von  t,  so  findet  sich : 


ß  =  Sit,  +{282-    fSi)t,^  +  {5,   +  (3Ä2  -  pÄ,)<,}T  +  Äjtri 

*1  **1 


40) 


Bezeichnet  man  mit  11  den  aufsteigenden  Knoten  der  heweglichen  Ekliptik  in  der 
fixen  zur  Zeit  ^j,  so  ist  offenbar  der  Bogen  J^i  bestimmt  durch: 

/Yj  =Y^L  —  JL  =  i8o°  — JT;  41) 

hierbei  ist  JL  mit  ß  identisch,  während  Y*i-^  ^®^  Bogen  b  (vgl.  Gleichung  10) 
pag.  160)  zur  Zeit  ti  darstellt,  wenn  in  diesen  Formeln  statt  1//  und  z/€  die  durch 
die  Gleichungen  23)    (pag.  189)  bestimmten  Bogen  xpi  und  ,Jsi  eingeführt  werden; 

man  erhält  sonach: 

JT=  180°  —  i +  /:?;  42) 

da  aber  nach  2)   (pag.  158),  wenn  man  die  Nutation,  wie  es  hier  vorausgesetzt  ist, 

fortlässt :  m  o  tm         t 

(/)t  =  180  — (JI)i  — i, 

ist,  so  kann  wohl  auch  geschrieben  werden: 

JT=(n), +(/).+/*; 

durch  Einsetzen  der  ersten  Formeln  in  17)  (pag.  187)  und  40)  (pag.  193)  wird  für 
n  die  Form: 

JT=(^„  +  ^J^-2,^  +  ^2^^  43) 

erhalten,  in  welcher: 


2,=*,  +(3^,-5^,)/, 


44) 


22  =  ^1 

bedeuten,  und  womit  für  11  der  für  jede  beliebige  Ausgangsepoche  <,  geltende  Aus- 
druck aufgestellt  erscheint. 

Die  Kenntnis  des  Winkels  tt  wird  ebenfalls  leicht  mit  Hilfe  der  Napier'- 
schen  Gleichungen  aus  demselben  sphärischen  Dreiecke  JKL  (Figur  II  pag.  1 88) 
erhalten  werden;  es  findet  sich  nämlich  leicht: 

Will  man  hier  die  Entwicklung  bis  auf  Glieder  dritter  Ordnung  inclusive  treiben, 
so  wird  man,  da  die  Tangenten  selbst  erster  Ordnung  sind,  in  den  Cosinus  nur  die 
Glieder  zweiter  Ordnung  mitnehmen  müssen  und  zu  setzen  haben : 

coB\(Y-ß)  =  i  -  I*i2r2,     cosKy  +  ^)  ==  I  -  \S,H2  t,  +  ^P; 

Oppolxer,  Bahnbestimmangen.   I.   2.  Auflage.  ^  25 
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andrerseits  hätte  man  für  den  Übergang  von  den  Tangenten  auf  die  Bogen  die 
diesbezüglichen  Glieder  dritter  Ordnung  mitzunehmen,  da  aber  die  Entwicklung  des 
Bruches  die  Einheit  als  AnfangsgUed  enthält,  so  ist  es  klar,  dass  diese  beiden 
Glieder  dritter  Ordnung  rechts  und  links  vom  Gleichheitszeichen  gleich  werden  und 
sich  gegenseitig  aufheben ;  man  kann  daher  auch,  ohne  die  gesetzten  Genauigkeits- 
grenzen zu  verletzen,  schreiben: 


l  —  iS^'^J^  „      .  /VI  X 


Die  Substitution  der  Werthe  (7c)2  und  (/r),  aus  38)  (pag.  192)  ergibt  für  tt  einen  nach 
Potenzen  von  t  geordneten  Ausdruck  von  der  Gestalt: 

TT  =  (T,  T  +  02  T^  +  a,  T^  +   •    •   •    •  ,  46) 

in  welchem  Ausdrucke  nun  zu  setzen  ist: 


Oi  =  Ä2  +   (3«:»  +  l^I'S',*'^)  ^ 
Ol  =  S<t  . 


47) 


Man  kann  nun  auch  die  allgemein  giltigen  Ausdrücke  für  tg/r  sin  JI  und  tgTT  cos  il 
aufstellen  und  sich  hierzu  der  Relationen  35)  (pag.  192 j  sofort  bedienen,  wenn  man 
nur  in  diesen  einsetzt: 

statt  n^  den  Werth :  il^  +  :^o  =  ^o  +  i^  +  ^ä',)  <,  +  (l^  +  3^2  —  - 'Si^  h^ 


Sx 

»? 

V 

-**! 

=  S,  +(3'S2-Jä,)^ 

S2 

n 

^2 

=  5-, 

»1 

7? 

"i 

=  «,   +  2«2^   +   (3«3+i»l'5,2)<,2 

«2 

77 

02 

=  «2  +(3  «3+  ist'S,»)«, 

«3 

7> 

(r.i 

=  «..  , 

48) 


dann  erhält  man  in  Rücksicht  auf  die  die  Schreibweise  verein&chenden  Relationen  35) 
(pag.  192)  sofort: 

tg7rsinil==[p,  +{2/)2 +  «1^1  cp8/7o}^i  + {3jE>3  —  siniIo(Äi  3+2*1  iiÄ,  +i«i^i^)  + 

+  COSiIo(252Al  +«1^))<i2]t  + 

+  LP2  +  {3Pz  —  ^inn^  {si  3  +  5,  Ai  aSI)  +  cosil^^i  ^1}  ^1  ]'^^+P^  '^^ 

tg7rC08/7=[yi   +{2^2  — «1^1  sin/7o}^+ {3  ?:i  — cos  iIo(«,  3+25,  A,4Si+|Ä,i,  2)  — 

—  sinil^3 (2  «2 ^  +  «1  ^)}  <i ^]  ^  + 

+  [?2  +{3?3  — COSiIoK3  +  5,i,S,)  — siniIo52i,}^,]T2  +  y3T3. 

Es  wird  nun  ganz  leicht  sein,  auch  den  Ausdruck  der  allgemeinen  Präcession  für 
(He  willkürliche  Anfangsepoche  t^  aufzustellen.  In  der  Figur  II  (pag.  188)  ist  der 
Construction  nach  y^Jz=zf^  /,  somit  die  allgemeine  Präcession  /  für  die  Zeit  % 
dargestellt  durch: 

i=f,r2  =  rxJ-r2J=rrL-r2K-{ß-y). 

Nun  sind  die  Bogen  "YiL  und  ^2^^  die  für  die  Zeiten  <,  und  ti  geltenden  Werthe 
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von  b  (vergl.  lo)  pag.  i6o),  bezeichnet  man  daher  die  Summen  i,  +  b^  -f-  ig  für 
die  erstere  Zeit  mit  By^  für  die  letztere  mit  B^^  so  ist  offenbar: 

/=  1800—  (/7),  +  xp^+Bi  —  {180—  (il)2  +  t/^2  +  £2)  -  ^/^  — y), 
oder  auch: 

/=  (/I)2  -  (/I),  -  ((//j  —  (/;,)  -f.  5,  _  fi,  _  {ß-y). 

Der  Bogen:  (77)2  —  (n\  —  ß  +  y  lässt'sich  aber  leicht  bis  auf  Grössen  dritter  Ord- 
nung inclusive  richtig  angeben ;  die  zweite  Gleichung  in  37)  (pag.  192)  nämlich 
lässt  sich,  da  die  Entwicklung  des  die  Cosinusfunctionen  enthaltenden  Factors  mit 
der  Einheit  als  Anfangsglied  beginnt,  innerhalb  der  gesetzten  Genauigkeitsgrenzen 
schreiben :  t,,  ^    ,,  m 

man  hat  sonach: 

/  =  ^.  +  2,.  _  (^,  +  B,)  +  ((77),  -  (H).)  {.  -  JSJÜS^;;]) , 

wofür  aber  mit  Rücksicht  auf  2)  (pag.  158)  und  38)  (pag.  192)  auch  geschrieben 
werden  darf: 

oder  nach  Potenzen  von  r  entwickelt: 

/=L,T  +  L^t'^  -h  LjlT^,  49) 

wobei  zu  setzen  ist: 

ii  =  A,  +  2^^  +  (3^3  +  4*,2Äi)^2 

-^3  =  ^3  • 


50) 


Hiermit  erscheint  die  Entwicklung  jener  Hilfsgrössen  beendet,  die  bei  Berechnungen, 
denen  die  Ekliptik  als  Fundamentalebene  zu  Grunde  gelegt  wird,  von  Wichtigkeit 
sind;  es  sollen  aber  noch  einige  Entwicklungen  vorgenommen  werden,  welche  ana- 
loge Hilfsgrössen  für  den  Äquator  ergeben.  Hierbei  kommt  das  sphärische  Drei- 
eck '^Ac  (Figur  I  pag.  125)  in  Betracht.    Bezeichnet  man 

die  Seite :  ^A  mit :  P  =  90°  —  p,        den  Winkel :  ^fcA  mit :  €0'     +  Je, 


cA 

?  » 

Q  =  90°  -  q, 

M 

cYA    „ 

i8o°-eo', 

Yc 

M 

l', 

)J 

YAc    „ 

», 

von  welchen  Bezeichnungen  sich  die  der  beiden  ersten  Seiten  aus  dem  Umstände  er- 
klärt, dass  die  Bogen  P  und  Q  vermöge  der  nahe  parallelen  Fortschiebung  des  Äquators 
auf  der  Ekliptik  nahezu  den  Werth  eines  rechten  Winkels  erhalten,  sonach  die  Bogen 
p  und  q  kleine  Grössen  werden,  so  ist  /  die  lunisolare  Präcession,  deren  Ausdruck 
die  Gleichung  24)  (pag.  189)  ergibt,  Co'die  lunisolare  Schiefe  (vergl.  Gleichung  28) 
pag.  190)  zur  Zeit  der  beliebig  zu  wählenden  Ausgangsepoche  ^  ,  Je  das  Increment 
der  letzteren  in  der  Zeit  (^  —  ^)  =  t.    Bei  A  ist  der  aufsteigende  Knoten  des  be- 

25* 
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weglichen  Äquators  in  Bezug  auf  den  fixen ,   n  ist  die  gegenseitige  Neigung ;   man 
wird  daher  wie  oben  zu  setzen  haben: 


Die  Napi  er 'sehen  Gleichungen  auf  das  oben  erwähnte  sphärische  Dreieck  ange- 
wandt  ergeben:  ..    ^    .  ünj^B 


^    i  I  \        COS  [b'  4-  i  ^b)  .     -  j, 


52) 


Für  die  erstere  Gleichung  ist  wegen  des  im  Nenner  erscheinenden  Factors  tg  ^  T  mit 
Hilfe  der  vorhandenen  (Joefficienten  eine  Entwicklung  nur  bis  auf  Grössen  zweiter 
Ordnung  inclusive  genau  möglich,  während  die  zweite  Gleichung  die  Bestimmung 
bis  auf  Grössen  dritter  Ordnung  inclusive  gestattet ;  für  die  folgenden  Entwicklungen 
wird  diese  Genauigkeit  auch  nöthig  sein.  Denkt  man  sich  in  der  Zeichnung  (Fig.  I, 
pag.  125)  den  Bogen  A'Y'  auf  den  Bogen  AA^  von  A  aus  aufgetragen,  so  wird  der 
Endpunkt  etwa  bei  g  liegen,  es  ist  demnach : 

T^  =  9^. 

Der  Bogen  g^y  spielt  demnach  im  Äquator  eine  ähnliche  Rolle  wie  die 
allgemeine  Präcession  in  der  Ekliptik  und  wird  deshalb  die  allgemeine  Präcession 
im  Äquator  genannt.  Dieser  Bogen,  der  durch  m  bezeichnet  werden  soll,  wird  sich 
leicht  bestimmen  lassen,  denn  es  ist,  wenn  man  bedenkt,  dass  oY^i  die  Präcession 
durch  die  Planeten  a  ist,  offenbar  der  C!onstruction  nach : 

m=Q  —  P— a=p  —  q  —  a.  53) 

Wie  man  sieht ,   werden  bei  der  Bestimmung  von  p  —  q  in  der  That  die  Glieder 

dritter  Ordnung  nöthig.    Den  Winkel  n  wird  man  leicht  mit  Hilfe  der  Relation : 

sin  ie'  -{-  Je)    .     j,  sin  (e  '  -f-  -^e)    .     „  v 

sin  n  Ä=  — -^r-—, — -  sm  F  =    — -^—^ sm  f,        54a 

sin  P  cosp  y         j^  j 

oder  auch  nach: 


tgi«  =  tg(e„'+i^.)^ij^,  54b) 


finden  können.    Entwickelt  man  nun  die  Ausdrücke  52J,  53)  und  54)  nach  steigen- 
den Potenzen  von  t,  so  findet  sich  mit  Rücksicht  auf  31)  (pag.  191): 

p  —  q  ^  co88o'Li't  +  coseo'JL2'r*+  {cose^'i/s' —  ^sinCo'JSj'A'  + 

+  ,>jcosco'sine„'»z,'»}r3, 
n  =^  sinto'Li'r  •+•  sin  €„' Z«j' r*  +  {sin£o'iyj'+  \  cos  e^  Hi'  Li   + 


+  i  mk'  -  i^8ine„'cose„'ii,'3}  ^» 

^  =  90°  +  {^-,-icosVi,V  +  {%ij;f^-icos*„'A>^ 
m  =  {co8€„'Li' —  Ai)  t  -^  {cosfio'Lj' —  Ai')  r*  -f-  {cose^'i/j'  — 
—  isineo'fij'Z-i'-l-  TVcos€o'8in«o''A''—  ^s'}»^'- 


55) 
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Bei  der  numerischen  Rechnung   hat  man  wohl  zu  beachten,  dase  für  f^'  nach  28) 
(pag.  190)  zu  setzen  ist: 

es  wird  daher  anzunehmen  sein: 


cosfio'  =  cos€o  —  sinfioi^i  t^  —  (sin €01^2  +  icosc^iji^)  ^,2 
sin  60'  =  sineo  +  cos^o^i  ^1  +  (cos6oij2  —  isi^^o*?!^)  ^1^ 


rinso'        sine«         sineo    '^  ^  * 


56) 


Die  folgende  Zusammenstellung  enthält  die  Resultate  der  numerischen  Substitution 
in  den  diesbezüglichen  Formeln  gleichzeitig  mit  dem  Hinweis  auf  die  betreffende 
Formel : 

(vergl.  49)  pag.  195)    /  =  {+  5023"572  +  2"2582  ^  +  0^00093  ^,2)1:  + 
-h  {+  i"i29i  +  o"ooo93  ^}i:2  +  ©"00032 T^. 

;vergl.  20)  pag.  188)    6  =  (23"27'3i"83  —  47"594  ^  —  o"oi43  h^  +  o"oo204  tx^}  + 
+  {—  47"594  —  o"o287 1^  +  o"oo6i2  /|2}i:  + 
+  {—  o"oi43  +  o"oo6i2  t^)T^  +  0"00204i:3. 

(vergl.  24)  pag.  189)  F  =  {+  5037"o32  +  o"5007  ^  +  o"ooooi  t^^}T  + 
+  {—  i"o888  ~  o"ooi77 ^,}ir2  —  o"ooi74ir3. 

(vergl.  28)  pag.  190)  e'  =  {23°27'3i"83  —  47"594<i  —  o"oi43  <i2  4.  o"oo204/,3}  + 
+  (+  o"o7 1 3  —  o"oo936  ^}  1^2  —  o"oo786  t\ 

(vergl.  31)  pag.  191)   a  =  {+  i4"673  —  i"9i73^  —  o"ooo8i  ^^j^  4. 

+  {—  2"4l84  —  0"0026l  <,}ir2  —  o"o02I2  T^. 

(vergl.  43)  pag.  I93)  H  =  {i73°o'i2"  +  32Sfot,  +  0^87  t,^}  + 

+  (_  868"3  —  o"26  t^}T  +  o"i  I  T«. 
(vergl.  46)  pag.  194)  7t  =  (-+-  47^95 1  —  o"o650<i  +  o"ooooo/i2|7  -|- 
+  { —  o"o325  +  o"ooooo^}t2  —  o"oooi4t3. 
tgTir  sin  JT  =  {+  5^84 1  —  d'-jtt-^t^  +  0^00009  ^^J^  ^ 
+  (+  o"i964  +  o"ooo69^}i:2  —  o"ooo23ir». 
tgyr  cos/7  =  (—  47"594  —  ©"0287  ^  +  o"oo6i4^,2}t  + 
+  (+  o"o568  —  o"oo3i6^}r2  +  o"ooo54ar3. 
^m  =  {+  46o6"o29  +  2"8393  t^  -+-  o"ooo88<,2}^  4_ 
+  {+  i"4i96  +  o"ooo88  1^)%'^  +  o"o3657  t\ 
«  =  {+  2005"! 93  —  o"8669  <i  —  0^00048  ^^r  4- 

+  {—  o"4334  —  0^00048  ^,}r2  —  0^041 82  r». 
P  =  90°  +  '{—  2303"©  —  l"42  t^]T  —  o"3i  1:2. 


(vergl.  48) 
pag.  194) 


(vergl.  55)  pag.  196) 


57) 


Zu  dieser  Zusammenstellung  wäre  in  Erinnerung  zu  bringen,  dass  t^  die  beliebig 
zu  wählende  Ausgangsepoche  darstellt,  r  die  seit  jener  verflossene  Zeit;  ^  und  r 
virerden  in  Einheiten  des  julianischen  Jahrhundertes  auszudrücken  sein,  und  zwar 
v«rird  i\  von  der  Ausgangsepoche  1850*0  gezählt. 
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ß.  Prftcession. 

Die  säcularcn  Änderungen  der  Fundamentalebenen  und  die  durch  dieselben 
veranlassten  Präcessionserscheinungen  lassen  sieh ,  wie  dies  die  vorstehenden  Ent- 
wicklungen zeigen,  durch  die  Form : 

;>'  =  a^  4-  hf^  +  c^3  -^  •  • 

darstellen,  d.  h.  nach  steigenden  Potenzen  der  Zeit  entwickeln.  Bei  den  Unter- 
suchungen des  vorangehenden  Kapitels  wurde  als  Zeiteinheit  das  julianische  Jahr- 
hundert gewählt,  es  erweist  sich  aber  für  die  Rechnung  der  Präcession  als  vor- 
theilhafter,  das  tropische  Jahr  als  Einheit  einzuführen.  Der  Anfang  des  tropischen 
Jahres  wird  nach  BesseTs  Vorgange  mit  dem  Augenblicke  zusammenfallend  ge- 
dacht, in  welchem  die  mittlere  Länge  der  Sonne  mehr  dem  constanten  Theile  der  Aber- 
ration ( —  2o"48)  den  Werth  280°,  gezählt  vom  zugehörigen  mittleren  Äquinoctium, 
annimmt.  Die  in  den  Ephemeriden  enthaltenen  Reductionsgrössen  ztir  Übertragung 
vom  mittleren  Äquinoctium  des  Jahresanfanges  auf  das  scheinbare  gelten  für  den 
eben  definirten  Jahresanfang  (dies  reductus).  Es  wird  sich  daher  die  Aufgabe 
stellen ,  die  Relation  zwischen  dem  julianiöchen  Jahr  J  und  dem  tropischen  zu  er- 
mitteln. Für  die  mittlere  tropische  Länge  der  Sonne,  die  mit  U  bezeichnet  werden 
soll  und  bis  auf  den  constanten  Theil  der  Aberration  mit  dem  Symbole  ^  +  w'  -|-  ^ 
des  vorangehenden  Abschnittes  identisch  wird,  hat  man  nach  Le-Verrier's 
Sonnen  tafeln  mit  Benützung^  der  oben  (vergl.  Gleichung  10)  pag.  186)  angegebenen 

Präcessionswerthe  anzunehmen:     t 

_'_  t  ...  *        , 

L'  =  28o°46'43"5i  +  i296o27"6784/+  o"oooii072^'^  -}-  o"ooo  oc»  000  izß,    la) 

wofür  in  den  folgenden  Entwicklungen  gesetzt  werden  sOll: 

V  =  a^  +  a^J  +  a%p  +  (hß.  ib) 

In  diesem  Ausdrucke  stellt/  die  seit  der  Epoche  1850  Januar  i«b  mittlere 
Pariser  Zeit  verflossene  Zeit  in  Einheiten  des  julianischen  Jahres  dar.  Um  nun 
diejenigen  Werthe  von  /  zu  finden,  welche  die  Eigenschaft  haben,  L' =  280*^  zu 
machen  und  daher  tauch  die  Zeitmomente  de»  Anfanges  des  tropischen  Jahres  nach 
der  obigen  Definition  anzugeben,  soll  das  folgende  Verfiabren  eingeschlagen  werden. 
Es  sei  Jq  ein  Werth,  welcher  der  Gleichung: 

«o  +  öi-^o -- ^  •  360°  =  280°,  2) 

genügt,  hierbei  soll  x  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl,  die  Null  mit  einge- 
schlossen, darstellen.  J^  würde  nur  dann  dem  Werthe  \o\\  J  streng  entsprechen, 
wenn  die  Änderung  von  U  durchaus  linear  wäre,  thatsächlich  ist  der  Fehler  dieser 
letzteren  Voraussetzung  sehr  gering  und  setzt  man : 

Jo  +  i  =j]  3) 
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so  wird  t  innerhalb  der  in  Betracht  kommenden  Zeiträume  stets  als  eine  sehr  kleine 
Grösse  zu  betrachten  sein.  Die  Substitution  des  Werthes  3)  in  ib)  ergibt  für  die 
Bedingung  des  Jahresanfisinges : 

öo  +  «1  [Jo  +  i)+(h{Jo  +  »P  +  Ors  [Jo  +  %)^  —  x^  360«  =  280«.  4) 

Subtrahirt  man  nun  von  dieser  Gleichung  die  Gleichung  2)  und  setzt  in  beiden 
Fällen  denselben  Werth  von  x  voraus,  was  durch  die  Annahme  über  die  Kleinheit 
von  I  gerechtfertigt  erscheint,-  so  erhält  man  einen  Ausdruck  von  der  Gestalt: 

t  =  i?Ji  +  m2*2  +  mal»,  5) 

in  welchem  zu  setzen  ist: 

^  ""  «1  4-  203/0  4-  lat^Jo^  '         ^  ""  Ol  -h  lag/cf-h  303^0*  '■   I         ^, 

,;•      --   ?3 j 

^  Ol  4-»02/o+  3«3«^o^*  ' 

Denkt  man  sich  nun  1  nach  steigenden  Potenzen  von  J^  entwickelt,  und 
bleibt  bei  der  dritten  Potenz  inclusive  stehen,  so  ist  t\  wie  dies  der  Ausdruck  mx 
in  6)  lehrt,  sofort  zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  Z^»  "^^^  kann  daher  in  5)  schon 
das  zweite  Glied  als  vierter  Ordnung  weglassen  und  erhält  sonach : 

Die  Zeit  T,  zu  welcher  das  Argument  V  den  Werth  280*^  erreicht,  ist  daher  be- 
stimmt durch: 

hierliei  ist  für  die  erste  Potenz  von  J^  der  Werth  nach  2)  (pag.  198)  eingesetzt; 
benützt  man  denselben  zur  Eliminirung  von  J^  und  J^^  und  setzt  abkürzend: 


«1 


>  A)  =  «o  (i  +    «otti  +    ao*a3)  365-25 


129   6000"  .  /  ,  ,  1  \  r 

«1  =  -^^ ,  ^,  =  tti  (i  +  200^2  +  SCfo^aa)  36525 

«2  ~  —  ^  ,  ^2  =  ai'M«2  +  3^0 «3}  365-25 

V2 


«3  =2^^— ^,  Aj,  =  Cf,8a3  .  365-25, 


9) 


so  erhält  man  die  Bestimmung  der  Zeit  T,  zu  welcher  das  Argument  V  der  Null 
gleich  wird,  in  Einheiten  des  mittleren  Sonnentages  gezählt  von  der  Ausgangs- 
epoche 1850  Januar  10  mittlere  Pariser  Zeit  durch: 

T=A^  +  AiX  +  A2X^  4-  4i^"*  H • ,  loa) 

in  diesem  Ausdrucke  stellt  x  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl,  die 
Null  mit  eingeschlossen,  dar ;  x  bezeichnet  auch  die  seit  dem  tropischen  Jahresanfänge 
des  Jahres  1850  verflossenen  tropischen  Jahre  und  wird  in  dieser  Deutung  jeden 
beliebigen  Zahlenwerth  annehmen  dürfen. 


Digitized  by  VnOOQ IC 

A 


t;\tt-?.; 


200     

Die  numerische  Substitution  ergibt: 

r=  —  0790093  4-  365«242i996a:  —  o*ooo  000  031203:2  — 
—  0000  000  000  000  09oar*; 


}    lob) 


für  das  erste  Glied  wird  man^  als  Ausgangspunkt  der  Zählung  den  ersten  Januar 
1850  mittlere  Greenwicher  Zeit  annnebmend,  zu  setzen  haben :  —  0-796586,  hier- 
bei ist  der  Längenunterschied  zwischen  Paris  und  Greenwich  nach  den  neuesten  He- 
stimmungen  9^2 1  ^02  angesetzt  worden ;  wenn  man  dagegen  den  Berliner  Meridian 
(Berlin  44^13*88  Ost  von  Paris)  als  Normalmeridian  wählt,  hätte  man  für  das  erste 
Glied  —  o«759  377  anzunehmen. 

Mit  Hilfe  der  Gleichung  loa)  wird  es  nun  nicht  schwer  sein,  die  in  den 
Präcessionsausdrücken  auftretende  Grösse  t,  welche  als  Einheit  das  julianische  Jahr- 
hundert hat,  durch  das  tropische  Jahr  ar  zu  ersetzen;  man  wird  nämlich,  wenn  man 
das  durch  t  angezeigte  Zeitintervall  in  Tagen  ansetzt,  um  dieser  neuen  Einheit 
(Tag)  entsprechend,  nichts  an  den  Präcessionsausdrücken  zu  ändern,  die  diesbezüg- 
lichen Coefficienten  je  nach  der  Potenz  von  t  mit  36525,  (36525}*  und  (36525)^ 
zu  dividiren  haben;  nun  ist  aber  das  Zeitintervall  in  Tagen  ausgedrückt  durch  loa) 
(pag.  199),  man  hat  sonach  in  den  Präcessionsformeln  zu  setzen: 

In  denjenigen  Ausdrücken  aber,  für  welche  als  beliebige  Ausgangsepoche  die  Zeit  t^ 
gesetzt  wurde  und  in  welchen  die  von  dieser  Epoche  an  gezählte  Zeit  r  =  t^  —  t^ 
eingeführt  wird,  treten  die  beiden  Zeitgrössen  tx  und  t  auf;  setzt  man  nun  in  ana- 
loger Weise  für  die  Ausgangsepoche  x^  und  für  das  Zeitintervall  x^  —  ^  =  ??  so 
wird  man ,  um  die  Übertragung  auf  das  tropische  Jahr  zu  bewerkstelligen ,  in  den 
obigen  Präcessionsausdrücken  57)  (pag.  197)  zu  setzen  haben: 

^^  =  iek  t^°  +  ^t  ^1  +  A^x,^  +  Ä,x,^)  I 

T  =  ^  {^,§  +  2A<t^x,  +  ^2^  +  3-43^^1  +  3^3?^^  +  -^3^}.  I 

Bevor  jedoch  die  Resultate  dieser  Transformation  mitgetheilt  werden,  soll 
noch  die  häufig  benützte  Relation  des  tropischen  Jahresanfanges  gegen  den  Januar  o 
des  zugehörigen  gregorianischen  Jahres  abgeleitet  werden.  Schreibt  man  die  Jahres- 
zahl des  gregorianischen  Jahres  tg  in  der  Form: 

ig  =  Uo  +  q]  100  -f-  (4j  4-  r) , 

wobei  an  r  die  Bedingung  geknüpft  wird ,  dass  dasselbe  nur  die  Zahlenwerthe 
1 ,  2,  3  oder  4  (niemals  Null,  was  in  den  Jahren,  deren  beide  Endziffern  00  sind,  be- 
sonders zu  beachten  ist),  q  aber  nur  die  Werthe  o,  1,  2,  3  annehmen  darf  und 
4^  4-  ^  das  Jahr  im  Säculum  darstellt ,  so  sind  die  zwischen  dem  Januar  o  des 
Jahres  1850  und  dem  Januar  o  des  Jahres  tg  verflossenen  Tage  bestimmt  durch: 

365.25  [tg  —  1850)  —  \r  -h  {14.5  —  lo  —  ii)\  13) 
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das  letzte  in  der  Klammer  eingeschlossene  Glied  ist  für  jedes  Säculum  constant  und 
wird  z.  B.  für  das  gegenwärtige  Jahrhundert  den  Werth  05,  von  1901  ab  den  Werth 
—  0-5  annehmen.  Subtrahirt  man  nun  den  Ausdruck  13)  von  10b),  nachdem  der 
letztere  auf  den  Meridian  von  Greenwich  reducirt  ist,  setzt  x  =  [tg —  1850)  und 
bezeichnet  mit  r  den  Rest  aus  der  Division  der  Jahreszahl  durch  4,  welcher  jedoch 
im  Falle  der  Theilbarkeit  nicht  o  sondern  4  zu  nehmen  ist,  so  erhält  man  den 
tropischen  Jahresanfang: 


\iooo/ 


[{+  0-20341  —  145  +  3^  +  ^}  —  0-00780042:  —  003 
—  0-0009  (  '  1    +  i^]  Januar  mittlere  Green  wicher  Zeit 


14) 


Die  Berechnung  dieses  einfachen  Ausdruckes  kann  umgangen  werden,  indem  man 
von  der  später  zu  erläuternden  Tafel  Xa  Gebrauch  macht ;  dieselbe  gibt  in  der  mit 
I»  überschriebenen  Columne  die  mittlere  Länge  der  Sonne  für  den  Januar  o-o  mitt- 
lere Greenwicher  Zeit,  wenn  jedoch  das  zugehörige  Jahr  ein  Schaltjahr  ist,  für 
Januar  i  «o ;  dieselbe  ist  in  einem  Masse  verstanden ,  dessen  Einheit  ein  Hundert- 
theil  der  Peripherie  ist  und  enthält  nicht  den  constanten  Theil  der  Aberration. 
Mit  Rücksicht  auf  diese  Umstände  wird  demnach  die  Umsetzung  des  Argumentes  I 
in  Tagesbruchtheile  mit  Hilfe  der  folgenden  Tafel  vorgenommen  werden  können 
und  Resultate  liefern,  deren  Fehler  höchstens  wenige  Einheiten  der  dritten  Deci- 
male  des  Tages  betragen  können,  was  eine  für  die  vorliegenden  Zwecke  genügende 
Genauigkeit  ist. 

Januar  mittlere  Greenwicher  Zeit 


p.p. 


Argument.  I 

77-4 
77-5 
77-6 

77-7 
77-8 

77-9 
780 
78.1 
78.2 


gemeines  Jahr 
+  1-386 


+  I'020 
+  0-655 
+  0-290 

—  0075 

—  0-44I 

—  0-806 

—  1-171 

—  1-536 


—  366 
-j6S 
-36s 

-36s 

—  j66 
-J6s 

-J6S 
-365 


Schaltjahr 
+  2-386 


+  2  020 
+  1-655 
+  1-290 
+  0-925 

+  0-559 
+  0-194 

—  0-171 

—  0-536 


—  366 
-36s 
-36s 
-36s 

—  366 
-36s 
-36s 
-36s 


1 
I 

'365 

366 

36-5 

366 

2 

73-0 

73-2 

3 

109-5 

109-8 

4 

146-0 

146-4 

5 

182-5 

183-0 

6 

219-0 

219-6 

7 

255-5 

256-2 

8 

292-0 

292-8 

9 

328-5 

3294 

Es  sei  z.  B.  der  tropische  Jahresanfang  zu  suchen  für 

1616 

Tafel  Xa.  S  77-909 

+  0-559 

o 

—  0-032-8 

Jahresanfang:  Januar  +  0-526 

die  Formel  14)  gibt:    +  0-527 

Oppolser,  Bahnbeftimmnngeik.  I.   2.  Auflage. 


2173 

77-935 

—  0.441 

—  0-I09.5 

—  0-018-2 
Januar  —  05  69 

—  0.569. 
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Ersetzt  man  nun  in  den  Formeln  57)  (pag.  197)  ^  und  r  nach  den  Formeln  12) 
(pag.  200) ,  und  schreibt  dann  statt  x  das  Symbol  t^  —  1850,  statt  §  aber  /j  —  z^? 
so  erhält  man  die  folgenden  Ausdrücke,  in  denen  also  t^ — 1850  die  seit  dem  tro- 
pischen Jahresanfang  1850  verflossenen  tropischen  Jahre  darstellt  und  ^^  daher  die 
gewählte  Ausgangsepoche  bezeichnet ,  während  t^  —  t^  die  seit  letzterer  verflossenen 
tropischen  Jahre  ausdrückt.  Zur  Vermeidung  einer  übrigens  nicht  wahrscheinlichen 
Verwechslung  sei  noch  bemerkt,  dass  das  hier  gebrauchte  f^  mit  jenem  des  voran- 
gehenden Capitels  nicht  identisch  ist. 


l  =  {+  5o"23465  +  o"ooo2  2580  [f^  —  1850)  + 

+  o"oooo  0000  093  [t^ —  1850)2)  (^  —  0  + 
+  {+  o"(X)oi  1290  4-  o'oooo  0000  093  (^o  —  1850)}  (/,  —  y^  + 

-f-  o"oooo  0000  032  [ti  —  <J3  , 
€  =  23«27'3i"83— o"47593(Zo -1850)  — o"oooo  0143  (/y— 1850.2  + 

+  o"oooo  0000  204  [Iq  —  1 850)  3  -f- 
+  { —  o"47593  —  ©"00000287  If^  —  1850)  + 

+  o"oooo  0000  612(^0  —  1850)2}  (/,  —  y  4- 
+  { —  o"oooo  0143  +  o"oooo  0000  612  (/q  —  1850)}  (<,  —  tj'^  + 

+  o"oooo  0000  204  {^1  —  Zj^, 

^  =  {+  5o"36924  +  o"oooo  5006  (/«  —  1850)  + 

+  0"0000  0000  001  (<o  —  1850)2}  (/,   —  ^o)    + 

+  {—  o'oooi  0888  —  o"oooo  0000  177  (t^  —  1850)}  (ti  —  O^  — 

—  o"oooo 0000  1 74  (^j  —  f^)^  j 

e  =  23«27'3i"83—o"47593(/^3— 1850)— o"oooooi43  (^0—1850)2  + 
+  o'oooo 0000  204  [Iq  —  1850)3  + 
+  {-j-  o'oooo  0713  —  o"oooo  0000  936  (<o  —  1850)}  (^  —  ^0)2  — 

—  0"0000  0000  786  (ti  /q)  3  , 

a  =  {+  o"i4673  —  o"oooi  9172  (to  —  1850)  — 

—  o"oooo  0000  081  [to  —  1850)2)  (^,  —  t^)  + 

+  { —  0"0002  4183  0"0000  0000  261  (t^  —  1850)}  (^1  —  /J2  — 


.5) 


0"0000  0000  212  [ti  Iq)^  , 

n  =  173^0'  12"+  32"869  (<o  —  1850)  +  o"oooo87  (t^  —  1850)2  + 
+  {—  8"683  —  o"ooo  026  (t^—  1850))  (<,  -  0  +  o"ooo  01 1  (/,  —  t^)^, 

TT  =  {+  0^47950  0"0000  0650  (Iq 1850)   + 

+  o"oooo  0000  000  (Iq  —  1850)2)  (^  —  t^)  + 
+  { —  o"ooooo325  +  o"oooo  0000 000  (^o  —  1850)}  (/i  —  #0^2  — 

—  o"oooo  0000  014  (^ ^J3  , 

tang7rsin/I=  {+  o"o584i  —  o"oooo  7663  [t^  —  1850)  + 

+  0"0000  0000  009  (t^^ 1850)2)  (^,  —  Q  + 

+  {o"oooo  1964  +  o"oooo  0000  069  (t^  —  1850))  (^1  —  ^o)^  — 

—  0"0000  0000  023  [tx  t^y)  3  , 
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tang/i;cos/r=  { —  o"47593  —  o"ooooo287  [t^  —  1850)  + 

+  o"oooo  0000  614  {t^  —  1850)2}  (<j  —  /J  + 
+  {+  o"oooo  0568  —  o"oooo  0000  316  [t^  —  1850}  (^i  —  y  2  _f. 
+  o"oooo  0000  054  (t^  —  /J3, 
m  =  {+  46"o593i  +  o"ooo2  8391  [t^  —  1850)  + 
+  o"oooo  0000  088  (<o  —  1850)2}  (ty  —  0  + 

+  (+  0"000I  4195  +  0"0000  0000  088  [to  —  1850)}  (<,  —  /j^  2  ^ 

4-  o"ooooooo3  657  (^  —  ^J3^ 
«  =  {+  2o"o5i5o  —  o"oooo  8669  (t^  —  1850)  — 

—  o"oooo  0000  048  (^o  —  1850)2}  [t^  —  t^j  + 
H-  ( —  o"oooo  4334  —  o"oooo  0000  048  f^^,  —  1850)}  (^1  —  <„)2  — 

—  o"ooooooo4  182  {ti   —  t^)^^ 

p  =  90°  +  (—  23^030  —  o'ooo  142  (^o  —  1850)}  (<,  —  g 

—  0^000031  (^i  —  /o)2. 

Durch  die  eben  gegebenen  Werthe  wird  es  möglich  sein,   den  Einfluss  der 
säcularen  Änderungen  der   Fundamentalebenen  auf  die   Bahnlage  und  auf  den  Ort 

der  Gestirne  zu  bestimmen.  Es  sei  in 
Fig.  III  ganz  die  in  Fig.  I  (pag.  125)  ge- 
wählte Bezeichnung  beibehalten  und  der 
neu  hinzugekommene  Bogen  Bff  stelle  ein 
Stück  des  grössten  Kreises  vor,  den  die 
vorgelegte  Bahnebene  im  Durchschnitte 
mit  der  Himmelskugel  bildet.  Bei  Q^  und 
Q,  sind  beziehungsweise  die  aufsteigenden 
Knoten  in  der  zur  Zeit  t^  und  t^  statt- 
findenden Ekliptik;  die  Winkel  E^Q^B 
und  EiQxB  sind  die  zugehörigen  Neigun- 
gen «o  und  tj.  Die  Neigungen  werden 
Fig.  in.  hierbei  nach  der  pag.  7  und  8  auseinander- 

gesetzten Gauss' sehen  Zählweise  zu  nehmen  sein,  und  es  wird  auf  die  sonst 
noch  übliche  sehr  unzweckmässige  Unterscheidung  von  directer  und  retrograder 
Bewegung  keine  Rücksicht  genommen.    Der  Bogen : 

Q^Qj  =  ^0}  =  cü|  —  Wq  , 

stellt  die  Änderung  des  Abstandes  des  Perihels  vom  Knoten  dar,  so  weit  diese  von 
der  Präcession  abhängig  isl.  Bezeichnet  man  die  anologen  Grössen  für  den  Äquator 
durch  Accente ,  so  hat  man  für  die  Ekliptik  und  den  Äquator  beziehungsweise  die 
beiden  sphärischen  Dreiecke:  \ 

QqEQx     und     QjAQi'j 

zu  betrachten;    es  sind  in  denselben  für: 

26* 
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die  Ekliptik: 
Seiten  Winkel 


den  Äquator: 
Seiten  Winkel 


Q^  +  i8o°  —  n 
Q,  +  i8o°—  n—i 


180«—  *, 

7t 


P-Q„' 
P—Qy+m 


180°-»;' 


Die  Napier  sehen  Gleichungen,    auf  das  erstere   sphärische   Dreieck  angewendet^ 
führen  zu  den.  folgenden  Relationen  : 


tg|{Qi  —  n  —  l  +  Jo})  = 
tg|{Q,  —  IT—  l—  Jw)  == 


tgi(«!  —0  = 
während  das  letztere  sphärische  Dreieck  die  Gleichungen: 


cosi(Qo  +  Qi  — 2/7— /) 
co8i(Qo— Qi  +1) 


tg^TT, 


16) 


t^^{ü,'-P-m+Jco')  =       S^liK±< 


tg^(Qj'— P  —  m—Jo)']  = 

/      tgi(tV- 


«^     == 


fr^^tgA(Qo'— P) 

8mi(to' — n)    oäv    o  / 


tgi«, 


17) 


cosi(Qo'—  Qi'+m) 

liefert.  Vergleicht  man  diese  sechs  Gleichungen,  so  sieht  man,  dass  die  für  die 
Ekliptik  geltenden  Formen  mit  den  für  den  Äquator  sich  ergebenden  identisch  sind ; 
man  kann  sich  deshalb  bei  der  weiteren  Entwicklung  nur  auf  die  Betrachtung  der 
einen  Fundamentalebene  beschränken,  da  man  sofort  die  für  die  Ekliptik  gefundenen 
Ausdrücke  durch  geeignete  Änderung  der  Buchstaben  auf  den  Äquator  übertragen 
kann;    man  wird  nämlich  bei  dieser  Transformation  zu  setzen  haben: 


statt  Qt 


Q« 


statt  Jio 

:  J(a' 

„     n 

:  P 

n 

:  n 

,,         l 

:  m. 

18) 


Auch  ohne  Ansicht   der  Formeln  ist   dieses  Wechselverhältnis   ersichtlich,   da   die 
hier  gegenübergestellten  Bezeichnungen  Analoga  sind. 

Die  dritte  Gleichung  in  16)  (pag.  204)  gibt  sofort  die  in  der  Neigung  durch 
die  Präcession  bewirkten  Änderungen,  ist  also  zur  genauen  Berechnung  derselben 
geeignet;  dieser  Vortheil  kommt  aber  den  beiden  ersteren  Gleichungen  in  16)  nicht 
zu;  es  wird  daher  wünschenswerth  sein,  durch  Anwendung  geeigneter  Reihenent- 
wicklungen bequemere  Formen  herzustellen.  Zu  diesem  Ende  wird  man  die  oben 
entwickelten  Lagrange'schen  Reihen  (Gleichungen  4),  5)  und  10)  (pag.  29,  30))  in 
Verwendung  ziehen,  bei  der  Transformation  der 


ersten  Gleichung  16): 

y  =  i(Qo-JI) 
cos  i  f/o  4-  n] 


zweiten  Gleichung  16): 
X  =  \[Qx  —  n  —  l — Jo)] 

y  =  \[u^-n) 

8in  \  (<;  4-  7t) 


cos  Klo—   71] 


n  = 


m 


=  -^^1=  —  tgi^otgl'^ 


m  =  cotg|fotgi^? 
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19) 


20a) 


l  20b) 


zu  setzen  haben,  und  erhalten: 

i(öi  — Oo)  +^^0,  =  ^l+T    \ 

wobei  der  Kürze  halber  geschrieben  ist: 

T=  — {tg^  i„tg^  7t}  sin  {a„-n)  +  i  {tg{i„tg{7ty  sin  2{Q^-n)  — 

-  i{tgi''otgi^psin3(Q„- JI)+. 

(7  =  4-  {cotgi;otgl7c}sin(Q„— JT)  +  |{cotg|t„tg^;r}28in2(Q„— H)  + 

+  i{cotgi»;tg|7r)39in3(Q„— il) +■ 
Es  ist  sonach : 

Qi  =  Qo  +  l+T+C 

«1  =  o)o+T—C  l    2ia) 

tgtl»i  — «o)- co8i(r+c) ^S^'^- 

Begnügt  man  sich,  was  wohl  für  die  überwiegende  Anzahl  der  Fälle  ausreicht, 
mit  den  Gliedern  zweiter  Ordnung,  so  wird  man  bei  der  Rechnung,  wenn  Alles 
in  Bogensekunden  erhalten  werden  soll,  statt  20a)  verwenden  dürfen: 

T=_|nrtgi»„8in(Qo— JT)  +  ^  7riarci"tgit;J8in2(Qo  —  il) 
C  =       47rcotgi»o8in(Qo— JT)  -f-  i7riarci"cotgi«o*8in2(Qo— JI) 
und  weiter  haben: 

ö,  =  Q„  +  /  +  r  4.  c 

w,  =w„  4-  r—  C  i    2ib) 

t,  =  »;  _nrco8{Qo— n4-i{r+c)}, 

doch  sind  die  dadurch  bewirkten  Vereinfachungen  nicht  sehr  wesentlich,  weshalb 
von  denselben  in  der  Folge  kein  Gebrauch  gemacht  werden  wird. 

Schliesslich  kann  darauf  aufmerksam  gemacht  werden,  dass  als  Element  ge- 
wöhnlich die  Länge  des  Perihels,  welches  hier,  um  Verwechslungen  vorzubeugen, 
mit  [tt]  bezeichnet  werden  soll,  und  nicht  der  Abstand  des  Perihels  vom  Knoten  w 

angesetzt  wird ;    da  aber  : 

[71]  =  lü  -{-  Q, 
ist,  so  wird  sofort : 

M,  =  [;r]o+?+2r.  22) 

Um  die  analogen  Ausdrücke  für  den  Äquator  zu  erhalten,  hat  man  nur  die  oben 
(Gl.  18)  pag.  204)  angegebene  Abänderung  der  gebrauchten  Buchstaben  einzufuhren, 
doch  wird  es  zweckmässig  sein,  statt  P  den  Werth  90°  —  p  einzusetzen ;  man  findet 
dann: 

T'   =  +{tgl«otg4w}cos(Q„'4-i»)-i{tgi»o'tgi«p8in2(nö'  +  />)- 

-  I  (tg 4 «o' tg i  »P  cos  3(Qo' + /»i  +  ■ 
C'   =  —  (cotgK'tg4»}cos(a„'4-/>)— Hcotgl»Vtgi«P8in2{Qo'+/»)  + 

4-  i{cotgi»Vtgi»}'co83(Q„'4-/>)  4--"  !■  23) 
Wi=        M„'4-m  +  2r 
Q/  =        .Q„'  +m+  T'+C 

tgi(*i  — »o) eoaiir+C)  ^^^"• 
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Die  vorstehenden  Formeln  geben  in  Verbindung  mit  den  in  15)  (pag.  202 
und  203)  aufgeführten  numerischen  Werthen  die  Möglichkeit  an  die  Hand,  die  durch 
die  Präcession  bewirkten  Änderungen  in  den  Bahnelementen  zu  bestimmen.  Es  er- 
scheint zweckmässig,  alles  Zusammengehörige  übersichtlich  neben  einander  zu  stellen, 
weshalb  hier  zwei  Zusammenstellungen,  die  eine  für  die  Ekliptik,  die  andere  für  den 
Äquator  geltend,  gegeben  werden.  Die  Zeit  t^  entspricht  der  angenommenen  Aus- 
gangsepoche, für  welche  die  Elemente  vorgelegt  sind,  ti  ist  die  Epoche,  auf  welche 
das  Elementensystem  übertragen  werden  soll,  t^  und  ^1  sind  in  tropischen  Jahren  und 

deren  Bruchtheilen  anzusetzen. 

Ekliptik : 

n  =        ijf  o  12"  +  32"869  [t^  —  1850)  +  o"ooo  087  {t^  —  1850)2  + 

+  {—  8"683  —  o"ooo  026  (^o  —  1850)}  (^  —  g  +  o"ooo  01 1  (^  —  <o)S 
7t  =        {-h  o"4795o  —  o"oooo  0650  [Iq — 1 850)  -+- 

^- o"oooo  0000  000  (^0—18 50)2)  (^ — t^  4- 

+  { —  0"0000  0325  +  0"0000  0000  000  (<o  —  1850))  [ti  —  <o)2  — 

—  o"oooo  0000  014  [ti Q^  , 

l   =        {+  5o"23465  +  o"ooo2  2580(^0—1850)  + 

-f-  o"oooo  0000  093  (Iq — 1 850)2} (^1  —  ^o)  -f- 

+  {+  o"oooi  1290  +  o'booo  oooö  093  ((q —  1850))  [t^  —  0^+  ^  ^"*' 

+  o"oooo  0000  032  (^  —  <o)  ^ , 

T  =  —  tgj«;tg|7r         ,         y  =  cotg^i^tg^TC 

T  =  -^,9m(Q^—n)  +  -^8in2(Qo— JT)  -f  -^,sin3(Öo— JI)-f- • 
arc  i'  ^    ^  '         arc  2"  ^    °  '  arc  3'         -» v    o  '   • 

^  =  ^'^^''^^o-n)  +  :^,sm2(ü,-Tl)+  --J^8in3(Öo-i7)+' 

öl  =  Qo  +  t+T+C 
Mi=  [n],  +  l+2T 
t^XlL  _  n  =  -  5-«^^?9JziL■tifZ±^  tirATT. 

^iih     *oJ  —  co8i(r+C)         ^* 

Äquator : 

P    =  {+  23^030  +  o"oooi42  (^o—  '850)}  [h  —  Q  +  o"oooo3i (<,  —  y^ 
n    =  {-f-  20' 05 150  —  o"oooo  8669(^0 — 1850)  — 

—  o"oooo  0000  048  [t^ —  1 85o)2}(^,  —  Q  4- 
+  ( —  o'oooo  4334  —  o"oooo  0000  048  (/„ —  1850)}  (^1  —  /J2 — 

—  o"oooo  0004  1 82  (^i  —  y  3  , 
m    =  {+  46^0593 1  -t-  o"ooo2  8391  [t^—  1850)  + 

+  0"0000  0000  088(^0—  1850)  2}  (<,  —  y   + 
-t-  {+  O'OOOI  4195  4-  o'oooo  0000088  (^o —  1850)}  (<,  -—  /o)^  + 

-t-  o"oooo  0003  657  [ti /J^ 

^'    =  tglio'tg^w         ,         /=  cotglf^'tgl^n, 

^'  =  ;:^'^«s(^o'+;>)-^,8in2(ß;+ 

^'    =-^'C««(^o'+i>)-;^,sin2(Q;4-p)  +^,cos3(Qo'+i^)+  ••• 
Q/=   Q^^+m  +  r+C, 

tgil^i  — «o)  — cosKr-f-C) *Si«- 


M5) 
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Um  die  für  die  Ekliptik  geltenden,  vorstehenden  Formeln  durch  ein  Beispiel 
zu  erläutern,  werde  ich  die  Elemente  des  Kometen  III  1862,  welche  pag.  9  mit- 
getheilt  worden  sind  und  für  das  mittlere  Äquinoctium  1862  gelten,  auf  das  mitt- 
lere Äquinoctium  2012*0  übertragen;  es  ist  also  <„  =  1862,  ti  =2012.  Weiter  ist 
anzunehmen : 

^o  =  137'' 27'  io"o2  [/r]o  =  290°  1/  47"84 

«0=  "3  34   12-24  ^o  =  152  45  37-82. 

Die  Rechnimg  gestaltet  sich  nach  den  Formeln  24)  wie  folgt: 

n=  i73«o'i2"+6'34"4  — 2i'42"2  =  172*^45' 4^2 

TT  =  +  7i"9i3  —  o"o73  =  +  7i"840 

l  =  +  2«  5'  35"6o4  +  2"54i  +  o"ooi  =  +  2^5'  38"i46 


ii 

56°47'6"i 

T 

6„424  832 

tgiio 

0-183     921 

sin  (Q„ —  n):  arc  i"  5„o76  229 

tg^TT 

6-240     911 

y 

6-056  990 

(öo- 

-ü) 

324^42'  5"8 

z:2 

2-849  66 

2(a„- 

-m 

289    24  12 

8in2(a„—  11):  arc  2"  4„988  01 

3(ßo- 

-n) 

254     6 

y2 

2-113  98 

sin  (a„- 

-n] 

9^761   804 

T» 

91.274  5 

sin2(Q„- 

-n) 

9n974  61 

sin  3  (Qq  —  JI) :  arc 

3"  4„820  4 

sin3(n„- 

-II) 

+  3 

9»i983   1 
ii"70o 

y3 

8-171  0 

T, 

2T 

+  i'  3"386 

Ti 

— 

0007 

[jT]t  —  [.t]„ 

+  2°6'4i"53 

T, 

0 

Cx 

—  I 

3"59o 

{(T+C) 

+  9"i 

C2 

— 

o-ooi                 Q„ 

-n  +  {(T+c) 

324°42'  i4"9 

<?3 

0      C08{Q„- 

-n  +  i-(T+c)) 

9n9"   785 

T 

+  3 

;i"693 

aec\  [T+C) 

0-000  000 

C 

—  1 

'3-59' 

tgl(»i  — i) 

6„i52  696 

T  +  C 

+  1 

l8-102 

\iH-io) 

—  29"3i7 

Q,-Q„ 

+  i 

!°5'56"25 

«1  —  io 

-  58-63. 

Es  sind  demnach  die  auf  die  mittlere  Ekliptik  201 20  übertragenen  Elemente: 

öl  =  I39''33'    6"27  [/r],  =  292°i9'29"37 

^  =  113  33  13-61  wi  =  152  46  23-10. 

Als  Beispiel  für  die  XJbertragung  äquatorealer  Elemente  nehme  ich  denselben 
Kometen  vor  und  benütze  die  auf  pag.  10  mitgetheilten  Zahlen,  die  sich  auf  den 
mittlem  Äquator  1862-0  beziehen:    dieselben  sind: 

Qo'  =  i4i"28'  49"2i  M,'  =  309«55'  59^76 

»V  =     95  37  32.22  wj  =  168  27   10-55; 
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T 

7-905. 

317 

cos(Q„'+p): 

arci" 

5n2l3 

544 

—  y 

7«8i9 

897 

—  t'i 

5„8io 

63 

sm2(Qc 

I-VpY- 

arc2" 

4„998  58 

_/. 

5n639 

79 

_t'j 

3»7i5 

9 

cos3(Qo'+/>): 

arc  3" 

4-423 

5 

/» 

3-459 

7 
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sollen  diese  Elemente  auf  den  mittlem  Äquator  des  Jahres  2012*0  übertragen  werden, 
so  gestaltet  sich  die  Rechnung  wie  folgt: 

/>  =  +  3454"8  -h  o"7  =  +  57'  35"5 

w  =  +  3007"569      —  o"975  —  o"i4i  =  +  50'  6"453 
^  =  +  1^55' 9>8  +  3"i94  +  o"i23  =  +  i«55'  i2"725, 

\i^     47^48' 46''i 

tgj««        0.042  710 

tg|w        7-862  607 

1^0'+ />)    142^26' 24"7 

2(^„'+P)     284    52    49 
3(^0'+/^)       67     19 

cos(Öo'+P)     9n899  H9 
sin2{Öo'+i»)     9n985   ^9 
cos3(Qo'+jo)     9-586  2 

r/    -i3i4"8o3  iT  -o«43'36"744     ^ 

T4          +6-445  M/-[/ry  +  i    11   35-98 
T3'          —0.014 

6V    +io8o"o42  1(2"+ C")  —1   52-0 

^2'+        4-349  Qo'+/>+4(y'+C")  14224327 

C3'    +       0-008  — sin{Q^'+p+t(r+C))  9^785  344 

T'  —21' 48^372  sec^(r'+C")  o-ooo  000 

C'+i8     4.399  tg|(i/— O  7n647  951 

r  +  C"     —3  43-973  4(»i-0  — o«i5'i7"oo9 

ß/— ^0+  i^5i'28"75  t,'—  ty  —  o  30  34.02. 

Die  auf  den  mittlem  Äquator  2012-0  übertragenen  Elemente  sind  demnach: 

Q/  =  143^20'  i7"96  M/  =  311°   i  35"74 

»V  =     95     6  5820  w,'  =  167  47   17-78. 

Man  kann  sich  durch  Benützung  der  Formeln  2)  (pag.  9)  leicht  überzeugen,  dass 
die  obigen,  auf  201 20  bezogenen  ekliptikalen  Elemente  bei  Benützung  des  Wer- 
thes  fi  =  23^26'  i4"70  auf  die  eben  ermittelten  äquatorealen  Elemente  führen. 

Hat  man  eine  genäherte  Kenntnis  der  durch  die  Präcession  bewirkten  jähr- 
lichen Änderungen  der   Elemente  Q,   t  oder  Q',   t',    welche  beziehungsweise  durch 

■^1  j7»  -%  ^  TT  bezeichnet  werden  sollen,  so  wird  man^  falls  man  sich  auf  die 
dt      dl      dt   '   dt 

Glieder  zweiter  Ordnung  inclusive  beschränken  will,  viel  einfacher  rechnen.  Man 
kann  sich  nämlich  die  vorgelegten  Fxmctionen  nach  Potenzen  der  Zeit  entwickelt 
denken,  so  dass  dieselben  die  allgemeine  Form  haben: 
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Reimet  man  nun  die  Zeit  t  von  einer  Epoche,  die  in  der  Mitte  zwischen  t^  und  ^ 
liegt ,   und  bezeichnet  ^  (ti  —  /J  mit  t ,   so  wird  man  für  die  Epochen  t^  und  ^  die 


Werthe: 


f  -  F^t^J^^^^^ 


f,  =  F+t^  +  ^^^ 

haben,  deren  Subtraction,  wenn  man  die  Glieder  dritter  Ordnung  fortlässt,  ergibt: 

f\  —  ^o  =  (^  —  ^o)  ^  • 

Der  Differentialquotient  ^  wird  sich  für  jedes  der  Elemente  mit  Hilfe  der  obigen 
Formeln  leicht  berechnen  lassen,  wenn  die  für  die  Mitte  der  Zeit  geltenden  Ele- 
mente genähert  bekannt  sind;  bezeichnet  man  die  letzteren  beziehungsweise  durch 
Qf»  >   *m  >   ^ffi  "^^^  S»'»    8ö  erhält  man : 


1850 
1850 


to) 


2t) 


EkUptik: 

n    =    1730  o'  12"+  32"869  [^^  —  1850] 

n    =  {  +  o"4795o  —  o"oooo  0650  *  ^  "^  ^** 

/    =  I  +  5o"23465  +  o"ooo2  2580 
^1  =    ^o  +  '  +  cotg  V»  n  Bin  (Q^  —  JI) 
Mi=  Wo  +  '  — tgit^7rsin(Q^— n) 
%x  =    to  — 7rcos(Q^— JI). 

Äquator : 
m    =  I  +  46''o593i  +  o"ooo2  8391 

n    =  I  4-  2o"o5i5o  —  0^0000  8669 

^\   =  öo'+  ^  —  cotg  t\  »  cos  Q'^ 

Wi'=  Mo'+  »»  +  tg^t"^  w  cos  Q',^ 

h'  =  io  —  ^  sin  Ö'^. 
Zur  Erläuterung  der  eben  angeführten  Näherungsformeln  soll  nach  denselben 
die  früher  bis  auf  Grössen  dritter  Ordnung  inclusive  ausgeführte  Übertragung  der 
Elemente  des  Kometen  III  1862  vom  Äquinoctium  1862-0  auf  20120  vorgenommen 
werden.  Es  seien  die  genähert  bekannten  jährlichen  Änderungen  des  Knotens  und 
der  Neigung  beziehungsweise  +  50^375  und  —  0^391,  demnach  für  die  Ekliptik: 


2 

1850 

2 

1850 

)(<t-<o) 


27) 


"f-  .850  = 

87        Q« 

,  = 

138 

°3o'    8"i 

«m=  "3°33'42"9 

tt-to         = 

150       JI 

= 

173 

47  5» -6 

TT  =       +       7i"840 

/  = 

+  . 

J°5' 

38"i44 

Bm(Q„—n) 

9n76i   77» 

Jüi 

+              l8"l02 

n 

1-856  366 

ßi-Qo 

+  2°5'56"25 

co8(Q„-n) 

9-91 1   788 

J[7t\ 

+      I'    3"386, 

'     h  — »0 

-     58"63 

[?r],  -  [ttJo 

+  2°6'  4i"53 

«>tg»m 

9n639  584 

Ol 

139°  33'  6"27 

/r8m(Q^— JI) 

i„6i8  137 

»1 

113  33  13-61 

-tgi«m 

o«i83  854 

r^.3 

292  1929.37. 

i«r,  BahnbettinuiuiBfeB 

I.   2.  kxUt». 

27 

; 
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Die  Übereinstimmung  mit  den  Resultaten  der  Rechnung  nach  den  strengen  Formeh 
ist  innerhalb  der  gesetzten  Genauigkeitsgrenzen  vollständig. 

Die  Übertragung  der  äquatorealen  Elemente  stellt  sich  wie  folgt. 


dQ',:dt  = 

+  44"59i 

rf»'  :  dt   =    —   I2"227 

Q'm  = 

142°24'33"5 

t\  =   93°22'  I5"2 

n  = 

+  30o6"594 

m  ==  +  i°55'i2"6o2 

cosQ'^ 

9„898  939 

^Öi'         -3'43"98 

n 

3-478  075 

«1'—  C'o   4-  i°5i'28"62 

—  sin  Q  \„ 

9«785  342 

^[^c]^       -43'36"89 

h'-iö 

—  30'  34"o7 

W.'-[<'  +.°.i'35"7i 

—  cotg»'„ 

8-973  199 

a,'     i43°2o'i7"83 

»cosQ'm 

3»377  014 

»,'        95     6  58.15 

tgl«'«, 

0040  771 

<     3«i     7  35-47 

In  diesem  Beispiele  treten  bereits  die  Glieder  dritter  Ordnung  etwas  merklich  her- 
vor, so  dass  diese  Näherungsresultate  in  den  Bruchtheilen  der  Bogensekunde  von 
den  strengen  Werthen  abweichen. 

Es  kann  wohl  noch  erwünscht  sein,  die  in  den  Elementen  durch  die  Prä- 
cession  bewirkten  Änderungen  nach  Potenzen  der  Zeit  unmittelbar  entwickelt  zu 
erhalten ;  die  hierfür  nöthigen  Formeln  werden  sich  ergeben,  wenn  man  die  in  24) 
und  25)  (pag.  206)  aufgestellten  Ausdrücke  nach  Potenzen  der  Zeit  auflöst.  Setzt 
man  zunächst: 

/  =  i,(t,  —  g  +  i^[t,  -  ^2+  i^i^t,  —  ^3 
n  =  n^+s,  [t,  -  g  +  s^[u  -  q\ 

in  welchen  Ai:sdrücken  die  eingeführten  Coefficienten  im  Allgemeinen  selbst  noch 
Functionen  von  (/^ —  1850)  sein  werden  und  bezeichnet  der  XJbersichtlichkeit  halber: 


1^0  =  h 

Bi    =  —82       ,  C2=   82Sy  +  8xS2  , 

J?2    = *l*Si,      C3  =   — i«iÄ2, 

SO  wird  man  ohne  erhebliche  Schwierigkeit  finden  für  die 


/>2=i*l' 


Ekliptik : 

n^  =   173^0'  12"+  32"869  U^—  1850)  +  o"ooo  087  (t^—  1850)2 

Aq=  +  5o"23465  +  o"ooo2  2580(^0 —  1850)  +  o"oooo  0000 093 (^^ —  1850)2 

^1  =  +  o"47Q5o  —  o"oooo  0650  (Iq —  1850)  +  o"oooo  0000  000(^0 —  1850)2 

J5o  =  +  o"oooi  1290  +  o"oooo  0000  093  (/q —  1850) 

^1  =  +  o"oooo  0325  —  o"oooo  0000  000  (/q  —  1850) 

J?2  =  +  o"oooo  2019  —  o"oooo  0000  021  (Iq —  1850) 

^3  =  +  o"oooo  0028  —  o"oooo  0000  001  {Iq —  1850) 
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<7o  =  +  o''oooo  oooo  032 
d  =  +  o"oooo  0000  056 
Cj  =  +  o"oooo  0000  016 
C3  =  +  o"oooo  0000  000 


C4  =  +  o"oooo  0000  002 

Cs  =  +  o''oooo  0000  000 

Dl  =  -\-  o"oooo  0000  056 

Z)j  =s  4-  o"oooo  0000  000 ; 


+  Ci  —  OH-Bo  —  -Bi  cotg.>in(Q„— J7J  +  Äjcotgt„cos(Q„— JI„)  + 

+  .<i  —  QHCo—c,  cotgi„sm{a„—n„)—CiCotgi,co8{ci^—n„)- 


■   28) 


+  C, 


C08  2(a„—  JIo)   + 


>],  =  [/r]„  +  {ti  —  g  {^„  -  Ai  tg^  »;8in(Qo—  OJ)  + 

+  (<i  —  <o)H-ßo4-  -Bj  tg4»„sin(Qo— JTJ— 5Jtgi»„co8(Qo-^o)  + 
+  53tgi»„«8in2(Qo— n„)}  + 
+  (<.  —  <o}»{Co+  C-i  tgito8m(Qo— no)+C2tgi»oC08(Oo— Ho)  — 
—  C3tgi.o28in2(Qo— 7TJ  + 
-I-  C4  tgi.;»co8 2(Q„— 7TJ  —  C5  tg  J  t:„38m 3(Qo— Wo)). 
*i  =  «o  +  (<i  —  <o){—  ^1  cos  (Q„ -  7TJ}  + 

+  (<i  -  OM^i  co8(Qo-  n„)  +  5,8m(Qo  -  Ho)  + 

+  5,2COtg»„8ill(0o— JTJ2}  + 
+  (<i  —  'o)»{Aco8(Q„—  Ho)  —  Cisin  (Q„  —  HJ  — 

—  C7j2Cotgto8m(Qo  — JTo)'  + 
+  CiCOtgi„Bm2{Q„—n„)  + 
+  ^^  'tinT""'  '=««  (^o-  n„)  Sin  (a„-  JI„)l}. 

Für  den  Äquator  wird  man  ganz  analoge  Ausdrücke  erhalten ,  wenn  man  von  der 
schon  mehrfach  benützten  Buchstaben  Versetzung  (vergl.  18)  pag.  204)  Gebrauch  macht; 
dieselben  sind: 

Äquator : 

Aq'  =  4-  46"o593i  +  o"ooo2  8391  (t^ —  1850)  +  o"oooo 0000 088(^0 —  1850)^ 
Ai'  =   +  2o"o5i50  —  o"oooo  8669 (<o — 1850)  —  o"oooo cxxx) 048 (^o — 1850)^ 
Bq'  =  +  o"oooi  4195  +  o"oooo  0000  088  (/q —  1850) 
Bi'  .=  +  o"oooo  4334  +  o"oooo  0000  048(^0 —  1850) 

B%    =  +  0"0022  3880  +  0"0000  0000  412  (<o —  1850) 

^'  =  +  o"ooo4  8731  —  o"oooo  0000  421  (<o —  1850) 
Cq  =   +  o"oooo  0003  657   ,    C4'  =  -f-  o"oocK>  0010  882 
C/  =  +  o"oooo  0015  loi   ,    C5'  =  -|-  o"oooo  0001  579 
Cj'  =  4-  0^0000  0000  183   ,    Dl'  =  +  o"oooo  0016  680 
C3'  ==  +  o"oooo  0000  211   ,   D2  =   +  o"oooo  0003  158; 

27» 
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Ql'  =    «o'+  Ih  —  Q    Mo'—  ^,'c0tg.;'C08Q„')  + 

+  (<,  —  gH-»o'+  5,'cotgt„'co8Qo'+  Ä,'cotg»o'8mQo'  — 


-5,' 


l4-C0»»„'ä      .  r^    M       1 


29 


+  (<.  —  0H^o'+  et'cotgt„'coBQo'—  Cb'cotg»o'8mQo'  + 

Ml'  =  Wo'+  (^1  -  O  {A'+-4/tgif;cosQo'}  + 

+  .^1—  OM^o  — A'tgiCcosQo'—  fii'tgiCsinÖo'  — 

—  J'3'tgito'^8in2Qo'}  + 
+  ;^i— gMCo-Q'tgltVco8Qo'+  C2'tgitV8inQ„'4- 

+  C'3'tg^i;'28m2Qo'— C4'tgito'2cos2Qo'  — 

—  Q'tg|t^'3cos3Qo'}, 
h'=  »o'+  (^1  —  0  {— ^i'sinQ^'}  + 

+  (^,—  g2(B/8inQ^'_  jj^'co8Qo'+ A'2COtgfo'c08Qo'^}  + 
+  [h  —  0HA'8inQo+  C/cosQo'—  C^a' 2COtgfo'co8Öo'^— 
-  C;cotg»o'8in2Qo'+  A'  ^^t^i^8inQ,'co8Ö«'^}. 

Wendet  man  diese  Formeln  auf  die  Elemente  des  Kometen  III.  1862  an,  für  wel- 
che die  auf  pag.  207  und  208  durchgeführten  Beispiele  gelten,  so  findet  man: 

Qi  «SS  137**  27'  io"o2  +  5o"3593  {^1  — 1862)  +  o"oooi  046  (f|  —  1862)24-  o"oooo  0000  03  [ti  —  i86i)' 
[n]i  =  290®  12'  47"84  4-  5o"6642(fi  — 1862)  -f-  o"oooo  844  {(i  —  1862)2—  o"oooo  0000  00(^1  —  1862)» 
1 1  =  1 1 3°  34'  1 2"24  —  ©"3895  {ti  —  1 862)  —  o"oooo  092  (<i  —  1862,2  +  o"oooo  0000  06  {ti  —  1 862)» 
Qi'=  141«»  28'49"2i  4-  44^5175  {t\  — 1862)  4-  o"ooo4  920  {ti  w-  1862)2  4-  o"oooo  0001  93  {ix  —  1862)* 
[;r]j'=  309®  SS' 59^76  4-  28^7 54»  (^  —  1862)  —  o"ooo7  8io(^  —  1862)2  4- o"oooo  0012  68(<i  —  1862)» 
1 1'=     95°  37'  3i"22  —  I2"487i  [ix  — 1862)  4-  o"ooi7  199(^1  —  1862)*  4-  o"oooo  0010  46(/i  —  i862;>9. 

Die  oben  entwickelten  Transformationen  der  beiden  ersten  Gleichungen  in 
16)  und  17)  (pag.  204)  können  in  jenen  Fällen  misslich  werden,  wo  f ,  beziehungs- 
weise «',  sehr  nahe  an  o^  oder  180®  ist,  da  dann  eines  der  Producte  tg^f  tg^Tt  oder 
cotg  \i  ig^Tt  oder  der  analogen  für  den  Äquator  geltenden  der  Forderung  der 
Kleinheit  nicht  genügt.  Man  kann  in  solchen  Fällen  sich  der  strengen  Formeln  16) 
und  17)  (pag.  204)  bedienen  oder  die  Elemente  auf  die  andere  Fundamentalebene 
übertragen,  welche  diesem  Nachtheile  nicht  unterworfen  sein  wird,  £ur  die  letztere 
die  durch  die  Prilcession  bewirkten  Änderungen  ermitteln  und  nach  Anbringung 
derselben  wieder  auf  die  ursprüngliche  Furidamentalebene  zurückkehren ;  doch  wird 
man  kaum  jemals  nöthig  haben,  von  dieser  Abänderung  'Gebrauch  zu  machen,  weil 
man  mit  Berücksichtigung  der  Glieder  dritter  Ordnung  selbst  für  entfernte  Epochen 
und  bei  ungünstigen  Verhältnissen  eine  grosse  Genauigkeit  erreicht  und  allenfidls  mit 
Fractionirung  des  Zeitinterralles  sich  behelfen  kann.  Schliesslich  wäre  noch  zu  be- 
merken, dass  man,  wenn  eine  Übertragung  der  Elemente  auf  sehr  entfernte  Epo- 
chen (über  tausend  Jahre)  auszuführen  ist,  im  Allgemeinen  genauere  Resultate  durch 
die  für  die  Ekliptik  geltenden  Formeln  erreichen  wird,    da  in  diesen  die  Glieder 
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höherer'^Ordnung  aus  leicht  begreiflichen  Gründen  weniger  merkbar  sind,  als  in  jenen, 
die  für  den  Äquator  Anwendung  finden. 

Um  den  Einfluss  d^r  Präcession  auf  den  Ort  eines  Himmelskörpers  zu  be- 
stimmen, wird  es  sich  empfehlen,  zunächst  die  strengen  Formeln  zu  entwickeln  und 
dann  aus  denselben  die  Näherungsausdrücke,  mit  denen  man  in  den  meisten  Fällen 
ausreicht,  abzuleiten.  Die  strengen  Formeln  wird  man  in  der  Regel  anwenden  müssen, 
sobald  der  Übergang  auf  sehr  entfernte  Aquinoctien  ausgefiihrt  werden  soll,  doch 
wird  deren  Benützung  in  jenen  Fällen,  wo  der  Ort  nahe  dem  Pole  liegt,  selbst  bei 
massigen  Zwischenzeiten  noth wendig  werden.  Vorerst  sollen  dieselben  für  die  Än- 
derungen der  ekliptikalen  Coordinaten  entwickelt  werden ;  eine  einfache  Buchstaben- 
vertauschung ,  nach  i8)  (pag.  204)  durchgeführt,  wird  sofort  ohne  Mühe  die  für  den 
Äquator  geltenden  Ausdrücke  finden  lassen. 

Legt  man  ein  Coordinatensystem  so,  dass  seine  XY- Ebene  mit  der  mittleren 
Ekliptik  der  Epoche  t^  zusammenfällt  und  seine  positive  X-Achse  durch  einen  Punkt 
geht,  dessen  Länge  gleich  11  ist,  so  werden  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines 
auf  der  mit  der  Einheit  als  Badius  beschrieben  gedachten  Himmelskugel  gelegenen 
Punktes,  für  welchen  die  Länge  X^  und  die  Breite  ß^y  gilt,  bestimmt  sein  durch: 


Xq  =  cos  ß^  cos  [Xq  —  n) 
y^  =   cos/?o8inao— il) 


30) 


77  wird  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  der  mittleren  Ekliptik  zur  Zeit  t^ 
in  jener  der  Epoche  t^  bezeichnen,  7t  die  gegenseitige  Neigung  darstellen.  Bezeich- 
net man  aber  die  rechtwinkligen  Coordinaten  desselben  Punktes  in  Bezug  auf  die 
Ekliptik,  die  zur  Zeit  ^  gehört,  mit  x^^  y^  und  Z],  so  werden,  wenn  die  neue  X-Achse 
in  dem  aufsteigenden  Knoten  belassen  wird,  zwischen  den  rechtwinkligen  Coordi- 
naten offenbar  die  Relationen: 

Zx  = — yoSin/r  +  «o^^^> 

bestehen ;    nennt  man  die  Länge  und  Breite  des  Punktes  in  Bezug  auf  die  neue 
Ekliptik  Xi  und  ß^ ,   so  wird  sein : 

x^  =  cos/^iCos(Ai — 71  —  l) 
yj  =z=  cos/Si  sin  [Xi — 77  —  /) 
«1  =   sin  ßx ; 

man  hat  daher  als  Relation  zwischen  den  polaren  Coordinaten  die  Ausdrücke : 

cos /^i  cos  (A,  —  77  —  /)  =  cos/?oCOs(Ao— 7rj 

cos/^i8in(A|  —  71 — /)  =  cos/^oSin{Ao — 7T)cos7ir  +  sin/S^o^in/r     ^    31) 
mtßx  =   smß^co%n  —  cQ%ß^mi[X^ — 77)sin7r, 


Digitized  by 


Google 


2U     

für  welche  auch  geschrieben  werden  kann: 

C0S/?iC08(Ai— JT /)  =   C0ß/?oC08(io— JT) 

cos/9,sin(>Li— TT — /)  =  co8/?o8m(>lo— 71) +8in7r{8m/?o— cos/^oSinfA^— /r)tg|7r}>  32; 
sin/?i  =  — 8in/:?o+ 2cos|7r^{8in/?o  — co8/?o8in(Ao  — II)tg|7r}. 

Um  für  die  Rechnung  bequemere  Ausdrücke  zu  erhalten,  wird  es  sich  em- 
pfehlen, Transformationen  vorzunehmen ,  welche  auf  die  Differenzen  der  Werthe  k^ 
und  ß^  gegen  l^  und  ß^  hinführen,  da  diese  im  Allgep[ieinen  selbst  für  dem  Pole 
sehr  nahe  Sterne  massige  Bogen  sind.  Zu  diesem  Ende  multiplicire  man  die  erste 
Gleichung  mit  cos  {l„  —  JI] ,  die  zweite  mit  sin  [X^  —  U]  und  bilde  deren  Summe, 
femer  die  erste  Gleichung  mit  —  sin  (Aq —  JT),  die  zweite  mit  cos  (^ —  II)  addire 
und  setze  der  Kürze  halber: 

q  =  sin  TT {tg/!^o— sin  (Ao—iT)tgi/r},  33) 

dann  erhält  man  die  Relationen : 


co8/5?|C08(ii — Xq — l)  =  cos/9o+ yco8/?oSin(io — il) 
cos/:?!  sin  (il  —  ijj —  /)   =  jcos/?oC08  {Xq —  JT)  >  ' 


34) 


deren  Division  ergibt: 

tg(A.-^o-^==tgX=-;7J^-:^'^^;  35) 

sonach  ist: 

Xt  =  K+i  +  L,  36) 

Es  wird  wohl  kaum  je  ein  Zweifel  darüber  entstehen ,  in  welchem  Quadranten 
man  L,  einen  in  der  Regel  nur  massigen  Bogen,  zu  nehmen  habe,  doch  zeigen  die 
Gleichungen  34),  dass  der  Sinus  von  L  das  Zeichen  des  Zahlers  in  35)  und  der 
Cosinus  das  Zeichen  des  Nenners  erhält.  Um  für  (ß^  —  ß^)  bequeme  Ausdrücke  ru 
erhalten,  werden  sich  die  folgenden  Transformationen  empfehlen,  die  übrigens  ein- 
facher durch  die  Anwendung  der  Napi er  sehen  Gleichungen  auf  das  diesbezügliche 
sphärische  Dreieck  erhalten  würden.  Multiplicirt  man  die  erste  der  Gleichungen  34) 
mit  cos^iy,  die  zweite  mit  sin^X,    so  findet  sich  nach  deren  Addition: 

cos/t^,  =  cos/yo+  ycos^o  cosiX  > 

oder : 

Die  dritte  Gleichung  in  32)  (pag.  214)  ergibt  aber: 

2Qin\{ßi+  ß^)cos\{ßx  —  ßo)   =  ycos/^oCotg^Tr, 
welcher  Ausdruck  in  37)  dividirt,  sofort  die  Relation : 

tg* (/^. - /^„i  =  -  ^-^Z-^'  *gi-.     38) , 

finden  lässt. 
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Trägt  man  somit  die  für  die  strenge  Bestimmung  der  Präcession  in  Länge 
und  Breite  erforderlichen  Ausdrücke  zusammen,  so  hat  man  das  folgende  Formel- 
system, dem  die  für  die  numerischen  Berechnungen  nothwendigen  Coefficienten 
beigefugt  wurden: 

U  =  173«  o'  12"+  32"869(/o—  1850)  +  o"ooo  087  (t^—  1850)«+ 

+  {— 8"683  —  o"ooo  026(^0— i85o))(^—y +o"ooo  DU  (^i—/o^2 

7t  =  {+  o"47950  —  o"oooo  0650(^0 —  1850)  + 

+  o"oooo  0000  000  [t^ —  i85o)^}(/j  —  O  + 
+  { —  o"c)ooo  0325  +  o^ooGO  0000  000  [Iq —  i85o)}(^i  —  t^)^  — 
—  o"oooo  0000  014  (/,  —  Q^ 
?  =  {+  5o"23465  +  o"ooo2  2580  [t^  —  1850)  + 

+  o"oooo  cxxx)  093  ((q —  1850)2)  [ti t^  + 

+  (+  o"oooi  1290  +  o"oooo  0000  093  (<o  —  i85o)}(<i  —  ^o)^  + 
+  o"ocxx>  0000  032  [ti  —  ^0)3 
q  =  sin/r{tg/^o— sin  (Ao— TT)  tgi 71:} 

i^r  =  K+i  +  L 


^{{ßt-ßo)   =- 


gin(A„~-77-MX) 
cos^X 


tgl^r. 


39) 


Die  vorstehenden   Formeln   sollen  durch  ein  dem  Polarstem  entlehntes  Beispiel  er- 
läutert werden.     Es  sei : 

Ao  =  86°  53'  5o"4 1 ,         /*„  =  +  66°  5'  1 5"33. 

welche  Angaben  auf  die  mittlere  Ekliptik  18830  =  t^  bezogen  gedacht  sind;    man 
habe  diesen  Ort  auf  die  mittlere  Ekliptik  1755.0  ==  ^,  zu  übertitigeu.    Es  ist  sonach: 

t^  —  1850  =  +  33     ,      (^1  —  O  =  —  128 
JI=  ,7300'  12"  +  18'  4"8  +  18'  3i"6  +  o"2  =  173^  36'  48"6 
TT  ==  —  6i"349  —  o"o53  =  —  61  "402 
/  =  —  i^  47'  io"989  +  i"850  —  o"ooi  =  —  1°  47'  9"  140 


i„-n 

27  f  19'  i"8 

qcoeßo—  n) 

5n589  337 

coaßo  —  n) 

8-762  402 

L 

—  8"oo7 

Bva{k^-n) 

9«999  272 

ii 

-4"o 

-tgl/r 

6-172  728 

(^0 

-n  +  ^L) 

273°  18'  57"8 

—  tgiTTsini^o  — il) 

6,172  000 

8in(A„ 

-n  +  ^L) 

9n999  272 

tg/?o 

0-353  206 

sec^Zr 

o-ooo  000 

Add: 

9-999  971 

tgi(/*l-/»o) 

6„i72  000 

r„  — tgi7r8in(^„  — J7) 

0-353  177 

m-ß^ 

—  3o"650 

sin  TT 

6n473  758 

(/^l-Z^o) 

—  i'  i"30 

9 

6„826  935 

^. 

85°  8'  33"26 

q  Bin  (i.„-n) 

6-826  207 

A 

+  66   4   14-03 

1  -hqainßo  —  n) 

o-ooo  291 
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Für  den  Äquator  erhält  man  sofort  mit  Berüoksichtigimg  der  Buchstaben- 
Versetzung  (i8)  pag.  204),  wenn  überdies  statt  l  und  ß  beziehungsweise  a  und  d 
geschrieben  wird: 

?  =  {+  23"030  +  o"ooo  142  (t^  —  1850)}  (/,  —  O  +  o"ooo  031  (/,  —  y» 
»  =  {+  2o"o5i50  —  o"oooo  8669  (Iq  —  1850)  — 

—  o"oooo  0000  048  (<o  —  1850)2}  (/,  —  O  + 
+  { —  o"oooo  4334  —  o"oooo  0000  048  {t^  —  1850)}  (^  —  /J^  — 

0"0CKX)  0004  I  82  (<i  /J^ 

m  =  {+  46^0593 1  +  o"ooo2  8391  (t^  —  1850)  + 

+  o"oooo  0000  088  (^  —  1850)2}  (/,  —  O  +  \    40) 

-f-  {+  0"000I  4195  +  0"0000  0000  088  (<o  —  1850)}  (/,  —  ^o)2  _|- 

+  o"oooo  0003  657  (^ ^J» 

j'  =  sinn  (tgdo  +  cos  (a^  +  p)  ig\n}*) 

^  I  —  ^  cos  («„  4-  />) '        *  o    t  I 

Die  auf  den  mittleren  Äquator  1 883*0  bezogenen  Coordinaten  des  Polarsternes: 

«o  =  18*"  57'  58"i8 ,         (Jo  =  +  88''  41'  5"90, 

seien  auf  den  mittlem  Äquator  1755*0  zu  übertragen.     Man  wird  finden: 

<o—  1850  =  4-33     ,      t^  —  t^  =  —i2& 
/>  =  -  49'  8"5  +  o"5  =  —  49'  8"o 
»  =  —  42'  46"226  —  o"7io  +  o"o88  =  -  42'  46"848 
m  =  —  i^  38'  i6"79i  +  2"326  «  ©"077  =  —  1°  38'  i4"542 

a^+p     i8^8'^5o"2 

sm(a^  +  p)     9-493 '403 

cos(ao+J»)     9-977842 

tgi»     7n793  95i 
tg{ncos(a^  +  p)     7^771  793 

tg^o     1-639112 
Add.     9*999  941 

tg<Jo  +  tgi»CQs(ao  +/>)  1-639  053 

sinn  8^094  964 

?'  9ii734  0i7 

q'co8{a^+p)  9^711  859 

I  —  }'cos(ao  +p)  o-i8o  430 

Wie  man  sieht,  sind  die  durch  die  Präcession  in  diesem  Falle  bewirkten  Ände- 
rungen so  bedeutend,  dass  man  eigentlich  die  Rechnung  siebenstellig  durchführen 
müsste,   um  die  Hunderttheile  der  Bogensekunde ,   besonders  in  aj,  zu  verbürgen; 


q' sin  {a„+p) 

9»227  420 

L' 

—  6°  21'  2g"oi 

iL' 

—  3  10  44-5 

Oo  +  P  +  ^L' 

14  58  5-7 

cos(a^+p  +  {L') 

9-985  008 

aee^L' 

0.000  668 

tgi(<J,-<JJ 

7n779  627 

.  *(<J.-<Jo) 

—  20'  4i"79 

<J,-*o 

—  41  2358 

«1 

10°  58'  I4"63 

*i 

+  87  59  42-32. 

*)  über  die  Berücksichtigung  der  Eigenbewegung  vergl.  Formel  46)  pag.  119. 
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bei  einer  Lage  in  der  Nähe  des  Poles  hat  aber  eine  merkliche  Unsicherheit  in  der 
Rectascension  eine  geringe  Bedeutung,  da  dieselbe  mit  cosJ  multipjicirt  werden 
muss,  um  sie  auf  diejenige  im  grössten  Kreise,  das  ist  auf  den  thatsächlichen  Feh- 
ler, zu  reduciren. 

Hat  man  Übertragungen  auf  sehr  entfernte  Epochen  (über  tausend  Jahre) 
auszuführen,  so  wird  man,  da  in  den  für  die  Ekliptik  geltenden  Grössen  die  Glieder 
dritter  und  höherer  Ordnung  wesentlich  kleiner  sind  als  in  jenen  für  den  Äquator, 
im  Allgemeinen  genauere  Resultate  erhalten,  wenn  man  das  erste  Formelsystem  39) 
(pag.  215)  anwendet;  man  wird  also  für  die  Zeit  f^y  aus  den  äquatorealen  Coordina- 
ten  die  ekliptikalen  ableiten,  letztere  auf  ^i  übertragen  und  mit  der  für  <,  geltenden 
Schiefe  auf  die  ersteren  zurückkehren  oder  auch  nach  den  strengen  Formeln  (vergl. 

m  =  p  —  q  —  a, 

die  Grössen  m^  n  und  p  aus  den  Präcessionswerthen ,  die  für  die  Ekliptik  gelten, 
ermitteln. 

Bei  derartigen  Transformationen,  die  man  bei  Bahnbestimmungen  wohl  nur 
gelegentlich  der  Reduction  der  Vergleichsterne ,  also  für  den  Äquator  auszuführen 
haben  wird ,  bedarf  die  Berücksichtigung  der  Eigenbewegung  der  Sterne  einer  be- 
sonderen Aufmerksamkeit;  man  sieht  ein,  dass  man  dieselbe  leicht  in  Rechnung 
ziehen  kann,  wenn  man  statt  cr^  und  d^  die  durch  die  Eigenbewegung  veränderten 
Coordinaten  in  die  obigen  Formeln  einfuhrt.  Bezeichnet  man  mit  ^a^y  und  ^d^^ 
den  auf  den  mittlem  Äquator  t^y  bezogenen  Betrag  der  Eigenbewegung  in  Rectas- 
cension und  Declination  in  dem  Zeiträume  (^|  —  tj,  so  wird  man  in  den  For- 
meln 40)  (pag.  216)  a„  und  d^  durch  die  Grössen  (a„ -+- ^aj  und  (J„  +  z/5J  zu 
ersetzen  haben,  um  sofort  die  mit  Rücksicht  auf  Eigenbewegung  geltenden  Coor- 
dinaten für  den  mittlem  Äquator  zur  Zeit  ^  zu  erhalten;  die  Bestimmimg  der  Be- 
träge Ja^y  und  J^^y  bedarf  aber  einiger  Vorsicht,  sobald  die  Sterne  nicht  weit  vom 
Pole  stehen.  Bezeichnet  man  die  jährliche  Eigenbewegung  in  Rectascension  und 
Declination  für  die  Epoche  t^  beziehungsweise  mit: 

fi  und  ^i\ 

und  setzt,  wie  man  dies  im  Allgemeinen  zu  thun  gezwungen  ist,  die  Bewegung 
des  Sternes  als  gleichförmig  im  grössten  Kreise  sich  vollziehend  voraus,  so  wird 
der  Winkel  6?^)  ^^^  dieser  grösste  Kreis  mit  dem  Parallel  bildet  und  die  jährliche 
Bewegimg  in  dem  ersteren  ^  bestimmt  sein  durch : 

du    *    ^  ,  \ 

du         ^  .  ?     41) 

jr  COS  t^^y  =  fl  COS  O^,,  j 
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wobei  man  den  Quadranten  von  6?^  so  bestimmen  kann^  dass  tt  stets  positiv  wird. 
Betrachtet  man  nun  das  sphärische  Dreieck  zwischen  dem  Pole  des  Äquators,  der 
zur  Zeit  t^  stattfindet,  dem  auf  denselben  Äquator  bezogenen  und  dem  durch 
die  Eigenbewegung  geänderten  Orte,  so  wird  in  diesem  Dreiecke  der  Winkel  am 
Pole  z/ofo,  am  ungeänderten  Orte  90°  —  G^  >  ^^  dem  durch  die  Eigenbewegung  be- 
dingten Orte  90°  +  Gx  sein ,  wenn  man  den  mit  G^y  analogen  Winkel  mit  6?^  be- 
zeichnet ;  die  gegenüberliegenden  Seiten  werden  beziehungsweise  ^u,  90°  —  d^  —  ^d^ 
und  90*^  —  dfy  sein.  Es  stellt  sich  daher  vorerst  die  Aufgabe,  Ja^  und  ^d^  aus  G,,, 
z/m  =  -j  {ti  —  t^)  und  der  bekannten  Coordinate  d^  zu  bestimmen ;  die  Grundformeln 
der  sphärischen  Trigonometrie  auf  dieses  Dreieck  angewandt,  lassen  leicht  finden : 

cos  (Öq  +  JÖq)  sin  z/a^  =  cos  G^sin  {Ju) 

cos  (do  -+•  Jd^  cos  Ja^  =  cos  d^  cos  (Ju)  —  sin  d^  sin  Gq  sin  (Ju) 
cos  (Öq  +  J^^y)  cos  Gl    =  cos  Öq  cos  Gq 

cos  (d^,  +  JÖq)  sin  Gi     =  cos  d^  sin  G^  cos  (Ju)  —  sin  d^  sin  (Ju) 
sin(do  +  ^^o)  =  8indQ  cos  (Ju)  -f-  cos  d^  sin  GoSin(z/i/). 

Die  Division  der  beiden  ersten  Gleichungen  ergibt: 


42) 


43) 


aus  den  letzten  drei  Gleichungen,  die  vollkommen  so  gebaut  sind  wie  die  Glei- 
chungen 31)  (pag.  213).  erhält  man  sofort  die  Resultate,  wenn  man  in  den  Glei- 
chungen 35),    36)  und  38)  (pag.   214)  schreibt: 

statt  /?  :  djj  4-  J8q  statt  7t  :  —  Ju 

„     (l,-n-J)'.G,  „     (i„-n):G^. 


Es  wird : 


r  =  —  sin  (Ju)  {tg  do  + .  sin  G«  tg  \  (Ju) } 

.     1^ r  cos  6^0 

^  I  4-  rsin  G^ 


44) 


wodurch  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  41)  (pag.  217)  und  43)  (pag.  218)  Ja^ 
und  JÖq  genau  ermittelt  werden  kann.  Bei  der  Kleinheit  der  meisten  Eigenbe- 
wegungen  und  der  Unsicherheit^  die  denselben  anhaftet,  wird  man  selbst  für  sehr 
entfernte  Epochen  auch  bei  polnahen  Sternen  nicht  genöthigt  sein,  von  den  stren- 
gen Formeln  Gebrauch  zu  machen  und  eine  Entwicklung  nach  steigenden  Potenzen 
der  Zeit  mit  Vortheil  anwenden.  Geht  man  bis  zu  den  Gliedern  dritter  Ordnung 
exclusive  vor,  so  findet  sich  aus  43)  und  44)  (pag.  218): 

Ja^  =  fit+  /u/i' tgd^arc  1"  fi -{ 

Jö^  =  ^'t  —  {^  jtt^siu  2  d^arc  i"fi-\ 

Die  Berücksichtigung  des  ersten  Gliedes  allein  ist  wohl  ausreichend  und  man  hat 
sich  bis  jetzt  fast  stets  damit  begnügt.   Durch  Ja^^  und  Jd^^  sind  jene  Veränderungen 


45) 
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bestimmt ,  welche  sich  auf  den  mittlem  Äquator  zur  Zeit  t^  beziehen ;  will  man  bei 
der  XJbertragung  der  Coordinaten  auf  den  zu  t^  gehörenden  mittleren  Äquator  die- 
selben berücksichtigen,  so  hat  man  statt  der  Formeln  40)  (pag.  216)  anzuwenden: 

P  =  [+  23"o30  +  o"ooo  142  [t^  —  1850)}  (<,  —  g  +  o"ooo  031  [t^  —  g2 
»  =  {+  2o"o5i5o  —  o"oooo  8669  [t^  —  1850)  — 

—  o"oooo  0000  048  [Iq  —  1850)2}  [t^  —  Q  4- 
+  { —  o"oooo  4334  —  o"oooo  <x>oo  048  [t^  —  1850)}  [t^  —  t^^'^  — 
—  o"oooo  0004  182  [tx  —  /J3 
m  =  {+  46"o593i  +  o"ooo2  8391  (/„ —  1850)  + 


+  o"cx>oo  0000  088  (/o  —  1850)2}  [/,  —  Q  + 


^0)^  + 


46) 


+  {+  o"oooi  4195  +  o"oooo  0000  088  [Iq  —  1850)}  (^, 
+  o"oooo  0003  657  (^1  —  <o)3 
q'  =  sin n  {tg  [d^  +  Jö^)  +  cos  [a^  +  Ja^  +p)^{n) 

Man  darf  aber  nicht  glauben,  dass  die  Producte  der  Eigenbewegung  in  die  Prä- 
cession  unmerklich  sind ;  in  der  That  werden  die  durch  die  Eigenbewegung  beding- 
ten jährlichen  Änderungen  für  verschiedene  Zeiten  wesentlich  geänderte  Werthe 
annehmen,  besonders,  sobald  der  in  Betracht  gezogene  Ort  dem  Pole  nahe  liegt. 
Will  man  die  jährlichen  Änderungen  auf  dem  für  die  Zeit  t^  geltenden  mittleren 
Äquator  kennen,  so  wird  es  zweckmässig  sein,  durch  Differentiation  der  Ausgangs- 
gleichungen 31)  (pag.  213),  welche  durch  die  entsprechende  Buchstaben  Versetzung 
(vergl.  18)  (pag.  204)  und  Einfuhrung  von  a^^  +  Ja^  und  d^  +  Jd^  statt  l  und  ß 
auf  den  Äquator  übertragen,  die  Gestalt: 

cos  dl  sin  {a^+p — m)  =  cos  (d„  +  Jd^)  sin  (a^  +  Jct^  +  j»)  \ 

cosdtC08(a,  -\-p — m)  =  cos(do  +  ^<^o)cös(ao+z/ao+/?)cos» — 9Üxi[i^'\-  J6^%vxn  ^47) 
sin^i  =  C08(5p+^5o)cos(ao  +  ^ao+/>)sinw  +  sin(5o  +  -;i/^o)co8nj 

annehmen,  die  diesbezüglichen  Variationen  von  «i  und  ^i  zu  ermitteln.  Man  erhält, 
indem  man  das  in  der  Folge  nicht  nöthige  Differential  der  dritten  Gleichimg  der 
Vollständigkeit  halber  anschreibt: 

cos(a|  -\- p  —  mjcos^i  jU]  —  sin(ai  +i>  —  m)sin(J|  \i^  = 
=  cos(a„  +  Ja^  +i>)co8((Jo  +  ^«^oli^'o  — 

—  sin(a„  +  Ja^  +  p)^\Vi{i^  +  ^(Jo)^o'> 
—  sin  (cfj  +  /)  —  m)  cos  d,  /Uj  —  cos  (a|  +  p  —  m)  sin  (J|  /i/  = 

=  —  sinfcfo  +  ^ao  -hjp)co8((Jo+^<Jo)cosn^o— 

—  {cos  (cfo  +  z/a^  4-  p)  8in(tfo  +  Ji^  cos  w  + 
+  008(^0  +  ^(Jj8in«}it«J, 

cos^i  jw/  =  —  sinfofy  +  J(x^^  +  />)cos((J„  +  ^JJsinn^o  — 

—  (cos(ao  +  ^a«  +/?)8in((Jo  +  ^(JJsin/j  — 

—  cos  ((J„  +  M^  cos  n\  ii^\ 

28* 
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49) 


die  rechten  Theile  der  beiden  ersten  Gleichungen   können  mit  Benützung  der  Re- 
lationen 47)  (pag.  219)  auch  in  der  folgenden  Form  geschrieben  werden: 
(cos  («1  +  J»  —  m)  cos  dl  cos  n  +  sin  d|  sin  n)  fi^  — 

—  sin  (ai+p  —  m)  cos  ö^  tg  (d^+  Jd^)  fi^\ 

—  sin  (cfi  +  />  —  ^)  cos  dl  cos  nft^  — 

—  {cos  (cfi  +  />  —  ^)  cos  dl  tg  (do  +  ^d^)  +  sec  (d„  +  Jd^)  sin  «}  ^ i^' . 

Multiplicirt  man  den  ersten  dieser  Ausdrücke  mit  cos  (aj  +  p  —  tw) ,  den  zweiten 
mit  —  sin  («i  +  J^  —  ^) ,  addirt  und  führt  mit  den  linken  Theilen  der  beiden  ersten 
Gleichungen  in  48)  (pag.  219)  dasselbe  aus,  und  wiederholt  dieselben  Operationen, 
indem  man  als  Factoren  bezüglich  — sin  («!+/>  —  fn)  und  — cos(ai  +  p — m)  benützt, 
so  gelangt  man,  wenn  bei  der  letzteren  Transformation  die  aus  den  beiden  letzten 
der  Gleichungen  47)  (pag.  219)  resultirende  Relation: 

sin  ((J„  +  z/dj  =  sin  dj  cos  71  —  cos  (ofi  +  /?  —  m)  cos  dy  sin  n 
beachtet  wird,  leicht  zu  den  folgenden  Ausdrücken: 

f  =  cosn  +  cos  («!+/>  —  m)  tg d^  sinn 
ff  =  sin  (cci+p  —  m]  sin/* 


/  ,      y.         cosdi  / 


50; 


für  den  Winkel  ai-\-  p  —  m  kann  auch  a^-^- Ja^^ -{-  p  +  V  geschrieben  werden. 

Die  Formeln  45)  (pag.  218),  46)  (pag.  219)  und  50)  (pag.  220)  sollen  nun  durch 
ein  Beispiel  erläutert  und  hierzu  das  oben  (pag.  216)  durchgeführte,  den  Polarstem 
betreffende  Beispiel  verwendet  werden.  Wird  die  für  18830  geltende  Eigenbewegmig: 

^o  =    +  l"82I   ,  iWo'  =   +  0'005  , 

angesetzt,  so  resultirt  nach  45)  (pag.  218),  da  ^  =  —  128  anzunehmen  ist: 

-^«o  =  —  233"o88  +  o"o32  =  —  3'  53"o6 
Jd^  =  —      o"640  —  o"oo3  =  —        o"64. 

Nach  46)  (pag.  219)  stellt  sich  die  Rechnung  wie  folgt: 

a^+Ja^  +  p=  i8«4'57"i  d^+ Jd^=  +  SS^i' 5^26 

Bm{a^+  Ja^  +  p)     9.491903        q' sin  (a^+ Ja^+ p)      9^225861 
cos(ofo+  Ja^  +  p)     9-978  003 
tgi'*      7n793  95i 
tg^»cos(oro+  Ja^  +  p)     7n77i  954 


i'-6«2o'5"83 

|i'--3   10  2.91 

a^  +  Ja^+p  +  iL'     14  54  54.2 


tg(^o+^<Jo)     1-639053  cos(a„+^of„+/>+;{i')      9.985  116 


Add:  9«999  941 

tg(^o+^<5o)+tgiwcos(ao+^ao+P)  1-638  994 

sin  n  8^094  964 

?'  9n733  958 

q'  cos  {a^  +  Ja^  +  p)  9^7 1 1  96 1 

I  —  q  COS  («o  +  ^<^o  "^  P)  o«  1 80  465 


sec^^i'      o-ooo  664 

tgH<^i—  (<Jo+^^o))       7n779  731 
i  {<Ji  -  (<Jo  +  -^<JJ}  -0°  2o'42"o8 

10°  5  5' 44^7  5 
+  87  59  41.10. 


1755- 
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Um   nun  die  für  den  mittleren  Äquator  1755*0  geltende  jährliche  Eigenbewegung 
zu  erhalten,  hat  man  nach  50)  (pag.  220) : 


COS(Ji 

8-543  95 

&Qc(6^+Jdo) 

1-639 17 

a^  +  p  —  m 

II-  44' 51"    • 

8ecrfisec(d^,+  ^(Jo) 

3-095  22 

sin  (cty  +  p  —  m) 

9-308  78 

cosJj  sec(do+'^<Jo) 

0-183 12 

sinw 

8^094  96 

g  sec  (Ji  sec  (d^  -\-  Jd^) 

o„498  96 

cos(a|  +  />  —  m) 

9990  81 

/cosa,sec((Jo+^</rfo) 

9-997  34 

tg(5i 

1-455  78 

>o 

+  i"i87 

/ —  cos» 

9n54i  55 

^secd,  sec(<Jo+  ^^o)i"o'—  o"oi6 

cos« 

9-999  97 

—  9^'o 

+  o"oo5 

Add: 

9-814  25 

/cos(J,8ec((Jo+^rfo)A<c 

,  +  0005 

/ 
9 

9-814  22 
7n403  74 

.7550  {"■, 

+  i"i7i 
+  o"oio 

Es  sollen  nun  die  Gleichungen  46)  (pag.  219)  nach  steigenden  Potenzen  der 
Zeit  entwickelt  und  hierbei  die  Glieder  dritter  Ordnung  mitgenommen  werden ;  nur 
in  den  von  der  Eigenbewegung  abhängigen  Gliedern  genügt  es,  sich  auf  die  in  den 
Ausdrücken  45)  angesetzten  zweiten  Potenzen  zu  beschränken,  welch  letztere  ohnedies 
schon  nicht  sehr  merklich  hervortreten  können.  Es  wird  sich  zeigen,  dass  man  in 
der  Regel,  besonders  in  den  Fällen,  in  welchen  das  Glied  dritter  Ordnung  berech- 
net werden  muss,  das  Resultat  weit  rascher  und  sicherer  durch  die  Anwendung  der 
strengen  Formeln  erhält,  als  durch  die  folgenden  Reihenentwicklungen.  Wendet  man 
auf  tgL'  die  oben  [Gleichung  4)  6)  10)  (pag.  29,  30)]  gegebenen  Reihenentwicklungen 
an,  so  findet  sich  zunächst: 

L'  =  q'sm(a^  +  Ja^  +  p)  +  \qHin2{ao  +  Ja^  +  p)-\'^qHin^(a^  +  Ja^  +  p)  +  *^' 
oder  auch  : 

L'  =  y  sinao+  ^q^ sin 2a^y+  ^q'^sin  ^a^ 

+  q'(Jao+p)  cos a^—  lq(Ja^+p)^ 8m  a^  \    51) 

+  q'H-^a^+p)  cos 2a^' 

Andrerseits  erhält  man,  wenn  abkürzend: 

n   =    «1  ^  +  ^2  ^  +  ^h^^  +  '  '  ' 
m  =   Wi  ^  +  ^2  <^  +  WI3  /^  -4-  -  •  • 

P   =   Pi^  +  P2^'^  +  P'3^'^  +  •  '  •         52) 

gesetzt  wird,  wobei  die  Bedeutung  dieser  Buchstaben  leicht  durch  Vergleich  mit 
den  drei  letzten  Formeln  15)  (pag.  202)  und  45)  (pag.  218)  erkannt  wird,  mit  Berück- 
sichtigung der  Glieder  dritter  Ordnung  : 


J^. 


M? 


^'=(n,^-^;^2^^+(/^3-iV)^^^}{tgcJo+^.  +  ^.tg(J,+ 
+  [cos  ofo  —  (z/cfo  +  p) sin  a^  [i »1  ^  -f  i »2^]) , 
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und  geordnet  nach  Potenzen  der  Zeit: 


^\*h\ 


53a) 


+  {(«3— i»i^)tg(Jo+^^co8ao— i«i2(/>,  +  i?,)Binao  + 
y'2=  ni^tgV<2+  (2«,^tg(Jo2+»i^co8a„tg(J«+^;tg(Jo)/^ 

Es  wird  sonach ,  wenn  man  ähnlich  wie  früher  für  t  die  Bezeichnung  ti  —  i^  ein- 
führt, überdies  die  von  der  Eigenbewegung  abhängigen  Glieder  nach  45)  (pag.  218) 
durch  die  Grössen  /i<(,und  ju^  ausdrückt  und  überall,  weil  eine  Verwechslung  in  diesem 
Falle  nicht  möglich  ist  und  sich  diese  letzteren  Grössen  auf  das  Äquinoctium  der 
Epoche  der  Stemposition  beziehen ,  bei  a  ^  d,  ^i  und  ju'  den  Null-Index  fortlässt : 

of,  =   a  +  J,{t,  —  0  +  A2(t,  —  0'+  ^3(^1  —  0' 
Ai  =   m, +f»|  sin  atgd  +  |U 

A2  =  m2  +  i»i^sin2Cf+fi'«,sina  +  tgd(w2sinof+(/)i  +  AO'*iC08a+fiju'}4- 

+  tgd2{|W|2sin  2a  +  ju'»i  sina} 

+  W|/?2]cosa  -f-  ni^(.i  sin  za  +  ^n|3sin3a}  + 
+  tg(J2{w,W28in2a-|-»i^(/'i  +  it£)cos  2a +  (/)|-f-2/«)/ti'»|COSCf4-W2i^'sina} + 
+  tgd^{\ni^sin^a  +  ni^i^sina  +  »i^/tt' sin  2  a). 

Für  die  Declination  ergibt  sich  aus  der  letzten  Gleichung  in  46)  (pag.  219)  durch 
ähnliche  Transformationen: 

dr  =  d  +  D,[t,  -  g  +  D^it,  -  g^+  A(^i  -  O^ 

Dj  =  nj  cos  a  -f-  fi' 

Z>2  =  «2^08«  —  »I  (/>!  +  jujsina  —  |/ti2sin2<J  —  ^n^^sina^tgrf 
A  =  cosa{«3—  ^wi^sinof^—  |ni{/?,  +  ^u^)  —  sina{«2(/>j  +  f*)  + 

+  ^\P^+  iju'wi^sina}  — 

—  tg(Jsincf  («i^fp,  +  /i)co8a  -f-  »i^sina  +  '*i/'/*'}  — 

—  tg(J28inof^(^«,''co8a  +  i^i^/t«'}? 

in  welchen  Ausdrücken  zu  setzen  ist  [vergl.  52)  pag.  221  mit  15)  pag.  202] 
nix  =  +46"o593i +o"ooo2  8391  (^o — 1 850) +  o"oooo  0000  088  (/„ — 1850)^ 
»1  =  -f-2o"o5i5o  —  o"oooo  8669  (/q — 1850)  —  o"oooo  0000  048  (/'o — 1850)^ 
/>i  =  +  23^030  +  o"cxx)  142  [t^  —  1850) 
fn2  =  -|-o"oooi  4195  -h  o"oooo  0000  088  (1^ —  1850) 
«2  =  — o"oooo  4334  —  o"oooo  cxxx)  048  [t^ —  1850) 

/?2  ^    +  0"000  03  I 

1713  =z=    +0"0000  0003  657 

W3  =  — o'oooo  0004  182. 
In  den  Ausdrücken   für  ^2?  -^3  ^'^d  Z>2>  ^3  l^at  man  bei  der  Rechnung  darauf  zu 
achten,  Alles  homogen  zu  erhalten,  daher,  um  Alles  in  Bogensekunden  auszudrüdcen, 


53b) 


53«-) 
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die  Glieder  zweiter  Dimension   mit  arc  i",   jene  dritter  Dimension  mit  (arc  i'')^  zu 
multipliciren. 

Die  Gleichungen  53a),  53b),  53c)  (pag.  222)  enthalten  somit  die  Lösung  des 
Problems,  mit  Bücksicht  auf  die  Eigenbewegung  die  Präcession  nach  Potenzen  der 
Zeit  bis  zu  den  Gliedern  dritter  Ordnung  inclusive  zu  berechnen.  Hat  man  eine 
solche  Übertragung  nur  fiir  einen  oder  wenige  Zeitmomente  auszuführen,  so  wird 
die  Benützung  der  strengen  Formeln  46)  (pag.  219)  das  Ziel  rascher  und  sicherer 
erreichen  lassen,  während  die  Anwendung  der  obigen  Formeln  53abc)  wesentliche 
Vortheile  bieten  wird,  sobald  viele  Orte  für  verschiedene  mittlere  Äquinoctien  zu 
ermitteln  sein  werden.  Die  Bechnung  nach  denselben  lässt  sich  aber  durch  geeig- 
nete Hilfttafeln  sehr  wesentlich  vereinfachen;  sondert  man  zunächst  jene  Glieder, 
welche  von  der  Eigenbewegung  abhängen ,  so  lassen  sich  die  üiit  dem  Quadrate  der 
Zeit  multiplicirten  Glieder  auf  die  Form : 

200 2>2  =    d2'  +  «^2*  tgd  ,  j 

bringen,  wobei  offenbar  gesetzt  wurde: 

«2°=   ^{»»2 +  i«i^8in2a} 


«2*  =   — [fhi s\n a -\- pxnx COS a) 
a^  =   ~  {iV8in2a} 


54b) 


IS 

d{^  =  2Oo{n2C0sa  —  /t^jpisina} 
dji  =  200  { — |W|2sina2j. 

Die  Multiplication  mit  200  bewirkt,  dass  man  dadurch  unmittelbar  die  Änderung 
des  ersten  Gliedes  der  Präcession  in  hundert  Jahren  erhält,  welche  man  Variatio 
säcularis  nennt ;  die  Division  mit  1 5  in  den  Bectascensions-Gliedem  wird  bewirken, 
dass  die  Säcularvariation  in  der  Bectascension  sofort  in  Zeitsekunden  erhalten  wird. 
Die  von  der  Eigenbewegung  abhängigen  Glieder  werden,  wenn  man  dieselben  eben- 
falls beziehungsweise  mit  —  und  200  multiplicirt,  die  durch  jene  Grösse  bewirkte 
Correction  der  Säcularvariation  ergeben.     Man  wird  finden  : 

in  welchen  Formeln  ju  und  pi!  in  Bogensekunden  angesetzt  gedacht  sind. 
Die  Glieder  o^^,  a2^  a*^,  d^  mhA  d<i^  lassen  sich  leicht  in  Tafeln  bringen,  die  mit 
dem  Argumente:  Bectascension,  von  Zeitminute  zu  Zeitminute  tabulirt  sind.  Die 
Tafel  XII  gibt  entsprechend  den  Überschriften  die  diesbezüglichen  Coefficienten  und 
zv?ar  in  zwei  Columnen,  deren  erste  die  für  1850  geltenden  Hauptwerthe,  deren 
zweite  die  Säcularänderung  der  Hauptwerthe  in  Einheiten  der  letzten  Decimale  der- 
selben enthält ,  weshalb,  wenn  mit  t  die  Jahreszahl  des  vorgelegten  Datums  bezeich- 
net -wird,  die  Zahlen  der  zweiten  Colimine  mit  %  =  —  [t —  1850)  multiplicirt  als 
Correctionen  an  die  Hauptwerthe  anzubringen  sind.  Es  wäre  in  mancher  Beziehung 


=  — 20on|SinajU —  50sin2^^2^  J 
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bequemer  gewesen,  statt  der  Zahlen werthe  der  oj*,  02^  und  d^^  Coefficienten  sofort 
die  Logarithmen  in  die  Tafel  einzusetzen,  doch  war  der  Umstand,  dass  die  Inter- 
polation dann  nicht  in  allen  Theilen  der  Tafel  möglich  wird,  massgebend,  die  Zah- 
len selbst  aufzunehmen.  In  der  Tafel  wurden  einige  Stellen  mehr  angesetzt,  als  dies 
z.  B.  bei  der  von  Menten  construirten  Tafel  geschehen  ist,  um  selbst  für  dem  Pole 
recht  nahe  stehende  Sterne,  für  welche  tg<J  zu  beträchtlichen  Werthen  anwächst, 
hinreichend  genaue  Ausdrücke  erhalten  zu  können ;  ist  aber  tg  (J  in  einem  speciel- 
len  Falle  kleiner  als  die  Einheit,  so  wird  ^ man  ohne  Nachtheil  sich  nur  auf  die 
ersten  vier  Deci malstellen  beschränken  dürfen. 

Drückt  man  /(  in  Zeitsekunden,  u  in  Hogensekunden  aus.  so  wird  man  zur 
Berechnung  der  Correction  der  Säcularvariation  für  Eigenbewegung  mit  Benützung 
der  hier  entwickelten  numerischen  Präcessionscoefficienten  haben : 

t  —  1850 


r  = 


Ja^  =  (8-28875  —  o-ooo  19  t)  cosatgdfi  +  (7-11266  —  o-ooo  19  t) 


sina 


+  (6.9866)  tg<JiU|u' 


Jd^  =  (9^46484  —  o-ooo  19  t)  sina^  +  (8^7367) sin 2<J/i2. 


54di 


Die  überstrichenen  Coefficienten  sind  logarithmisch  angesetzt,  wobei  der  für  die 
Charakteristik  erforderliche  Zusatz  —  10  fortgelassen  ist;  die  mit  t  multiplicirten 
Glieder  geben  die  Änderung  dieser  Logarithmen  in  100  Jahren,  von  der  Ei>oche  1850 
an  gezählt.  In  Auwers'  Fundamental-Catalog  für  die  Zonenbeobachtungen  finden 
diese  von  der  Eigenbewegung  abhängigen  Glieder  ihre  Berücksichtigung  durch  die 
Angabe  einer  veränderlichen  Eigenbewegung,  in  Newcomb's  Fundamentalcatalog 
der  Zeitsteme  sind  dieselben  mit  der  Säcularvariation  vereinigt,  gewöhnlich  wird  aber 
diese  oft  nicht  ganz  unbeträchtliche  Correction  vernachlässigt. 

Um  die  dritten  Glieder  der  Präcession  bequem  berechnen  zu  können,  wird  man 
nach  Abtrennung  der  von  der  Eigenbewegung  abhängigen  Glieder  setzeai  können  : 


(lOO)3 

15 


^3  =  <+  (h'tgd  +  a,Hgd^+  a:,Hg(J3 


(lOO)3i>3  =    ^3«+  ^3^  tg(5  +  C^32tg(j2, 

wobei  wieder  zur  Abkürzung  geschrieben  ist : 

.J  w,2jp,  cos  2«} 


55a) 


«3    =  -77-  {^3  +  i^^i  ^  Sin  2a 


>5 

(loo)3 


03^  =  - — -  ((^3 —  ^Hi^ — ^^Pi^j  sin«  4"  {n2P{+  n^p2)  cos a -\-  fii^cosa'^sina} 


«  (loo)3  r                 •                I          o                      1 

«3^  =  — —  I  w,  W2  sm  2a  +  «i^/>t  cos  2«) 

3  (lOO)3 

^  IS 


{i^i^sinS«} 


e^^  =  ( 1  oo)3{(%  —  I  Wi  pi 2)  cos  a  —  |^  w,  ^  cos  a  sin  a^  —  (^2  />i  +  w,  p^)  sin  a) 
d^^  =  (ioo)3{ —  «|2/>i  sinacosa  —  ;«, /i2 sin «2 J 
ctj-i  =  (ioo)3{ — ^»i^cosasina^}, 

welche  Werthe  in   der  Tafel  XII  Aufnahme  gefunden   haben;    der   Gebrauch   der 


55b, 
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letztem  ist  schon  oben  (pag.  223)  bei  der  Berechnung  der  Variatio  säcularis  aus- 
einandergesetzt worden,  weshalb  ich  in  dieser  Beziehung  auf  die  dort  gemachten 
Bemerkungen  verweise.  Zu  den  Säculargliedem  wäre  zu  bemerken,  dass  die  voll- 
ständige Entwicklung  derselben  mit  Hilfe  der  vorhandenen  Präcessionscoefficienten 
nicht  möglich  ist,  indem  diese  eigentlich  Glieder  vierter  Ordnung  darstellen;  die 
merklich  werdenden  Coefficienten  dieser  Gattimg  lassen  sich  aber  ohne  Schwierig- 
keit aus  den  vorhandenen  in  53c)  (pag.  222)  aufgeführten  Zahlen  berechnen  und 
haben  in  der  Tafel  XII  ihre  Aufnahme  gefunden. 

Die  von  der  Eigenbewegung  abhängigen  Correctionen  der  dritten  Glieder  in 
der  Präcession,  welche  bisher  keine  Berücksichtigung  gefunden  haben  und  in  der  That 
in  den  meisten  Fällen  kaum  merklich  hervortreten,  finden  sich  nach  den  Formeln 
53a)  imd  53b)    (pag.   222)  nach  einigen  leichten  Transformationen  wie  folgt: 

(100)3  f 
^a.^  =  {/« [nx^cos2a{i^  -t-  tg5^)  -f-  (n^cosa  —  n^pi  sin«)  tg<J]  + 


,       ,  r        sin «      ,         „   .  tg  cT     ,  cos « 1     , 


■  55c) 


+  ti,u'  [2»,  cosa  (>  +  tg(J2)]  -j_ 
+  fi^  [ —  w,  sin  « tg  (51  + 

^d^  =  —  f  100) '^  In  [W|  pi  cos a  t\-  n2 sin  a  -\-  ^ Wj^ sin  2  « tg (J]  -\- 

+  uix'  [w,  sin  a  tgd]  |, 

oder  numerisch,  wenn  ^  in  Zeitsekunden,  /e'  in  Bogensekunden  angenommen  und 
die  Coefficienten  in  derselben  Weise  wie  oben  (pag.  224)  logarithmisch  angesetzt 
werden : 


^cc^  =  {7 -6744 cos  2  a  +  [6^3225008«  4-  8^0356 sin a]  tg5  -|-  7-9754C0S2atg^2j|4 


•     f 2 — sin«      ,     y~ cos  ff      ,     7 .  tffcT  1      ,     , 

+  }5„i464  -„,^,  +  6-8595  ^^^^,  +  6-7994  sm2  «  J^;^\  fi   + 


+  {6-6733008«  +  6-9743 cos« tgd^}  ftfi'  + 
+  {7f»8494  8inatg(J}  ^«^  _|_ 


+ 


{5-497 


2  sin« 


^d^ 


[9„2i  17 cos«  +  7 -4986 sin«  -|-  8,18505  sin 2  atg<5'/t  + 
+  {7n6744  "og^ij  m'  +  {8„7244coso}/<2  +  {7„8494sinatg<J}  fi/i. 


55d) 


Schliesslich  wäre  noch  hervorzuheben ,  dass  man  durch  eine  entsprechende 
Veränderung  der  jährlichen  Eigenbewegung  eines  Sternes  leicht  den  Übergang  von 
der  im  vorliegenden  Werke  benützten  BesseTschen  Präcessionsconstante  auf  die 
gegenwärtig  ziemlich  häufig  benützte  Stru versehe  bewerkstelligen  kann.  Da  näm- 
lich die  säcularen  Änderungen  der  Stru versehen  Präcessionscoefficienten  auf  Massen 
beruhen,  die  den  Le-Verri er' sehen  Annahmen,  welche  den  vorstehenden  Entwick- 
lungen zu  Grunde   gelegt  wurden,    sehr  nahe  kommen,    so  sind   in  der  That  die 
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Glieder  zweiter  und  höherer  Ordnung  als  identisch  anzusehen;  man  hat  daher  nur 
die  ersten  Glieder  der  obigen  Werthe  von  m  und  n  (pag.  203)  beziehungsweise 
um  o"oi724  und  o"oo489  zu  vermehren,  um  den  Übergang  auf  die  Struve'schen 
Constanten  der  Hauptsache  nach  herzustellen.  Es  ist  somit,  wenn  auf  diese  Unter- 
schiede nur  in  den  Gliedern  erster  Ordnung  in  den  Formeln  53a)  und  53b)  (pag.  222) 
Rücksicht  genommen  wird,  zu  setzen: 


fiß  =  ^s  +  0*00115  +  0*00033  sin  atgd 
^'ß  =  ^'g  -|-  o"oo49cosa,* 


56) 


in  welchen . Formeln  fis  und  /i'^  die  mit  Struve  s  Werthen  erhaltenen  Beträge  der 
Eigenbewegungen  vorstellen,  ^iß  und  fi'ß  dagegen  diejenigen  sind,  welche  man  bei 
Benützung  der  im  vorliegenden  Werke  entwickelten  Präcessionscoefficienten  anzu- 
wenden hätte.  Man  kann  auch,  ohne  der  Genauigkeit  allzusehr  Eintrag  zu  thun, 
statt  der  obigen  Werthe  setzen: 

,       -                ,      -    jährl.  Präcess.  in  AR. 
^B   =  ^s   +  0*00040  4-  iV  ^ 

,  ,      ,      t    jährl.  Präcess.  in  Decl. 

Als  Beispiel  der  Anwendung  der  vorstehenden  Formeln  nehme  ich  den  Stern 
Camelop.  23  Hev.  vor,  dessen  Ort  sich  auf  pag.  72  von  Auwers'  ,,Fundamental- 
Catalog  für  die  Zonenbeobachtungen^*  findet.  Man  hat  danach  für  das  mittlere 
Äquinoctium  1875-0  für  diesen  Stern  anzunehmen: 

a  =  6^  24*^*  51*823  d  =  +  79"  41'  36"52 


ug  -~  —  0*0230 


^i'^  =  _o"658. 


Zunächst  soll  die  angeführte  Position  für  das  vernachlässigte,  von  der  Erdbahn- 
excentricität  abhängige  Glied  (vergl.  pag.  115  ff.)  corrigirt  werden;  man  findet  nach 
Formel  12a)    (pag.   115): 

(«'  —  a)n  =  +  0*127  (S'  —  d)ii  =  +  o"o2, 

um  welche  Beträge  die  obigen  Coordinaten  zu  vermindern  sind,  hat  also  anzu- 
nehmen :  ^  ^  ^^  ^^^  ^^,^^^  ^  ^^„  ^^,  ^^„^^ 

d  =  +  79"4i'36"5o; 

für  die  Eigenbewegung  ist,  da  Anw  er  s*  Catalog  sich  auf  Struve 's  Präcessionscon- 
stanten  gründet,  nach  56)    (pag.  226)  zu  verwenden: 

^  =  —  0*0230  -j-  0*00295  =  —  0*02005 
ju'  =  —  o"658    —  o"ooo5    =  —  o"6585, 

welche  Werthe  den  folgenden  Bechnungen  zu  Grunde  zu  legen  sind.  Es  soll  nun 
das  Glied  erster  Ordnung  nach  den  Formeln  53a)  und  53b)  (pag.  222)  berechnet 
werden.    Man  hat  für  1875,  nach  53c)  (pag.  222)  anzunehmen  oder  erhält,  was  be- 
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quemer  ist,  aus  der  Tafel  XI,  welche  von  zehn  zu  zehn  Jahren  für  den  Zeitraum 
1600 — 2100  die  Präcessionscoefficienten  für  die  zugehörigen  Jahre  gibt: 

tm  —  3*07109 

löglV'*!  =  0-126008 

logwj  =  1-302100. 
Damit  stellt  sich   die  Rechnung  der  Glieder  erster  Ordnung,    wenn  man  die  Prä- 
cession  in  Bectascension  im  Zeitmasse  erhalten  will,  wie  folgt: 

sina  9-997  440 

tgd  0*740  290 

3^Wi  0-126008 

-jJynitgdsina  +    7*30698 

^i  +  ^t  +    3*05104 

A  +  10*35802 

Die  Bechnung  der  Variatio  säcularis,  soweit  dieselbe  von  der  Eigenbewegung  unab- 
hängig ist,  ergibt  nach  der  Formel  54aj  (pag.  223)  mit  Benützung  der  Tafel  XII 
und  gehöriger  Berücksichtigung  der  Säcularglieder : 


cosa 

9„034  494 

»1 

1-302  100 

cosa 

—  2" 1707 

m' 

—  o"6585 

A 

—  2"8292. 

02°  =     +  0*000  50 

d,°=  - 

o"4442 

02*  =     0*003  806 

(—  0*002  7973 

"'={                +6 

d^^=  ~ 

o"i9263 
+  4 

logrfj*     9n284  63 

logaj» 

7»44665 

logtgd       0740  29 

logtgd» 

1 .48058 

log«2'    7n58o47 

a^^tgd      — 0*02093 

OjStgd*    —0*084  57 

d^Hgd 

—  r'0591 

Vy»^2  —0*10500 

200  Dl 

-  i"5033 

Die  für  ^ff  A^  und  200  D^  gefundenen  Werthe  stellen  also  die  Variatio  säcularis 
dar,  soweit  dieselbe  von  der  Eigenbewegung  unabhängig  ist;  der  Einfluss  der 
letzteren  findet  sich  aber  nach  54d)  (pag.  224),  wobei  die  mit  r  multiplicirten  und 
von  dem  Quadrate  der  Eigenbewegung  abhängigen  Glieder  kaum  etwas  merkliches 
ergeben,  wie  folgt : 


cosa 

9»o345 

sina     9-9974 

tg(J 

07403 

tg(J 

0-7403 

secd*     t-4947 

,.,*' 

8-1207 

CoeflF. 

8-2887 

CoeflF.     7-1 126 

CoeflF. 

6-9866 

^ 

8,3021 
6-3656 

H'     9„8i86 
logz^ai'"'"     8„4233 

log^ßi«') 

log^ajt^" 

5-8476 

^02")    + 

0*00023 

^a,<2'     — 

0-02651 

.    Ja^  =  - 

-  0*0262 1 

z/a2<'»     + 

0-00007 

1 

29» 
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sina     9-9974 

Coeflf.     9n4648 

/t     8^3021 


logz/52^ 


Jl)       7.7643 
Jd2^'^^  o-oooo 


8in2d  9'5466 

Coeff.  8^7367 

a^  6-6042 

l0g^(J2^2)  4^8875 


I    ^($2  = 


o"oo58. 


Es  ist  somit  die  Variatio  säcularis  mit  Rücksicht  auf  die  Eigenbewegung : 

in  Rectascension  =  —  0^13121 
in  Declination      =  —  1^497 5. 

Für  die  Berechnung  des  dritten  Gliedes  liefert  die  Tafel  XII  mit  dem  Argu- 
mente :  Rectascension,  die  Coefficienten : 


«3^  =    —  0^0046 
ö3*=    — 0*01298 


^3°  =  +  o"o23 

(/3I  =  +  o"o2^b 


i — 0*014108 


Ch' 


{—  0*003  9899 
+  13 

Man  hat  also  nach  55a)  (pag.  224)  : 

loga«3     8„ii327  logoa^     8^14943 

logtg^      0-74029  logtg<j2       1.48058 

8-44091  logrfß'^     8-00604 


log  038     7^60082 
logtg^'     222087 


lOgC?*; 


W  A 


100^  Z>3 


—  0*0046 

—  0-0714 

—  0-4266 

—  06633 

+  o"o23 

+  0-152 

+  0.307 

=  —  1*1659 


=  4-  0^482, 


womit  für  den  gewählten  Stern  das  dritte  Glied  in  Rectascension  und  Declination, 
soweit  dasselbe  von  der  Eigenbewegung  unabhängig  ist,  ermittelt  erscheint.  Der  Ein- 
fluss  der  Eigenbewegung  auf  dieses  Glied  ergibt  sich  nach  55d)  (pag.  225)  wie  folgt: 


Coefficient  von  11  in  Ja^ 
2a  192°  26'  tgö'-^  1-4806 

€08209^9897  cos2atg(J2  in4703 
^Qg/^i  7n664i  log/tm  9n4457 


cos«  9n0345 

sinof  9-9974 

ites  Glied  5-3570 


0-2791 
l^iii  —0-0592 
fti  — 0-0046 


Coefficient  von  fi'  in  ^Ja^ 

sec(J2  1-4947  fi'ui  — Q-02330 

sincfsecrf^  1.4Q21  fi'u  — 000245 

^og/*'i  6^6385  ft'i  —0-00043 

cosasec^^  0^5292  Coeff.v.^'  — 0-02618 
logA^'ii  7n3887        log  ,,       8^4180 

sin  2«  9„3330  log/i'       9^8186 
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2tes  Glied  8,10330      Coeff.v.ju  —  0*3429 

Add:  9*9991  log CoefF.v.  |[i  9n5352 

Coeff.v.tg(J  8,i032i  \ogfi  8^,3021 

tgö  o«7403  ^a3<^^+ 0*0069 

log^n  8,^7724 

Coefficient  von  fiii'  in  ^«3 

log(/i/t')i     5n7078 
cosatg<J2     o„5i5i 
log(/^tOii     7n4894 
Add:       00071 
log  Coeff.  i^t^i')      7^4965 
jii^'       8- 1207 
^«3(3)    0*0000 

Es  ist  sonach: 


tgdsecd*  2«2350 

sin2atgd8ec<J2  1^5680 

logiti'm  8^3674 


Ja^^  +0*0172 


Coefficient  von  ^^  und  ju'2  in  Ja^ 

sinatgiJ       0-7377 

CoefF,  iu2     8^,5871 

^2     6  «6042 

z/aa<*>  0*0000 


sin  a  sec  d^  tg  d       2  -2324 

Goeff.  iu'2     7.7296 

^i'2     9.6372 


z/a3  =  +  0*0264 
Coefficient  von  ^i  in  ^d3 
log^i   8-2462  f^iii  + 008388 

log  ^11  7.4960  ^n  +0.00313 

sin  2«     9n3329  ^i    +0-01763 

sin2atgd     0,^0732      Coeflf.  V. /i  +o«i0464 
logiWju8.9237  logCoeflf.v./i       9-oi97 
Jd:^it)  —  o"oo2 

Coefficient  von  /«^  in  Jd^ 
log  CoefF.  ju^       7' 7 589 
Jd^^^^     o"ooo 
Es  ist  also: 


z/ttg^*)  +0*0023. 

Coefficient  von  ju'  in  ^d^ 

sin  «2      9-9948 

sin  «2  sec  d*      1*4895 

CoefF.  V.  ^'      9ni639 

z/d3(2)  +  o"o96 


Coefficient  von  ^/i'  in  z/ds 
log  Coeff.  ju'       8^5871 
^03^*)      o"ooo. 


-^^3  =  +  o"o94  , 


und  somit  das  dritte  Glied  mit  Rücksicht  auf  die  Eigenbewegung: 

.3 

13  -f  -^«3 


^     ^3  +  ^«3   = 


1*1395 


ioo3  Z>3  +  ^^3  =    +  o"576  . 

Die  Zusammenstellung  der  Resultate  ergibt  sonach  für  den  Stern  Camelop.  23  Hev. 
für   1875.0: 

Mittlerer  Ort:  «0=  6^^24^51*696,  d«  =  +  79^41' 36^50 

Jährliche  Präcession  (  +10*37807  —  z^i'jo'] 

Jährliche  Eigenbew.  [  —  002005  —  06585 

Variatio  säcularis  |  —  0*10500  —  i"5033 

Corr.derV.s.  wegen  Eigenbeweg.  | —  0-02621  +0-0058 

Drittes  Glied  J  —    1*1659  +  o"482 


Corr.desd.G. wegen  Eigenbeweg.  [  +   00264 


+  0-094 . 
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Der  Einfluss  der  Glieder  dritter  und  höherer  Ordnung  wird,  felis  der  Stem- 
ort  dem  Pole  nicht  nahe  ist,  selbst  für  recht  entfernte  Epoefaien  wenig  merklich 
hervortreten  und  man  kann  sich  in  diesem  Falle  auf  die  Berücksichtigung  der 
Glieder  zweiter  Ordnung  beschränken,  welche,  wenn  ein  genäherter  Werth  für  die 
Präcession  bekannt  ist,  leicht  in  einer  der  Formel  24)  (pag.  206)  entsprechenden 
Weise  mitgenommen  werden  können.  Man  berechnet  nämlich  mit  Hilfe  der  ge- 
nähert bekannten  Präcession  die  für  die  Mitte  der  JJeit  |  (ti  +  Q  geltenden  Ck)or- 
dinatep  a^  und  d^ ,  entnimmt  der  Tafel  XI,  welche  die  Präcessionswerthe  innerhalb 
des  Zeitraumes  von  11600 — 2100  von  10  zu  10  tropischen  Jahren  angibt,  durch 
Interpolation  die  für  diese  Mittelepoche  geltenden  Werthe  von  m^  und  «,^,  ermittelt 
mit  diesen  Werthen  die  jährliche ,  durch  die  Präcession  bewirkte  Änderung,  wobei 
nur  die  ersten  Glieder  in  den  Ausdrücken  53a)  und  53b)  (pag.  222) ,  mit  denen  man 
eventuell  die  Werthe  der  jährlichen  Eigenbewegung  verbindet,  in  Betracht  kommen 

und  hat  somit: 

Ja  =  (^1— 0{^m  +  »mtg*m8ma,„+fiJ 

Jd  =  (^  —  0{  «^cos  a^  +  fi'^}  , 

welche  Ausdrücke  den  Betrag  der  Präcession   innerhalb  des  Zeitraumes  ^  —  if,  bis 
auf  GUeder  dritter  Ordnung  exclusive  genau  geben. 

Es  sei  der  für  1875-0  geltende  Ort  von  a  Ceti: 

«o  =  2^"  55^44*780  io   =  +  3^35'  52^7 2 

A^m  =  —  o^ooi  7  ^  m=  —  o"o7o , 

auf  das   mittlere  Aquinoctium  i8oo-o  zu  übertragen;    genäherte  Präcessionswerthe 
seien:  +3*13  und  +  i4"4.    Es  ist  daher: 

1(^1  +  ^o)  =  1837-5     log(f,  —  g     =  in875o6i 


57) 


a^=     2^^55^44*78 
^m=4-3^35'52"7 


37-5  (3'i3)     =     43°  26' 51" 
37-5(i4"3)*)  =  +  3°26'56"; 


Tafel  XI :  IM^  =  3*070384 , 

'og«m=   1-302170, 

logA"  =  0-126079, 

Ci— <o)«m    3ni77  23i 

J8„    —  i8'ii"87 

\0gJa2     o„6i8  614 

cos  «o     9-860  939 

{t^- 

■0/m          +  5"25 

Ja2          —  4*155 

8ina„     9-837392 

Jd      —  18'  6"62 

(ti  —  i„)m^   —3"»  50*279 

—  <o)A''m     2„ooi  140 

(<i— O/'m          +0*127 

tg^o      8-780082 

TÄr»r\ 

(a  =  2'*5i'".50»473 

^«      —  3'"54*307 

(ix 


\8==  +3°i7'46"io. 
Ganz  ähnliche  Formeln  erhält  man  für  die  Übertragung  der  ekliptikalen  Polarcoor- 
dinaten;  beschränkt  man  sich  in  den  strengen  Formeln  39)  (pag.  215)  auf  die  Glieder 
erster  Ordnung  und   berücksichtigt  die  Glieder  zweiter   Ordnung  wie  früher  durch 
den  Ilbergang  auf  die  Mittelepoche,  so  findet  sich  leicht : 

Jl  =  (ti  —  t^){lm+7t^tgßmOOS(lrn—nj} 

z//9  =  —  (^,  —  O  TT^sin  (i^—  nj  , 

'^)  Hierbei  ist  auf  die  Eigenbewegung  Racksicht  genonunen. 


58) 
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2U  welchen  Formeln  eventuell  die  aus  der  Eigenbewegung  resultirenden  Cortectio- 
nen  hinzuzulegen  wären;  die  Grössen  /,„,  tt^  und  JI,„  werden  aus  der  Tafel  XI 
für  die  Mittelepoche  zu  entlehnen  sein. 

Als  Beispiel  soll  das  £ur  die  Anwendung  der  strengen  Formeln  gebrauchte 
(pag.  2 1 5)  gewählt  werden.  Der  grosse  Zeitraum  und  die  relativ  grosse  Breite  lassen 
zwar  die  Benützung  der  Näherungsformeln  58)  nicht  gerathen  erscheinen,  doch  soll 
durch  dieses  Beispiel  gezeigt  werden,  welche  bedeutende  Annäherung  die  Ausdrücke 
selbst  unter  ungünstigen  Umständen  gestatten. 

i^=  86<^2'i2"  ß^=  +66%' 35"        i(^i+0=  1819 


XI:  /«=  50" 

22765      it^=  047970      n 

!«.=  172   43   13 

log^^m 

9-680970                     \ogJi^ 

o«903  457 

(tx  -  Q 

2„io7  210                          JXi 

-  8"oo7 

8m(A^-nj 

9-999272                  (<i— <o)^m 

-  i°47'  9"i39 

[tl  —  0  TT^ 

i„788 180                            JXi 

—  I    47  1715 

cos  (X„—nj 

8-762  300                            Jß 

—  I     1-30. 

^ßm 

0-352  977 

Diese  Resultate  sind  mit  jenen  der  strengen  Formeln  völlig  identisch. 

Von  den  vorstehend  entwickelten  Formeln  wird  man  bei  Bahnbestimmungen 
häufig  genug  Gebrauch  machen,  besonders,  wenn  dem  Rechner  die  Aufgabe  gestellt 
wird,  die  Reduction  der  bei  den  Beobachtungen  benützten  Vei^leichsteme  selbst 
auszufuhren.  Man  ist  in  diesem  Falle  genöthigt,  die  Positionen  der  Sterne  den  Stem- 
katalogen  zu  entlehnen  und  dieselben  von  der  Epoche  des  Jahresanfanges,  auf  wel- 
chen der  Katalog  bezogen  ist ,  auf  die  des  Beobachtungsjahres  zu  reduciren ;  hat 
man  mehre  derartige  Verwandlungen  für  denselben  Katalog  und  für  dasselbe  Be- 
obachtungsjahr auszuführen,  so  wird  die  wiederholte  Benützung  der  .in  diesem  Falle 
Constanten  Werthe: 

^mi^i  —  0 »    log  (^  —  ^o)  «m  und  log  (/,  —  /J  ^  n„^ , 

die  Rechnung  wesentlich  abkürzen. 

Die  Erfahrung  hat  gelehrt,  dass  die  Angaben  der  verschiedenen  Kataloge  für 
die  Stemorte  mit  mehr  oder  minder  erheblichen  systematischen  Fehlem  behaftet  sind, 
die  im  Allgemeinen  vor  Benützung  der  Positionen  in  Rechnung  gebracht  werden  soll- 
ten. Doch  hat  bei  der  gegenwärtigen  Sachlage  die  strenge  Reduction  der  verschie- 
denen Kataloge,  hauptsächlich  in  Folge  der  mangelhaften  Kenntnis  der  Eigenbe- 
wegungen,  immerhin  etwas  missliches,  so  dass  genaue  Angaben  über  diese  Reduc- 
tionsgrössen  für  die  älteren  Kataloge  derzeit  nicht  gemacht  werden  können;  ich 
verweise  in  Bezug  auf  die  eventuell  anzubringende  Correctionen  auf  die  Arbeiten 
von  Argelander  (yter  Band  der  Bonner  Beobachtungen)  und  Auwers  (astr.  Nachr. 
No.  1536  und  Fundamental -Katalog  für  die  Zonenbeobachtungen,  pag.  7 — 12). 
Bruhns  gibt  in  No.  2381  der  astr.  Nachr.  eine  Zusammenstellung  dieser  auf  der 
Leipziger  Sternwarte  benützten  Quantitäten. 
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Würde  von  den  in  diesem  Lehrbuche  entwickelten  Aberrationscoefficienten 
Gebrauch  gemacht ,  so  wäre  zu  beachten ,  dass  die  bisher  publicirten  Stemkataloge 
das  kleine,  aus  dem  Producte  der  Aberration  in  die  Erdbahnexcentricität  entstehende 
Glied  nicht  enthalten :  man  hätte  daher  die  diesbezüglichen  Positionen  für  dasselbe 
zu  corrigiren,  also  die  Katalogspositionen  [vergl.  12a)  und  12b)  pag.  115]  um  die 
Beträge : 


Ja  =  —  Ä^sin  (-H0+  cf)  secrf 

Jd  =  —  ÄqCOS  (fio+  ^)  sinrf  —  tocosd 


logA 

Äo 

«0 

1800 

9-534 

35  «"3 

—  0"022 

1850 

9-534 

350-5 

0024 

1900 

9-534 

349-7 

0-026 

59) 


ZU  verbessern ,    welche  Correctionen   leicht   mit   den   Reductionen  der  Kataloge  auf 
ein  bestimmtes  System  vereinigt  werden  können. 

Hat  man  die  Positionen  eines  Sternes  aus  mehren  Katalogen  entlehnt  und 
auf  dasselbe  mittlere  Äquinoctium  reducirt ,  so  weichen  die  so  erlangten  Positionen 
häufig  weiter  von  einander  ab ,  als  man  dies  nach  der  Genauigkeit  der  Beobach- 
tungen erwarten  sollte ;  zeigen  diese  Fehler  einen  der  Hauptsache  nach  mit  der  Zeit 
fortschreitenden  Gang,  so  wird  die  Ursache  dieser  Abweichungen  wohl  in  einer 
Eigenbewegung  des  Sternes  zu  suchen  sein;  sollte  eine  solche  schon  bei  der  Re- 
duction  berücksichtigt  worden  sein,  so  kann  man  schliessen,  dass  dieselbe  noch  einer 
Verbesserung  bedürfe.  Wenn  man  von  einer  bestimmten  Epoche  /„ausgeht,  für  welche 
z.  B.  für  die  Rectascension  der  Werth  «^  angenommen  wurde  und  wenn  die  Kata- 
loge für  die  Epochen  der  Beobachtungen  ^i,  i?2,  ^^  •  •  •,  für  die  man  meist  ohne  er- 
heblichen Fehler  die  Hauptepoche  des  betreffenden  Katalogs  ansetzen  darf*),  die  auf 
das  gemeinsame  Äquinoctium  reducirten  Rectascensionen  beziehungsweise  «i,  ofj,  aj  •  • 
geben,  so  kann  man  Bedingungsgleichungen  von  der  Form  : 


«2-  «0=   ^«„+(*';)(<,_<J 


aufteilen.    Setzt  man  abkürzend  : 

X  =  JUo 

y^ 

(a,  —  aj  Vgi  =  «, 

yj\=ai 

{h  -  <o)  V^  =  *. 

(f 2  —  «o)  yji  =  »2 

V^  =  Ö2 

{k  -  g  yjt  =  h 

in    welchen  Gleichungen  g\  gi  •  '  '  die  Gewichte   darstellen,    die   man  den   Resul- 

♦)  Bei  beträchtlicher  Eigenbewegung  wird  man  so  weit  als  thunlich  die  genaue  Epoche  der 
Beobachtung  zu  ermitteln  trachten. 
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taten  der  verschiedenen  Kataloge  in  einem  vorgelegten  Falle  zu  ertheilen  Veran- 
lassung hat;  so  nehmen  die  obigen  Bedingungsgleichungen  die  Gestalt  an: 

»2  =  «2^  +  hy 

Der  wahrscheinlichste  Werth  findet  sich  dann,  wenn  man,  dem  zweiten  Bande  die- 
ses Lehrbuches  vorgreifend,  die  dort  bei  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  aus- 
geführten Entwicklungen  benutzt: 

[bb][an]-^[ab]{bn]  [aa]  [bn] -- [ab]  [an] 

[aa]  [bb]  —  [ab]  [ab]  ^         [aa]  [bb]  —  [ab]  [ab] ' 

wobei  abkürzend: 

[an]=a,w,-fa2«2-f-a3«3+.-.  =^i(a,— ao)+^2(«2— «o)+^3(«3— «o)H 

faa]=öiöi+a2Ö2-f-a:iö^,+...  =^i+^2+^3H 

[ab\  =ö,  bx  +«2*2+03*3+ •  •  •    —itl—to)Sfx  +{h—Qff2+(^3—Qffli+"  • 
[bb]  =*ii,+i2*2+M3+-    =(^l-^o^Vl+(^^-gV2+(^|-OV3+-- 

gesetzt  ist.  Man  kann  aber  die  Rechnung  wesentlich  vereinfachen,  wenn  man  für 
t^  die  Zeit  nimmt,  welche  durch: 

^  jfi  -f  ifa  -f  ^3  -f ' 

bestimmt  ist;  dann  wird,  da  [ab]  in  diesem  Falle  nothwendig  der  Null  gleich  ist: 

^  _.  ^^    _  («i  —  «o)  gi  -f  («2  —  «o)^  +  («3  —  ttp^^s  H _.  [an] 

°  9i  +  gi-hgz-^ [aa] 

_da.    _[bn[ 

V  —  dt  ~  [bb]' 
Der  Werth  von  t^  wird  im  Allgemeinen  nicht  mit  der  Epoche  des  gemeinsamen 
Äquinoctiums  zusammenfallen,  mit  Hilfe  des  Werthes  von  y  wird  es  jedoch  nicht 
schwer  sein,  die  für  i^  geltende  Rectascension  auf  diese  Epoche  zu  übertragen.  Ein 
auf  dieselben  Principien  gegründetes  Verfahren  wird  man  ziur  Bestimmung  der  Eigen- 
bewegung in  Declination  anwenden  können. 

Nachdem  in  den  bisherigen  Entwicklungen  der  Einfluss  der  Präcession  auf 
die  Elemente  der  Bahnlage  und  auf  die  polaren  Coordinaten  eines  Ortes  ermittelt 
worden  ist,  erscheint  es  nun  wünschenswerth,  die  Wirkung  der  Präcession  auf  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  und  zwar  zuerst  für  die  Ekliptik  zu  bestimmen,  weil 
nach  Vollendung  dieser  Entwicklungen  die  Resultate  in  bekannter  Weise  für  den 
Äquato^*  verwendet  werden  können. 

Multiphcirt  man  die  Gleichungen  31)  (pag.  213)  beiderseits  mit  der  Ghröese  q 
und  fuhrt  statt  der  polaren  die  rechtwinkligen  Coordinaten  (vergl.  pag.  6)  ein ,  so 
findet  sich: 

Xi  cos(iT  +  /)  +  yi sin (il  +  /)  =  +  a^ocosil  +  y^Binll 
—  Xi  sin(il  +  /)  +  yiCos(iI  +  /)  =  —  :ro8inJI cos/r  +  y^cos  JTcostt  +  ZoSinn 

«1  =  +  aToSinJIsinTT  —  yocosilsin/r  +  z^costv^ 

Oppolxer,  Bftknb«ttiBmongeii.  I.  2.  AviUge.  30 
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au8  welchen  Gleichungen  sofort  resultirt: 

^1  =  Xq  {cos  TT  cos  (IT  +  l)  -\-  sin  Jl8in(n  +  Z)cosyr}  + 

+  Vo  {sin  TT  cos  (TT  +  l)  —  cos  TT  sin  (TT  +  /)co8/r}  —  2oSin(TT  +  /jsin/r 

y\  =  ^o  {^ös  TT  sin  (TT  -{-  /)  —  sin  TT  cos  (TT  +  /)  cos  n)  + 

+  y^  {sin  TT  sin  (TT  +  /)  +  cos  TT  cos  (TT  +  /jcos/r}  +  ^oCos(TT  +  t)smn 

^i  =  ^o  ^^"  ^  s^^  ^  —  yo^^s  TT  sin  TT  +  -^Tj,  cos  tt. 

Statt  dieser  Gleichungen  können  die  folgenden  geschrieben  werden: 

^t  =  ^o  +  ^x^o  +   ^^xVo  +  ^x^o    ) 
yi  =  yo  +  ^2/  ^o  +   Yyyo  +  ^y  ^ü    /      M 
^1  =  -o  +  ^5  ^o  +   Y3  Vo  +  ^z  ^oy  1 
in  welchen  offenbar  gesetzt  worden  ist: 

X^  =  —  2  {9in|/2  4_  sin  TT  sin  (TT  +  /)  sin  1 71:2) 

y^  =  —  sin/  +  2  cosTTsin(TT  +  l)sm^/T^ 

Zp  =  —  sin  (TT  4"  ^)  sin  /r 

Xj,  =  -f-  sin/  +  2  sin TTcos(TT  +  /)8in  |  /r^ 

Yy  =  —  2  {sin^/^  +  co8TTcos(TT  +  /jsin^/r^) 

Zy  =  4-  cos(TT  +  /jsin/r  » 

X-5  =  4"  sin  TT  sin  TT 

y^  =  —  cos  TT  sin  TT 


z,= 


2sin|7r2. 


6ia) 


Nimmt  man  in  diesen  Ausdrücken  nur  die  Glieder  dritter  Ordnung  in  Bezug  auf 
die  Zeit  mit  und  setzt : 

/  =  {X,  +  A,'(/„  -  1850)  +  A,"(<„  -  i85o)J}{<,  —  U  + 
+  {k  +  ^'  (fo  -  1850)}  (<,  -  O*  +  A3  (<,  —  U' 
tgjrsiuJI  =  {a,  +  ffi'(<„  —  1850)  +  a,"(<„  -  i85o)2}(<,  —  g  + 

+  {02  +  Oi'ito  —  i85o)}(<,  —  g^  +  ff3(<,  _  gn 
tg7rcos/I  =  {y,  +  yi'(<„  —  1850)  +  7"[K  —  '850)2} (/,  -  U  + 
+  {^2  +  y^'l^o  -  1850)}  (<,  -  U*  +  y3(<i  -  Q\ 

in  welchen  Formeln  die  numerische  Bedeutung  der  Coefficienten  durch  Verglei- 
chung  mit  den  entsprechenden  Ausdrücken  in  1 5)  (pag.  202)  ersichtlich  ist,  so  wird 
innerhalb  der  gesteckten  Genauigkeitsgrenzen : 

X^  =  -  (1  (A,2  +  a,»)  +  {K  K  +  Ol  a,')  «„  -  1850)}  (/,  -  y  »- 

-  {A,  A,  +  ff,  ff,  +  ^ff,  y,  A,}  (<,  —  g» 
Yx  =  -  {^  +  ^'  (<o  -  1850)  +  K  (to  -  1850)2}  (<,  -  g  +  {(-  Ai  +  iff.y.)  + 

+  (-  V  +  i  kl  yi'  +  yi  <f.'])  Co  -  «850)}  (/,  -  O^  + 

+  (1^,3  -  As  +  I  [yi  ffj  +  ff,  yj  +  A,  y,2]}  (/,  _  g » 
^x  =  -  {«^1  +  Ol'  (<o  -  "850)  +  (r,"(/o  -  1850)2}  (<,  —  g  -  {(ff,  +  A,y,)  + 

+  K  +  A, y,'  +  y,  A,')  (<„  -  1850)}  (<,  -  g»  + 
+  {-<^3-A,y2-y,A2  +  loi(A,24-a,2+y,2:}(<,-g' 
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Xy  =  +  (i,  +  i,'  (/o  -  1850)  +  K  (/„  -  1850)2}  (<,  _  Q  +  {(Aj  +  la, y.)  + 

+  (V  4-  i  [ff»  Yx  +  yi  ffil!  (<o  -  1850)}  {k  -  t^?  + 
+  {-  i^i»  +  ^  +  i bi  »2  +  ff.  y2  -  h ffi^]}  (<i  -  O' 

Yy  =  -{\  i^,»  4-  yi»)  +  (A,  A,'  +  y,  y,')  (<„  -  1850)}  (<,  -  0»  + 

+  {—  ^^  —  y.y»  +  lffiyi^}(<i  -  to? 

Zy  =  +  {yi  +  yi'  (<o  -  1850)  +  y,"  (<„ -  1850)*}  (A  -  0  +  {(yj  -  A,  a.)  4- 

+  (y2'  -  ^1  ffi'  -  ffi  ^')  (<o  -  1850)}  (/,  -  g'  + 
+  {ys  -  ^1  ffj  -  ffi  ^  -  iyi  [^1'  +  ffi^  +  yi*l}  (<i  -  O' 

X,  =  +  (ffi  +  ffi'  (<„  -  1850)  +  ff,"  (/„  —  1850)2}  (<i  —  g  + 

+  {ff2  +  ffj'  (<„  -  1850)}  (<,  -  0  2  4-, 
4- {ff3-iffi  [ffi»  4- y.^]}  (<.-<„)» 

i',  =  -  {yi  +  y.'  (<o  -  1850)  4-  y,"  (<„  -  1850) '}  (t,  -  <„)  - 

-  {yj  4-  yj'  (<„  -  1850)}  (t,  -  Q^  4- 
+  {-  ys  +  J  y,  [ff,*  4-  y.2]}  (<,  -  O» 

^,  =  -  {i  (ffi*  +  y,*;  +  (ffi  ffi'  +  yi  y.')  (<o  —  »850)}  (ti  —  o*  - 

—  {ffiff2  4-yiy2}(<i  — <o)'- 

Die  numerische  Substitution  in  diesen  Ausdrücken  ergibt,  wenn  man  die  Resultate 
in  Einheiten  der  zehnten  üecimale  ansetzt,  für  die  Transformation  der  rechtwink- 
ligen Coordinaten: 

296-570  —  0-002665  {fo  —   1850)}  [ty  —  t,P  +  {—  0-001333}  (<1  —  0* 

—  2435445  —  10-948  (<o  —  1850)  —  0-000045  {fo  —   »850)»}  (<,  —  /„)  4- 

—  5-477  —  0-000041  {t„  —  1850)}  (<,  —  g2  4-  {4-  0.024066}  (tt  —  g» 

—  2832  4-  3-715  (<o  —  1850)  —  0-000004  (/„  —  1850)2}  {ti  —  g  4- 
4-  4-667  4-  0-000026  [t„  —  1850)}  [ti  —  g2  4-  (4-  0-000041}  (/,  —  g» 
+  2435445  4-  10-948  (/„  —  1850)  4-  0-000045  {t„  —  1850)2}  (<,  —  g  4- 

4-  5-47«  +  0-000049 (<„  —  1850)} [ti  —  g  4-  {—  0024062} [ii  —  g» 

—  296596  —  0-002667 (/„  — 1850)} (ti  —  g2 4- (—0-001333} ((!,  —  g» } 6ib) 

—  23074  —  0-139  (/■„  — 1850)  4-  0-000298  {(„  —  1850)2}  [ti  —  g  4- 

—  0-414»)  4-  0-000748  (<„  —  1850;.}  (ti  —  g2  4-  {4-  0-000477}  {(t  —  g» 

4-  2832  —  3-7 «5  (<o  —  1850)  4-  0-000004(^0  —  1850)*} (<i  —  g  4- 
4-  0-952  4-  0-000033  (<o  —  1850)} (<,  —  g»  4-  {—  o-oooou}(<i  —  ga 
4-  23074  4-  0-139  ('o  —  »850)  —  0-000298  (<o  —  i85o)2}(^  —  g  4- 
4-  {—  0-275  4-  o-oooi53(<o  —  i85o)}{/|  —  g2  4-  {—  o-oooo26}(<,  —  g» 

Zg  =  { —  0-027  +  0-000001  (t„  —  1850)}  (<,  —  g2  4-  {o-oooooo}  (<,  —  g*. 

Um  die  Formeln  für  die  Transformation  der  äquatorealen  Coordinaten  x„', 
ffo'i  *o'>  die  sich  auf  den  mittleren  Äquator  zur  Zeit  /■„  beziehen,  in  die  Aquator- 
coordinaten  a;,',  y,',  z/,  für  welche  als  Fundamentalebene  der  mittlere  Äquator  zur 
Zeit  ti  gilt,  zu  erhalten,  braucht  man  nur  in  den  Ausdrücken  61a)  statt : 

/  zu  schreiben  :  m 


z^  = 


Xy^ 


4- 
4- 
4- 


Zy    = 

4- 
4- 


n 
n 


P  =  90«—  p. 


*)  Der  numerische  Werth  dieses  Coefiicienten  i»t  im  2.  Bande  (i.  Aufl.)  pog.  87  unrichtig  an- 
gegeben; statt  —  0'69r  sollte  mit  den  dort  gebrauchten  Präcessionsconstanten  —  0*42  einzusetzen  sein. 

^  30* 
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Man  erhält  sofort:  • 

y,'  =  y„'  +  X;<+y„'y„'  +  Zy'z„'    [    62) 

z,'  =  V  4-  X,';c„'  +  r,'yo'  +  Z,'V,  I 
wobei  anzunehmen  sein  wird: 

X^  =  —  2  {sin^m'  +  cosjjcos  (m  — pjsin^n'} 

Y^  =  —  sin»»  +  2sin/>co8(m  —  />)8in^»^ 

2j.'  =  —  cos  (»»  —  />)  sinn 

Xy'  =  4-  sinm  —  2co8/i8in(m  —  pjsin^n^ 

Yy  ^=  —  2  (sin^»»'  —  sin/>8in  (m  —  p)  sin^n'}     ^    62a) 

2y'  =  —  sin  (m  —  p)  sin  « 

X,'  =  +  cospsin« 

Yg  =  —  sin  jB  sin« 

Zg  =  —  2  8in|»2. 

Lässt  man  die  Glieder  vierter  Ordnung  weg,  so  kann  auch  geschrieben  werden: 

X^'=— 4»»2— 1«2  ,     Xy'=m—lm3—^{m—p]n^,  X,'  =  »  — i»«— 4«/»' 

YJ=~-m  +  imi  +  \pn^         ,     Yy'=-lm^  ,   Y;  =  -np 

Z^'=— M  +  i«3+i«(>»— /»)^    Zy'=-'^-p)n  ,  z;  =  -\n\ 

Setzt  man: 

m  =  (/<!  +  ^,'t  +  ^i"t»)  r  +  (,i,  +  ii^x)  T^  +  tiiTi 

M  =  (y,  4-  v{t  +  v/'r«)  T  +  K  +  »'2'»^)  T^  +nT^ 

P  =  {tpi+(pi'T]T+ipiTi, 

und  beachtet,  dass  9)1  =  4f(|  und  99/  ==  -^ju/  angenommen  werden  kann,  so  ist  inner- 
halb der  gesteckten  Genauigkeitsgrenzen: 

Xx'  =  {—  i(/'.'  +  »'1')  -  {/*.i«i'  +  »'.»'1')  r}Ti  +  {-  (M,/«?  -f  ViVi)}  T» 

^x'  =  {--  »'1 — »-i'  »^  -  ^''-r*}  r  +  {-  yj  —  »/j'  t}  r»  +  {-  y,  +  in»  +  tv,  .u,  J}  r» 
x; 


K  +  /'i''^  +  /'i"i^^}  r  4-  {/<2  +  /'2'^}  T»  +  {+  f'3  -  i/'i*  -  i/«i  n')  7^ 


X,'  =  {r,  4-  v^'x  +  n"!^^}  r  +  {n  +  *'2'»^}  r*  +  K  —  i>/i»  —  in/<,2} r» 

Yg'  =  {—  \nfii  —  (^fiivi'  +  i|U,V,)  t}  TJ  -I-  {—  y.qoj  —  liuii/,)  T» 
Z,'  =  {—  \vt^  —  *'i*'i't}  r*  —  nfi  T^- 

Die  numerische  Substitution  ergibt,  wenn  man  die  Besultate  in  Einheiten  der'  zehn- 
ten Decimale  ansetzt,  für  die  in  62)  auftretenden  Transformations-Coefficienten : 

x^'  =  {—  296.570  —  0-002665  (<o  —  «850)}  (/,  —  g'  -I-  {—  0.001333}  (<i  —  0» 

y^.'  =  {—  2233018  —  13.765  [t„  —  1850)  —  0-000043  [to  —  1850)2}  (<,  _  «„)  + 

+  {—  6.882  —  0.000043  «o  —  i85o)}(<,  —  y»+  {+  0-022060}  (<i  —  y  » 
Za,'  =  {—  972124  +  4.203  (<o  —  1850)  +  o-oooo23(<„  —  i85o)»}(<,  —  Q  + 

+  {+  2.101  +  0.000023  (<„  —  1850)}  (<,  —  g!"  +  {+  0-009618}  [ty  —  g» 
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Xy'  =  {+  2233018  +  13-765(^0  —  1850)  +  0.000043  (t^  —  i85o)2}(^  —  0  + 

+  {+  6.882  +  0.000043(^0  —  1850)}  (^1  —  O^  +  {—  0.022060}  (^i  —  0»     . 
Yy  =  {—  249.319  —  0.003074  {t^  —  i85o)}(^  —  Q^  +  {—  o.ooi537}(/i  —  ^3  }    ^  ) 
Zy  =  {—  108-539  —  0.000200(^0  —  1850)}  (^  —  y«  +  {—  0.000288}  (<,  —  ^3 
^i={+  97^124  —  4-203 (/o  —  1850)  —  0.000023(^0—  1850P}  {ti  —  O  + 

+  (_  2.101  —  0.000023(^0  —  1850)}  (t^  —  Q^  +  {—  0.009618}  [ti  —  g3 
y/  =  {—  108.539  —  0.000200(^0  —  1S50)}  (ti—  to)'^  +  {+•  0.000088}  (/t—  /o)^ 

Zj    =  {—  47-251  +  0.000409  (^o  —  1850)}  [ti  —  /o)^  +  {+0.000204}  [ti  —  /o)^-  ^ 

C.  Nutation. 

Wie  schon  oben  bemerkt  wurde,  fasst  man  die  periodischen  Änderungen  der 
Fundamentalebene  unter  dem  Namen  der  Nutation  zusammen;  da  diese  durch  die 
Änderungen  der  Lage  des  Äquators  allein  bedingt  ist,  so  werden  die  Breiten  eines 
Himmelskörpers  durch  dieselbe  nicht  verändert.  Oben  (pag.  183 — 186)  finden  sich 
die  vollständigen  Ausdrücke  für  die  Nutation  in  Länge  und  Schiefe;  nimmt  man 
alle  jene  Glieder  mit,  deren  Coefficienten  in  der  Länge  o"oo5,  in  der  Schiefe  o"oo2  5 
überschreiten ,  femer  jene  kleineren ,  die  sich  mit  den  vorhandenen  Argimienten 
leicht  berechnen  lassen,  und  gruppirt  dieselben  nach  den  Argumenten,  so  wird  der 
Ausdruck  £ur  die  Nutation,  das  Jahr  1900  als  Ausgangsepoche  genommen,  sein: 

in  der  Länge: 
+  o"i255  sin/—  o"ooo3i(?i^=^^)sin/ 

+  o"ooi6  sin  2/ — o"ooooi|-^^^^— |sin  2/ 

+  o"o2i3  sin (/+  2U/+2Q)  —  0^^00005 (^ "j'JJ'^jsin ((/'+  210 +  2Q) 

—  i"2648  sin  (2/+  2w'+2Q)—  o"oooi3('?^^^)sin(2/+  2lo'+2Q) 

—  o"o494  8in(3/+2w'+2Q)  +  o"oooi2(^^-=^)8in(3iir'+ 2w'+2Q) 

—  o"ooi5  sin  (4/+  2U}'+2Q)+  o'^ooooi (^""'^°^)8in (4/+  2co''{-  2Q) 

—  I7"28i9  sinQ  +  0^0003  cosQ—  o''pi77o|^^~"'^^)sina  \ 

+  o"2095  sin  2  Q  +  o"oooo2(  ^^ -^— jsin  2  Q  ) 

—  0^2044  sin(2^  +  2((;  +  2  0)  }  Arg.  III 
+  0^0678  sin^  +  o"oo28  sin  2^  +  o"ooo2  sin3y  }  Arg.  IV 

—  o"o343  sin  {2g  +  2w  +  Q)  )  Arg.  V 

—  0^0262  sin  [ig  4-  2w  +  2Q)  }  Arg.  VI 
+  o"oi 50  sin  [g' —  2/+  2U}  —  2cu')  +  o"oooi  sin  {2g — 4/+  4w — 4^')   }  Arg.  VII 
+  o"oi25  sin  (2/+  2w'+  Q)  .                }  Arg.  VIII 
4-  o"oii5  sin(5'  +  2((;  +  2Q)  }  Arg.  IX 
+  b"oo6i  sin  [2g  —  2/+  2w  —  2w')  }  Arg.  X 
+  o''oo58  sin  fe'  +  Q)  }  Arg.  XI 

—  o"oo57  sin  (—  ^  +  ß)  }  Arg.  XII 
+  0^0052  sin  (2((;  +  Q)  }  Arg.  XIII 

—  o"oo52  sin  (3^  —  2/+  4w  —  2w'+  2Q) ,  }  Arg.  XIV 
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in  der  Schiefe: 

—  0^0092  cos (/+  2w'+  zQ)  +  o"oooo3(-^^^|co8(/+  2co'+  2Q) 

4-  0"5488  cos  (2/+2w'+2Q)  —  0^^00029(^^'^'^)c08 {2ff'+  2W'4.2Ö) 

+  o"o2i5  co8(3^'-|-2tt>'+2Q) —  o"oocx)7|— J-^|co8(3^'+2w'+2Ö) 
+  o"ooo7  cos  (4/+  2w'4-  2Ö) 

+  9"2365  cos  Q  +  o''ooo92|     J^^^l  cos  Q  | 

iZI  ^??|  cos  2  Q  ) 

+  o"o887  cos  [ig  +  2w  +  2Q)  }  Arg.  IIl 

+  o"oi83  cos  [ig  +  2co  +  Q)  }  Arg.  V 

+  o"oii4  cos  (3^  +  2w  +  2Q)  }  Arg.  VI 

—  o"oo67  cos  (2/+  2w'+  Q)  }  Arg.  VIII 

—  o"oo5o  cos  (^  -|-  2w  -|-  2Q)  }  Arg.  IX 

—  o"oo3i  cos  (^  +  *^)  }  Arg.  XI 
+  o"oo3i  cos  (—  ^  +  Q)  }  Arg.  XII 

—  o"oo28  cos  [210  4-  Q)  }  Arg.  XIII 
+  o"oo23  cos  (3^  —  2g' +  4(0  —  210'+  2 Q).  }  Arg.  XIV 

Die  Berechnung  dieser  Ausdrücke  von  Fall  zu  Fall  würde  recht  beschwerlich  wer- 
den, auch  wenn  man  sich,  wie  dies  gewöhnlich  geschieht,  auf  die  zu  den  Argu- 
menten I  und  II  gehörenden  Glieder  allein  beschränken  würde ;  es*  ist  deshalb 
wünschens werth ,  Tafeln  zu  besitzen ,  welche  in  einfacher  und  zweckmässiger  Weise 
die  Ermittlung  der  Nutationswerthe  gestatten ;  solche  sind  in  diesem  Werke  aufge- 
nommen. Es  soll  vorerst  auf  die  Argumente  und  dann  auf  die  Einrichtung  dieser 
Tafeln  eingegangen  werden.  Nach  Hansen 's  Mondtafeln  ist,  wenn  ^i  in  juliani- 
schen Jahren  angetzt  ist  und  als  Ausgangspunkt  der  Zählung  1800  Jan.  o-o  Green- 
wicher  Zeit  gilt: 

g  =  iio°i9'33"64  +  (i3X36o^+33ii58"37i5){^—  1800) -|- 

+  49    435(S— )    +oo5oo73(V,-) 
10  =  192°    7'  2r'9i  +  2i6ii5"2207(^i—  1800)  —  44"323r^~^)    — 

Q  =     330  ,6'  3i"i5  -  69629"396i(<i-  1800)  +  8"i8gi^^~;^°Y 

,        „  /^i— i8oo\3 

+  ooo7i59(--,^^)   > 

nach  Le-Verrier's  Sonnentafeln,  denen  die  Epoche  1850  Jan.  i-o  mittl.  Pariser 
Zeit  zu  Grunde  liegt: 

g'^  ey+  Q  =  280°  46'  43"5i  +  i296o27"6784(^  —  1850)  +  i"i073(^^^^^Y 
co'+  Q  =  280°  21'  2i"5  +  6i"6995(^i  -  1850)  +  i"82  3f*7jj^-)'. 
Die  Le-Verri  er 'sehen  Tafeln  geben  die  mittlere  Länge  und  die  Länge  des  Peri- 
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gäums,  vermehrt  um  den  constanten  Theil  der  Aberration,  es  wird  {g'+io'-\-ü) 
und  (w'-\-  Q)  demnach  um  2o"48  zu  vermehren  sein. 

Reducirt  man  Alles  auf  die  Epoche  1900  Januar  o-o  mittl.  Greenwicher  Zeit 
und  lässt  die  Glieder  dritter  Ordnung  fort,  so  erhält  man  aus  den  vorstehenden 
Zahlen  die  folgenden  Ausdrücke: 

ff  =  296°7'6"3  +  (i3X36oO+33"59"36'7)(<i-i90o)  +  49"437('^r'')' 
t"  =     75°8'47"9  +  2161 14"3329(<.-  1900)  -  44"324f-^^^)' 
Q  =  259°  10'  5o"4  —  69629"232i  (^—  1900)  +  S"  i^gj^-^'^^Y 
w'+Q  =  28i»i3'7"2  +  6i"7i77(<.-  1900)  +  i"823(^!^^)' 
g'+  w'+Q=  279°4i'48"8  +  (360»+  27"6895)(<,-  1900)  +  i"i073f-^'~-)'. 

Wie  man  siebt,  ist  das  Argument  (o'-f-  ^  (Länge  des  Sonnenperi^ums)  verhältnis- 
mässig geringen  Änderungen  mit  der  Zeit  unterworfen,  weshalb  man,  da  bei  Be- 
rechnung der  Nutation  für  sehr  ferne  Epochen  niemals  die  grösste  Schärfe  nöthig 
sein  wird:  ,^  ,  ,^  ,  . 

.'+«  =  -o+a(^r)  =  ^8.°.3'7"^  +  6.7."77f-T<r), 
setzen  und  den  unter  dem  Arg.  I  zusammengefassten  Argumenten  die  Form : 

ff'+2iü'+2Q'=    (<7'+co'+Q)+    7r^+   a       „ 

4ff'+ 2w'+ 2Q' =  4(g'+ (ü'+Q) —27tQ— 2a       ,,      , 

ertheilen  darf.  Hierauf  sind  die  unter  dem  Sinus-  und  Cosinus-Zeichen  auftretenden 
mit  der  Zeit  multiplicirten  Grössen  nach  Potenzen  derselben  zu  entwickeln,  wobei 
man  sich  aber  auf  die  Berücksichtigimg  der  ersten  Potenzen  beschränken,  demnach 
alle  Glieder  dieser  Gruppe  von  dem  Argumente  {ff'-\-  (o'-\-Q)  :=  I  abhängig  machen 
kann.  Es  ist  hier  Arg.  I  dieselbe  Grösse,  welche  bei  der  Aberration  (pag.  ii6)  be- 
nützt wurde.     Man  erhält  schliesslich   für  die  dem  Arg.  I  angehörenden  Nutations- 

glieder  den  Ausdruck: 

in  Länge: 

4-  o"i022  cos  I  +  o"o285  sin  I  +  {—  o"ooo86  cos  I  -h  o"oo424  sin  I  }  ('*7j^''-) 
-|-  o''ooo6cos2l —  i"2663sin2l-|-  {-}-  o"oooo9cos2l — o"oooo8sin2l}       ,, 

—  o"o485cos3l — o"oo96sin3l+  {+  o"ooo4i  C0S3I  —  o"ooi43sin3l)       ,, 

—  o^ooGÖcos 4I  +  o"ooi4  sin  4I  -|-  { —  o"oocx)8  cos 4I  —  o"oooo4  sin  4I}       , , 

in  Schiefe: 

—  o"ooi8co8  I  —  o"oo9osin  I  +  { —  o"ooo26  cos  I  -|-  o"oooo8  sin  I  )  I  '~"-^°j 
-f-  o"5488cos2l  +  { —  o"ooo29cos2l  } 
-f-  o"oo42  cos  3I — o"o2 1 1  sin  3I  +  {-}-  o"ooo62  cos  3I  +  o"ooo20 sin  3I } 

—  o"c)Oo6  C0S4I — o"ooo3  sin  4I  +  {+  o"oooo2  cos  4I  —  0^00004  sin  4I} 

Die  hier  mitgetheilten  zum  Argumente  I  gehörigen  Werthe  und  die  oben  angeführ- 


ff 
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ten  (pag.  237  und  238)  von  den  andern  Argumenten  abhängigen  Ausdrucke  sind,  in 
hinreichend  engen  Intervallen  berechnet,  in  der  Tafel  X  angenommen,  die  Argu- 
mente selbst  in  einem  Masse  angesetzt,  von  welchem  hundert  Einheiten  der  Peri- 
pherie gleich  kommen,  es  können  also  an  dieselben  beliebige  Vielfeiche  von  Hundert 
additiv  oder  subtractiv  angebracht  werden.  Zur  Bildung  der  Argumente  finden  sich 
die  Ausgangswerthe  in  der  angegebenen  Einheit  für  Januar  o-o  mittl.  Greenwicher 
Zeit  der  gemeinen  Jahre,  für  Januar  i-o  der  Schaltjahre  in  Tafel  Xa,  welche  ausser- 
dem die  um  io"5  verminderte  Schiefe  der  Ekliptik  für  dieselben  Epochen  enthält. 
Letztere  Grösse  sowie  die  Argumente  1  und  II  sind  vom  Jahre  i6cx)  bis  2199  mit- 
getheilt,  die  übrigen  Argumente  aber  nur  für  den  Zeitraum  1800 —  1999,  da  das 
Bedürfois  nach  genauer  Ermittlung  der  Nutation  für  andere  Zeiträume  gegenwärtig 
nicht  vorhanden  ist.  Am  Fusse  der  Tafel  Xa  finden  sich  auch  jene  Correctionen 
der  Argumente,  die  man  anzubringen  hat,  wenn  man  die  Kechnung  für  andere 
Hauptmeridiane  oder  andere  Epochen  ausführen  will;  die  Art  der  Anwendung  dieser 
Zusatztafel  ist  wohl  selbstverständlich.  Ausserdem  habe  ich  die  Änderungen  der 
Argumente  für  jeden  Zehntheil  des  Tages  aufgenommen,  imi  eventuell  die  Rechnung 
für  eine  beliebige  Epoche  ausführen  zu  können. 

Die  Tafel  Xb  gibt  jene  Correctionen  der  Schiefe  und  der  Argumente,  welche 
man  an  die  Werthe  der  Jahrestafel  anbringen  muss,  um  die  Argumente  des  an- 
gesetzten Tages  zu  erhalten ;  dieselbe  gilt  für  o*  Greenw.  Zeit ,  die  erforderliche 
Änderung  für  eine  andere  Epoche  wird,  wie  schon  oben  bemerkt,  gleich  bei  der 
Jahrestafel  berücksichtigt.  Bei  der  Addition  werden  die  allenfalls  auftretenden  Hun- 
derte in  den  Argumenten  fortgelassen,  für  die  Monate  Januar  und  Februar  hat 
man  den  doppelten  Eingang  zu  beachten,  der,  je  nachdem  das  Jahr  ein  gemeines 
oder  ein  Schaltjahr  ist,  entsprechend  der  Aufschrift  gewählt  werden  muss.  Hat 
man  eine  ephemeridenartige  Rechnung  auszuführen,  so  wird  diese  wesentlich  er- 
leichtert, wenn  man  die  Zahlen  der  Jahrestafel  auf  den  unteren  Rand  eines  Papieres 
schreibt  und,  dasselbe  über  die  entsprechenden  Tageszahlen  haltend,  durch  Addition 
die  erforderlichen  Argumente  für  die  einzelnen  Tage  bildet.  Zu  der  Columne  e  der 
Tafel  Xb  ist  zu  bemerken,  dass  für  die  Änderung  der  mittleren  Schiefe  0^5  -f-  Än- 
derung der  Schiefe  gesetzt  ist,  \xm  stets  eine  additive  Correction  zu  erhalten. 

Mit  den  erhaltenen  Argumenten  geht  man  in  die  Tafeln  Xsbis  Xq  ein,  die 
übrigens  ausser  der  Nutation  in  Länge  und  Schiefe  noch  andere  Grössen  enthalten, 
auf  welche  weiter  unten  näher  eingegangen  werden  soll.  Die  Tafeln  X«  bis  Xe  ,  die 
also  zu  den  Argumenten  I  und  II  gehören,  enthalten  in  der  Regel  für  jede  der  zu 
entlehnenden  Grössen  zwei  Columnen:  die  erste  gibt  den  für  das  Jahr  1900  geltenden 
Werth,  die  zweite  die  Änderung  dieses  letzteren  in  einem  Jahrhundert,  gezählt  von 
der  Epoche  1900;  man  hat  daher  diese  Zahlen,  wenn  mit  t^  die  Jahreszahl  des  vor- 
gelegten Datums  bezeichnet  wird,  mit  t  ==  1  ^"~  — 1  zu  multipliciren  \md  zu  dem 
Werthe  aus  der  ersten  Colimme  zu  addiren.  Die  mit  «  und  X  überschriebenen 
Columnen  geben  die  Werthe  der  Nutation  in  Schiefe  und  Länge;  den  letzteren  ist 
in  den  Tafeln,  die  zum  Argument  I  und  II  gehören,  keine  Constante  zugefugt,  weil 
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es  sich  empfiehlt,  sich  bei  der  Rechnung  zunächst  auf  das  Resultat  aus  diesen 
beiden  Tafehi  zu  beschränken,  welches  durch  die  einfache  Verbindung  zweier  Zah- 
len erhalten  wird,  die  übrigen,  kleinen  und  meist  rasch  veränderlichen  Glieder  wird 
man  gesondert  berechnen.  Denselben  ist,  da  sie  zahlreich  sind,  stets  eine  Constante 
hinziigefiigt ,  so  dass  das  Endresultat  einer  subtractiven  Correction  bedarf.  Unter 
einer  jeden  Tafel  ist  ausser  der  darin  enthaltenen  auf  drei  Decimalen  angegebenen 
Constante  die  Summe  dieser  und  der  vorhergehenden  Constanten  angesetzt,  welche, 
wenn  man  bei  dem  betreffenden  Argumente  die  Rechnung  abschliesst .  an  das  Re- 
sultat anzubringen  ist.  Die  mit  e  überschriebenen ,  zum'  Argument  I  gehörigen 
Columnen  enthalten  Constanten,  aus  dem  Grunde,  weil  gewöhnlich  die  Kenntnis 
von  e  und  nicht  von  Je  gewünscht  wird;  für  die  erste  Tafel  ist  9^4,  für  die 
zweite  o"6  hinzugefugt,  sodass  mit  Rücksicht  auf  die  Constante  0^5  der  Jahrestafel 
vom  Resultate  io"5  in  Abzug  zu  bringen  wären,  wenn  man  sich  auf  die  ersten  beiden 
Argumente  beschränkt;  doch  ist  diese  Correction  nicht  zu  berücksichtigen,  da  die- 
selbe bereits  in  der  Jahrestafel  in  Rechnung  gebracht  ist,  so  dass  durch  die  Addi- 
tion der  diesbezüglichen  Zahlen  die  wahre  Schiefe  der  Ekliptik,  soweit  sie  vom 
Aj^ment  I  und  II  abhängt,  erhalten  wird.  Die  übrigen  Argumente  enthalten  keine 
mit  e  überschriebenen  Columnen,  wohl  aber  solche  mit  der  Aufschrift  B,  welch' 
letzteres  mit  —  Je  identisch  ist ;  man  wird  deshalb  die  kleinen  Glieder  in  Je  er- 
halten ,  wenn  man  den  Werth  für  B  von  der  Constante  abzieht.  Es  müsste  als  er- 
wünscht bezeichnet  werden,  wenn  die  astronomischen  Ephemeriden  ausser  den  durch 
die  Argumente  I  und  11  erhältlichen  Werthen  der  wahren  Schiefe  und  Nutation  in 
Länge,  welche  von  10  zu  10  Tagen  mitgetheilt  werden,  auch  von  Tag  zu  Tag  die 
Summe  der  übrigen  Glieder  anführen  würden.  Um  die  ersteren  Zahlen  zu  erhalten, 
bedarf  man  zur  Bildung  der  Argumente  der  Tafeln  Xa  und  Xb  ,  zur  Ermittlung  der 
wahren  Schiefe  imd  der  Nutation  mit  Hilfe  dieser  Argumente  nur  der  Tafeln  X»  und 
Xb.  Die  Tafel  Xa  enthält  aber  auch  andere  zur  Herstellung  der  Ephemeriden  nöthige 
Grössen,  welche  ebenfalls  mit  dem  Argumente  I  derselben  entlehnt  werden  können. 
Die  mit  ,,Präcession**  überschriebene  Columne  gibt  die  seit  dem  tropischen  Jahres- 
anfänge stattfindende  allgemeine  Präcession;  dieselbe  findet  sich  leicht  durch  den 
Ausdruck:  /t', 

in  welchem  /  die  allgemeine  Präcession  bezeichnet  und  t'  bestimmt  ist  durch: 

^f  __  I  —  77-779358 
100 

Der  numerische  Coefficient  im  Zähler  erklärt  sich  aus  der  Definition  des  tropischen 
Jahresanfanges  (pag.  198)  und  aus  dem  Umstände,  dass  das  Argument  I  den  con- 
stanten  Theil  der  Aberration  nicht  enthält.  Die  Präcessions-Columne ,  sowie  die 
folgenden  enthalten  stets  zwei  Subcolumnen,  deren  erste  den  für  1900  geltenden 
Hauptwerth,  deren  zweite  die  Säcularänderungen  in  Einheiten  der  letzten  Decimale 
gibt ;  die  Zahlen  der  zweiten  Columne  sind  also,  wenn  t^  die  Jahreszahl  des  vor- 
gelegten Datums  ist,  mit:  . 

O  ^  '  ^       _        /q—     1900 

,..  ,.  .  100       ' 

zu  multiphciren. 

Oppolzer,   Bahnbestimmiingen.   I.    2.  Auflage.  31 
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Für  jedes  der  Argumente  zwischen  77-4  und  78«  i  finden  sich  in  der  mit 
,,Präce8sion**  überschriebenen  Columne  zwei  Werthe,  deren  erster  für  das  Ende, 
deren  zweiter  für  den  Anfang  des  Jahres  gilt. 

Die  mit  ,, Aberration*'  überschriebene  Columne  der  Tafel  X»  ist  bereits  oben 

(pag.  240)  erläutert  worden ,  sie  gibt  die  Sonnenaberration  an;  die  nächste  Columne 

enthält  die   Sonnenparallaxe,   berechnet  mit  dem  New  comb' sehen  Werthe  8"848, 

nach  der  Formel: 

7c  =  8"848o  +  o"o288  cos  I      +  o"oo44  t  cos  I 

—  o"i454  sin  I      +  o"ooo9  <  sin  I 

—  o"oo23  cos  2I     +  o"oooi  t  cos  2I 

—  o"oo I  o  sin  2I    —  o"ooo  i  <  sin  2I. 

Die  erste  der  beiden  für  die  Parallaxe  bestimmten  Columnen  gibt  den  Ilauptwerth, 

die  Zahlen  der  zweiten  sind  in  Einheiten  der  letzten  Decimale  angesetzt  und  w^ieder 

mit:  .  ^o —  '900 

100      ' 

zu  multipliciren.   Der  mitgetheilte  Ausdruck  für  7t  findet  sich  leicht  aus  der  Relation : 

in   welcher  Tt^  die   mittlere  Sonnenparallaxe  und  R  die  Entfernung   der  Erde    von 

der  Sonne  vorstellt.     li  findet  sich  aber  (vergl.  21)  pag.  48,  und  30)  pag.  57): 

P  .  ,        cos  E  —  e 

^=iH-ccost?=i+c =,  . 

jR  '  '        I  —  ecoBE 

Entwickelt  man  diesen  Ausdruck  nach  Vielfachen  der  mittleren  Anomalie  und  geht 
bis  zu  den  zweiten  Potenzen  von  e  vor,  so  erhält  man: 

p  =  I  +  öcos  M  +  e^cos  2  M; 
da  aber: 

3f=I—  TT', 

ist,  so  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  früher  (pag.  114,   115)  angeführten  nume- 
rischen Werthe  von  e  imd  7t'  leicht  die  oben  angesetzte  Formel  für  7t. 

Die  mit  »Reduction  in  Breite«  überschriebene  Columne  gibt  jene  BeträgCj 
welche  man  an  die  auf  das  mittlere  Aquinoctium  bezogene  Sonnenbreite  additiv 
anzubringen  hat,  um  die  wahre  oder  scheinbare  Sonnenbreite  zu  erhalten.  Die 
Tafel  ist  berechnet  nach: 

j^j  _  I  —  77-77936  /  +  o"oo76  —  o"oooi  / 

+  o"47  59  sin  I        +  o"ooo2 1  sin  I 

+  o"o546  cos  I       —  o"oo76  ^cos  I 

+  o"ooo7  sin  2  I     +  o"ooo2  ^  sin  2 1 

+  o"oo8o  cos  2 1    —  o"ooo  1 1  cos  2 1 

—  o"oooi  sin3l 
+  o"cxKn  COS3I, 

welcher  Ausdruck  aus  der  zweiten  Fonnel  in  58)    (pag.  230)  resultirt,    wenn  man 
Iff^  durch  O  ersetzt  und  für  sin  O  und  cos  ©  die  bei  der  Aberration  (pag.  1 1 8)  ent- 
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wickelten  Ausdrücke  einfuhrt,  während  für  7t  und  H  die  entsprechenden  Präces- 
sionsausdrücke  zu  substituiren  sind.  Die  bei  den  Argumentwerthen  77.4  —  78-1 
auftretenden  Doppelwerthe  sind  wieder  so  zu  verstehen ,  dass  die  ober  der  Zeile 
stehenden  Zahlen  für  das  Ende  des  Jahres,  die  unter  derselben  für  den  Jahresan- 
fang gelten. 

Als  Beispiel  zur  Erläuterung  des  Gebrauches  der  besprochenen  Tafeln  soll  die 
Rechnung  einer  Ephemeride  für  den  Anfang  des  Jahres  1 883  und  zwar  von  zehn  zu 
zehn  Tagen  für  o'^  Berliner  Zeit  ausgeführt  werden,  wobei  die  kleinen  Glieder  in  der 
Nutation  zunächst  keine  Berücksichtigung  finden  sollen.  Man  hat  vorerst  für  den 
Jahresanfang  1883  mit  Rücksicht  auf  die  Fusstafeln  in  Xa  die  Argumente  I  und  II: 
la  =  77.716,  IIa  :=  63-327 ;  ^  ist  —  0-17  Und  [e  —  io"5)  =  23^  27'  5"624.  In  der 
Tafel  Xb  hat  man  bei  den  ersten  beiden  Monaten  als  Eingang  die  erste  mit  g.  J. 
überschriebene  Columne  zu  wählen,  da  das  Jahr  1883  ein  gemeines  ist;  in  jenen 
Columnen  der  Tafel  Xa  ,  welche  Doppelwerthe  enthalten,  sind,  da  in  dem  vorgeleg- 
ten Beispiele  der  Jahresanfang  in  Betracht  kommt,  die  unteren  Zahlen  zu  nehmen« 
Die  Rechnung  stellt  sich  wie  folgt: 


1883 

Jan  o-o 

77.716 
63.327 

Jan  100 

80.454 
63.180 

Jan  20.0 

83-19» 
63.033 

Jan  30. 0 

Feb  90 

Taf.  Xa  u. 

-{^^". 

85-930 
62886 

88. 668 
62.739 

Taf.  Xb 

^^0 

o"soo 

o"487 

0^474 

o"46i 

o"448 

„    X. 

n     Arg  1 

0.070 

0.168 

0.320 

0-505 

0.701 

,.    Xb 

cn     „    U 

3. 226 

3.161 

3.097 

3-034 

2.971 

6  =  23*^27'+ 

9.420 

9.440 

9-515 

9.624 

9-744 

,,    X» 

K     Argl 

+  o"428 

+  o"847 

4-  i"i6i 

+  i"333 

4-  i"346 

„    Xb 

K     ..   11 

+  13.044 

-h  "-937 

4- 12.829 

+  12.719 

4-  12.609 

X  = 

+  13-47* 

+  13-784 

+  13-990 

4- 14052 

+  »3-955 

Präcession 

—  0"032 

+  i"344 

+  2"720 

4-  4"o95 

+  5"47i 

Aberration 

—  20.824 

—  20.820 

—  20-804 

—  20-780 

—  20.746 

Taf.  X.  . 

Parallaxe 
Reduct.  der 

8.999 

8-997 

8.991 

8.980 

8.965 

\           Breite 

0.000 

—  OOll 

—  0.021 

—  0.027 

—  0.028 

Die  kleinen  Glieder,  welche  meist  von  sehr  rascher  Periode  sind,  müssen  von  Tag 
zu  Tag  berechnet  werden.  Um  den  Gang  dieser  Rechnung  ersichtlich  zu  machen, 
sollen  zu  dem  vorstehenden  Beispiele  dl'  und  —  de  =  B'  mit  Hilfe  der  Tafeln  Xe 
bis  Xq  ermittelt  und  gleichzeitig  soll,  um  nicht  nochmals  auf  die  Tafeln  zurück- 
greifen zu  müssen,  die  später  zu  erläuternde  Grösse  A  bestimmt  werden.  Die  zu 
entwerfende  Ephemeride  hat  für  12  Uhr  Berliner  Zeit  zu  gelten.  Man  erhält  aus 
den  Tafeln  Xa  und  Xb  mit  Benützung  der  Fusstafel  für  die  Argumente  III  bis  XIV 
folgende  Werthe  £ur  1883  Januar  0-5: 

31* 
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VII 

VIII 

IX 

X 

XI 

XII 

XIII 

XIV 

93 

92 

52 

47 

14 

13 

38 

99. 

III      IV      V      VI 

2-4     50-5  39-1    52-9 

welche,  auf  den  untern  Band  eines  Zettels  geschrieben  und  über  die  entsprechenden 
Zahlen  in  Tafel  Xb  gehalten,  sofort  durch  Addition  die  weiteren  Argumente  geben. 
Die  Rechnung  stellt  sich  wie  folgt : 
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>* 

1 
0  0 
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ti 

^  00 
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V  und  —  B'  sind  demnach  die  an  die  früher  erhaltenen  Werthe  der  Nutation  in 
Länge  und  Schiefe  anzubringenden  Correctionen .  wenn  auf  die  kleinen  Störungs- 
glieder Rücksicht  genommen  werden  soll.  Es  müsste  als  erwünscht  bezeichnet  wer- 
den, wenn  das  Berliner  Jahrbuch  statt  der  nunmehr  überflüssigen  Columne  C  bei 
den  Constanten  für  ^ie  mittleren  Tage  auch  die  Grössen  -4',  J5'  und  V  ansetzen 
würde,  da  hierdurch  die  strenge  Reduction  auf  den  scheinbaren  Ort,  worüber  weiter 
unten  das  Nöthige  beigebracht  wird,  wesentlich  erleichtert  werden  würde. 

Will  man  den  Einfluss  der  Nutation  auf  die  Rectascension  und  Declination 
bestimmen  und  begnügt  man  sich  hierbei  mit  den  Gliedern  erster  Ordnung,  so  hat 
man  zunächst: 

in  welchen  Ausdrücken  dk  und  ds,  beziehungsweise  die  Nutation  in  Länge  und 
Schiefe  darstellen.  Da  dX  und  rf«  stets  sehr  kleine  Bogen  sind,  so  wird  man  mit 
der  Berücksichtigung  der  Glieder  erster  Ordnung  ausreichen;  allerdings  erscheint 
in  den  gewöhnlich  gebrauchten  Formeln  für  die  Reduction  der  polnahen  Sterne 
die  Mitnahme  der  Glieder  zweiter  imd  höherer  Ordnung  nöthig,  doch  wird  weiter 
unten  ein  Verfahren  angegeben,  welches  in  bequemer  Weise  die  Berücksichtigung 
dieser  Glieder  gestattet. 

Um  die  Werthe  d«r  in  i)  auftretenden  Differentialquotienten  zu  erhalten, 
differentiire  man  die  Gleichungen  8a)  (pag.  12),  wobei  aber  dß  :=^  o  gesetzt  werden 
muss,  da  die  Nutation  die  Breiten  nicht  ändert;  man  erhält: 

cos  5  sin  ada  +  cos  a  sin  5dö  =  cos  ß  sin  X  dX 

cosdcosada  —  sinasin^rfd  =  co8/?cosAcos€  c/A  —  (cos /9 sin A sine  -|-  sin/^cosc)^« 
cosödö  =  cos /i^  cos  A  sine  dl  4-  (cos/?  sin  A  cos  £  —  sin/?sine)«?€, 

woraus  sich  mit  Rücksicht  auf  die  Relationen  8b)    (pag.   1 3) : 

cos d  sin  a  da  -f-  cosasinSdd  =  (cos  J  sin a  cos  e  -)-  sind  sin £)rfA 

cos^cosacfa  —  sinasin'Je/d  =  cos  d  cos  a  co&e  dl  —  sind  de 

dd  =  cosasinedl  -f-  sinao^e, 
ergibt;  danach  wird: 

—  =  cose  -f-  sinesincrtgJ  ^  =  cosasine  \ 

-=_coscrtg(J  rf;  =  »^^«-  j 

Siibstituirt  man  diese  Ausdrücke  in  i),  so  erhalten  diese  Gleichungen  die  Gestalt: 

da  =  cosedl  +  (sincsinarfA  —  cosade)tgd  | 
dö  =  sinscosadl '+- sinade^  j 

in  welcher  sie  noch  weiterer  Transformationen  fähig  wären;  auf  diese  soll  jedoch 
hier  nicht  eingegangen  werden,  da  die  im  nächsten  Abschnitte  zur  Entwicklung 
gelangenden  Methoden  Hilfsmittel  aufweisen  werden,  um  die  Änderungen  der  aqua- 
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torealen  Polarcoordinaten   durch   die  Nutation   und  Präcession    vereinigt   in  Rech- 
nung zu  ziehen. 

D.  Reduction  der  Coordinaten  auf  verschiedene  Äqiiinoctien. 

Die  Beobachtung  gibt  im  Allgemeinen  den  scheinbaren  Ort  eines  Gestirnes: 
sind  mehre  Beobachtungen  mit  einander  zu  einer  Bahnbestimmung  zu  verbinden, 
so  wird  man,  um  nur  ein  bestimmtes  festes  (Koordinatensystem  in  Betracht  ziehen 
zu  müssen,  alle  Beobachtungen  auf  eine  bestimmte  Fundamentalebene  (AquinoctiumJ 
reduciren.  Es  stellt  sich  daher  die  Aufgabe,  die  in  den  vorausgehenden  Kapiteln 
(Aberration,  Präcession  und  Nutation)  auseinander  gesetzten  Vorschriften  zu  diesem 
Zwecke  zu  verwerthen  und  die  Hilfsmittel  anzugeben,  welche  die  astronomischen 
Ephemeriden  oder  die  dem  vorliegenden  Werke  angeschlossenen  Tafehi  zur  Erleich- 
terung dieser  Operationen  gewähren .  Hierbei  wird  es  empfchlenswerth  sein ,  die 
Vorschriften  zu  scheiden,  je  nachdem  man  die  Ekliptik  oder  den  Äquator  als  Fun- 
damentalebene wählt. 

a)  FAliptik. 

Die  Beobachtungen  sind  meist  auf  den  scheinbaren  Äquator  bezogen:  man 
wird  deshalb  vorerst  mit  der  scheinbaren  Schiefe  der  Ekliptik  6,  welche,  weil  die 
Aberration  keinen  Einfluss  auf  die  Schiefe  nimmt,  mit  der  wahren  Ekliptik  iden- 
tisch ist,  die  scheinbare  Kectascension  und  Dcclination  mit  Hilfe  der  Formeln  ii) 
(pag.  14)  in  scheinbare  Länge  und  Breite  umsetzen.  Die  scheinbare  Schiefe  der 
Ekliptik  findet  sich  von  zehn  zu  zehn  Tagen  in  den  astronomischen  Jahrbüchern 
neben  der  Nutation  in  Länge  N  angeführt,  enthält  aber  daselbst  nicht  die  kleinen, 
meist  rasch  veränderlichen  Glieder;  diese  könnte  man  sich  mit  Hilfe  der  Tafeln  X 
leicht  verschaffen,  doch  wird  es  in  der  Regel  besser  sein,  auf  dieselben  keine  Rück- 
sicht zu  nehmen,  weil  die  den  Beobachtungen  zu  Grunde  liegenden  Vergleich- 
stempositionen  gewöhnlich  ohne  Berücksichtigung  dieser  kleinen  Glieder  auf  das 
scheinbare  Aquinoctium  reducitt  sind. 

Die  scheinbare  Länge  imd  Breite  sind  hierauf  mittelst  der  Formeln  20) 
(pag.  120)  vom  Einflüsse  der  Fixstern- Aberration  zu  befreien,  wobei  man  sich  zu 
erinnern  haben  wird,  dass  die  zweiten  Glieder  in  diesen  Formeln  den  gewöhnlich 
vernachlässigten  Einfluss  des  Productes  der  Aberration  in  die  Erdbahnexcentricität 
darstellen.  Da  die  Aberrationsformeln  die  Reduction  vom  wahren  Aquinoctium 
auf  das  scheinbare  angeben,  so  müssen  die  aus  denselben  resultirenden  Correctionen 
mit  umgekehrten  Zeichen  an  die  beobachteten  Coordinaten  angebracht  werden. 
Nach  Berücksichtigung  dieser  Correctionen  für  Aberration  erscheint  die  Beobach- 
tung auf  das  wahre  Äquinoctiiun  des  zugehörigen  Datums  reducirt;  wäre  die  Be- 
obachtung aber  nach  dem  auf  pag.  120  angegebenen  Verfahren  für  Planeten-  und 
Fixsternaberration  durch  Verminderung  der  Beobachtimgszeit  um  die  Aberrations- 
zeit corrigirt,  so  verfällt  natürlich  die  eben  angeführte  Correction.    Vermindert  man 
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die  Länge  um  den  Betrag  der  Nutation,  während  die  Breite,  weil  die  Nutation  die- 
selbe nicht  beeinflust,  unverändert  belassen  wird,  so  wird  hierdurch  die  Beobach- 
tung auf  das  mittlere  Äquinoctium  des  zugehörigen  Datums  reducirt.  Nimmt  man 
nun  ein  bestimmtes  mittleres  Äquinoctium  an,  welches  zur  Zeit  T^  gehört  (für  T^ 
wird  sich  meist  der  tropische  Jahresanfang  empfehlen)  und  auf  welches  alle  Be- 
obachtungen reducirt  werden  sollen,  ist  femer  Tb  die  Beobachtungszeit  und  denkt 
man  sich  das  Zeitintervall  [Tb — 2^0)  ^^  mittleren  Sonnentagen  ausgedrückt,  so 
wird  dieses  Intervall  zunächst  in  Theile  des  tropischen  Jahres  umzusetzen  sein ;  man 
hat  hierfür  mit  genügender  Genauigkeit: 

365.2422* 

Wählt  man  für  T^  den   tropischen  Jahresanfang  (vergl.  pag.   198),  so  mrd  man  t 

einfacher  aus  den  Tafeln  X  ermitteln ;   man  bildet  nämlich  zu  dem  Beobachtungs-  , 

datum  in  bekannter  Weise,  (vergl.  pag.  240)  das  Argument  I   und   erhält  aus   der 

mit  if   überschriebenen  Columne   der  Tafel  Xc  sofort  den  zugehörigen  Werth  von 

t'  =  ^  —  t^]    mit  dessen  Hilfe  gewinnt  man  nach  der  Formel  58)   (pag.  230)  den 

Betrag  der  Präcession  in  der  Zeit  %\  welcher  von  dem  erhaltenen  Werthe  in  Abzug 

zu  bringen  ist,    um  zur  Keduction  auf  das  gewählte  mittlere  Äquinoctium  zur  Zeit 

Tq  zu  gelangen. 

Vereinigt  man  die  drei  genannten  Correctionen  für  Aberration,  Nutation  und 

Präcession,   bezeichnet  mit  k^^  imd  ß^  die   auf  das  mittlere  Äquinoctium  bezogene 

Ijänge  und  Breite  und  drückt  Tb  —  Tq  i^  mittleren  Sonnentagen  aus,  so  hat  man : 

^,^Tb-T, 
365.2422 

X^  =  X-\-  {2o"48i  cos  (0  —  ;i)  +  o"343  cos  [7c'  —  l))%ecß  —  N  — 

—  t'  [/  +  '/rtg^cos  [l  —  71^1 

ß^  =  ß  +  {2o"48i  sin  (0  —  A)  -f  ©"343  sin  (/f'  —  l)}smß  +  r'  /rsin  (l  —  H) 

u'  =  280^  21'  21"  +  6i"7o(/o  —  1850) 

/I  =  1 73^  o'  1 2" -H  32^87  (^0-1850) 

/=  5o"23465  +  o"ooo2258i  (/« —  1850) 

jv  =  0^47950  —  o"ooooo65o  (/o  —  1850), 

wobei  /o  die  Jahreszahl  des  Beobachtungsdatums  vorstellt  und  die  in  eckigen  Klam- 
mem stehenden,  beziehungsweise  mit  sec/i?  und  sin/S?  multiplicirten  Aberrations- 
glieder fortzulassen  sind,  falls  die  Fixstern-  und  Planeten-Aberration  durch  Correction 
der  Boobachtungszeit  Berücksichtigimg  gefunden  hat. 

b)  Äquator. 

Für  den  Äquator  werden  die  Reductionsformeln^wesentlich  zusammengesetzter, 
doch  wird  die  Benützung  der  von  B  es  sei  eingeführten  Hilfsgrössen,  welche  in  den 
astronomischen  Ephemeriden  angeführt  werden  oder  mit  Hilfe  der  Tafeln  X  des 
vorliegenden  Werkes   berechnet    werden   können ,    die  Rechnung   sehr   bequem   ge- 
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stalten.  Die  Gleichungen  für  die  Berechnung  der  Präcession  haben  die  Form 
(vergl.  57)  pag.  230):  ^^^  =.'(«  +  «tgcJsin«)    . 

ddi  =  r'n  cos  a, 

diejenigen  für  die  Nutation  (vergl.  3)  pag.  245) : 

da2  =  cos  edl  -{-  (sin  e  sin  adX  —  cos  a  dt)  tg  8 
dö^  =  sin  €  cos  adl  -{-  sin  a  de. 

Vereinigt  man  die  beiden  hier  gegebenen  Correctionen,  so  findet  sich: 

€?«!+  da2  =  [T'm  +  cosedX)  +  (i^n  +  am€dl)smatgd  —  decosatgd  \ 
ddi  +  ^^2  =  (^'^  +  sin«  J^)  coscf  +  ^«sina,  j 

und  setzt  man  abkürzend: 

y*  =  x'm  +  cos  £  rfX 

ffcoBG  =  T'n  +  sinerfA 

^sinG  =  —  de, 

so  wird,  wenn  t'  die  seit  dem  tropischen  Jahresanfänge  verflossene  Zeit  in  Einheiten 
des  tropischen  Jahres  bezeichnet  und  mit  diesen  Formebi  die  Correctionen  für  Aber- 
ration (vergl.  14)  pag.  116)  und  eventuell  für  Eigenbewegung  (vergl.  pag.  230)  ver- 
einigt werden,  die  Reduction  der  äquatorialen  polaren  Coordinaten  Vom  mittleren 
Äquinoctium  des  tropischen  Jahresanfangs  auf  den  scheinbaren  Ort  in  den  folgenden 
Ausdrücken  enthalten  sein: 

ReA,  a  =f-\- ffsin{G  +  a)tgö -\- ABiii(H  +  ä)secd -+- fir'   \ 
Red.  d  =  ^cos  [G  +  a)  +  k cos  {H+  a)smö  +  icosd  +  jw'zr'.j     ^^^ 

Die  astronomischen  Ephemeriden  bieten  mit  der  nothwendigen  Ausführlichkeit  die 
für  die  Rechnung  dieser  Formeln  nöthigen  Hilfsgrössen  f,  g.  G,  A,  H  und  1,  welche 
aber  auch  leicht  mit  Hilfe  der  Tafeln  X  berechnet  werden  können ;  von  der  Ermitt- 
lung der  letzten  drei  Hilfsgrössen,  welche  die  Correction  für  Aberration  ergeben, 
ist  oben  (pag.  116)  ein  ausführliches  Beispiel  gegeben  worden  und  daher  nur  zu 
beachten,  dass  diese  den  Ephemeriden  entlehnten  Grössen  bis  jetzt  das  kleine,  von 
der  Erdbahnexcentricität  abhängige  Glied  nicht  enthalten.  Für  die  in  3)  aufge- 
führten Hilfsgrössen  ergeben  sich  aber  leicht  die  nöthigen  Werthe,  wenn  man  in 
dieselben  für  dl  und  de  die  bei  der  Nutation  (pag.  245),  für  w,  ;» und  e  die  früher 
bei  der  Präcession  (pag.  202,  203)  aufgestellten  Ausdrücke  substituirt;  die  mit  %' 
multiplicirten  Glieder  können  mit  dem  vom  Argumente  I  abhängigen  Ausdrucke 
leicht  vereinigt  werden.  Die  in  dem  vorliegenden  Werke  aufgenommene  Tafel  aber 
gibt  für  die  Bestimmung  der  drei  Hilfsgrössen  /,  ff  cosG  und  ^sinG  nur  jene 
Glieder,  die  von  dem  Argumente  I  und  II  abhängig  sind,  indem  die  übrigen  klei- 
nen und  meist  mit  rasch  veränderlichen  Argumenten  verbundenen  Glieder,  die  bis- 
her vernachlässigt  worden  sind,  in  besonderer  Weise  berechnet  werden  sollen,  worüber 
weiter  unten  das  Nöthige  beigebracht  werden  wird. 
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Es  sollen  niin  mit  Hilfe  der  Tafeln  X  die  genannten  Hilfsgrössen  für  jene 
Daten  berechnet  werden,  welche  oben  (pag.  120)  zur  Ermittlung  der  Aberrations- 
coefficienten  und  der  Grössen  A',  Ä  und  B'  (pag.  244)  gedient  haben.  Über  die 
Bildung  der  Argumente  verweise  ich  auf  pag.  243.  Man  findet  mit  Berücksichti- 
gung der  Säcularglieder  und  des  Umstandes,  dass  die  Ephemeride  für  den  Jahres- 
anfang gilt,  also  eventuell  die  unteren  Zeilen  der  Tafel  Xc  zu  benützen  sind,  die 
folgenden  Zahlen : 

Tafel  Ia  la  =  77-853  IIa  =  63-319  t  =  —  0-17 


1883 

mitd.  Berl.  Zeit 

Jan  O'S 

Jan  i-s 

Jan  2-5 

Jan  3-5 

Jan  4-5 

Jan  5-5 

Tafel  Xb      Arg  I 

77-853 

78.127 

78.401 

78.674 

78-948 

79222 

„    II 

63.319 

-f-  0-0007 

63-304 

63.290 

63.275 

63.260 

63.245 

Tafel  Xc            t' 

-f  00035 

4- 0  0062 

4-  0  0089 

4-  0-0II7 

4-0.0144 

\g%\nG]\ 

-h  o"526 

+  o"si9 

+  o"5ii 

4-  o"503 

+  o"493 

4-  0.483 

,,  Xd{gsinG)il 

H-  6.177 

4-6.184 

4-  6.190 

4-6.197 

4-  6*204 

4-  6.210 

Tafel  Xc(^cos6^)l 

+  o"i9S 

+  o"267 

4-  o"340 

4-o"4i2 

4-  o"484 

+  o"555 

,,   XdigcosGjU 

+  S-i«9 

+  5-185 

4-5-181 

4-  5-176 

4-5.172 

4-  5-168 

log  g  sin  G 

0-82627 

0.82627 

0. 82614 

0-82607 

0-82588 

0.82562 

9.89190 

9.88974 

9.88749 

9.88533 

9.88308 

9.88083 

log  g cos  0 

0731" 

0.73656 

0.74202 

0.74726 

0.75*51 

075762 

G 

51**  14' 

50«  53' 

50«  31' 

50«  10' 

49"  49' 

49**  28' 

^ogg 

0.9344 

0.9365 
+  o"6i5 

0.9386 

0.9407 

0.9428 

09448 

Tafel  Xc           /l 

+  o"448 

4-  o"782 

4-  o"948 

4-i"ii4 

4-  i"278 

„    Xd         ./li 

-f-  11.961 

+  II-95I 

4-  11.942 

4-  11-932 

4- 11.922 

.4-  11.912 

/ 

+  12.409 

+  12.566 

4-  12.724 

4-  I2-880 

4-  13. 036 

4- 13-190. 

Bei  der  Herstellung  einer  Ephemeride  wird  man  natürlich  die  Rechnung  in  grösseren 
Intervallen  ausführen,  als  es  hier  geschehen  ist.  und  bei  Angabe  der  Zahlenwerthe 
von  y  die  Tausendtheile  der  Bogensekunde  weglassen,  log^  auf  vier  Stellen  und  G 
auf  Bogenminuten  mittheilen. 

Es  sei  für  1883  Januar  2.75  mittl.  Berl.  Zeit  die  Reduction  des  Sternes  61 
Cygni  pr.  vom  mittleren  Äquinoctium  des  tropischen  Jahresanfanges  auf  den  schein- 
baren Ort  zu  ermitteln.  Die  genäherte  Position  ist  a  =  315°  19',  5  =  +  38^8',  die 
jährliche  Eigenbewegung  ju  =  +0*3444  =  4-  5"i66,  /<'=  +  3"230.  Mit  Rücksicht 
auf  diese  und  die  früher  (pag.  1 20)  gefundenen  Zahlen  stellt  sich  die  Rechnung  wie 
folort : 


G 

50°  26' 

t' 

+  0-0069 

G  +  a 

5    45 

T'fl 

+  o"o4 

H 

348    29 

f 

+  i2"76 

II +a 

303    48 

g%\-a.[G  +  c)  tg5 

+  o"68 

tg(J 

g.8949 

Ä  sin  (//  +  a)  sec  8 

—  21 "92 

sin  (G  +  a] 

9  0008 

Red.a" 

-  8"44 

log^ 

0-9391 
9.9978 

Ked.a* 

—  0*563 

cos  {G  -\-  a) 

Oppolzer,   Bahnbe&iiniinungon.   I.    2.  Aoflagf», 
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secd    0.1043  tV     +  o"o2 

sin  [H  +  et)     9„9i96  jrcos  (G  -f  er)     +  8"65 

logÄ     1-3169         Acos(fl'+ a)sin5     +  7"i3 

cos  [H  +  cf)     9-7453  «cosd    —  i"4i 

sind     9-7907  Red.  6     +  14"39. 

logt  0^2542 
cosd  9'8957 
Diese  Reduction  bedarf,  wenn  man  die  kleinen  Nutationsglieder,  auf  die  später 
ausführlich  eingegangen  werden  wird,  berücksichtigen  will,  einer  geringen  Correction, 
und  weiter  kommt  bei  diesem  Sterne  seine  Parallaxe  in  Betracht.  Bezeichnet  man 
mit  a,  6  und  q  die  heliocentrischen,  mit  a\  d'  und  q'  die  geocentrischen  Äquator- 
coordinaten  des  Sternes,  mit  0  und  R  die  geocentrische  Länge  und  Entfernung 
der  Sonne  und  mit  b  die  Schiefe  der  Ekliptik,  so  bestehen  mit  Vernachlässigung 
der  Sonnenbreiten  die  Relationen: 

p' cos  a' cos  (J'  =  pcosacosd  +  ÄcosO 
p' sin  er' cos  5'  =  psinacosd  +  -BsinOcose 
p'sind'  =^  psincJ  +  -BsinOsin^. 

Berücksichtigt  man  nur  die  ersten  Potenzen  der  Parallaxe,  so  erhält  man  (ähnlich 
wie  auf  pag.  in),  wenn  mit  p  die  jährliche  Parallaxe  des  Sternes  bezeichnet  wird, 
leicht : 

a'  —  Cf  =  —  pR{sm  a  cos©  —  cos  e  cos  a  sino)  secö 

d'  —  d=  — />Ä  (cos  f  sin  a  sind  —  sin  €  cos  d)  sin  0  —  />Ä8indcosacos0. 
Setzt  man  daher: 

—  ^pcosecosa  =  ksinK        ;?  (sin  a  sind  cos  e  —  cosdsine)  =  IsinL 
—  -^P^^^^  =  ^cosÄ'  — jocosasind  =  IcosL, 

wobei  die  Hilfsgrössen  k,  K,  /,  L  für  ein  und  denselben  Stern  durch  eine  lange 
Reihe  von  Jahren  als  constant  betrachtet  werden  dürfen,  so  findet  sich,  wenn  über- 
dies jB  der  Einheit  gleich  gesetzt  wird,    was  ohne  merklichen  Nachtheil  geschehen 

^Änn:  ,  t        /^^         ^         * 

a  —  of  =  Äcos  (ä  +  0)  sec  o 

d'  —  d  =  /cos  (X  +  0) . 

Die  Grösse  k  ist  hier  so  angesetzt,  dass  die  Correction  in  Rectascension  in  Ein- 
heiten der  Zeitsekunde,  jene  in  Declination  in  Einheiten  der  Bogensekunde  er- 
halten wird. 

Nimmt  man  für  den  Stern  61  Cygni  die  jährliche  Parallaxe  mit  ©"45  an,  so 
findet  sich  mit  Hilfe  der  obigen  Position  («  =  23*^  27') : 

log*     8459  K=  317«  1 

log^    9-575  X=238«3, 

und  daraus  mit  0  =  282°  5  sofort: 

zfa  =  —  0*019  7         ^^  ==  •""  o"35  > 
welche  Correctionen  noch  an  die  obige  Reduction  additiv  anzubringen  wären. 
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Fasst  man  aus  den  vorstehenden  Entwicklungen  jene  Formeln  heraus,  deren 
man  bedarf,  um  die  Beobachtung  eines  Kometen  oder  Planeten  auf  das  mittlere 
Aquinoctium  des  Jahresanfanges  zu  reduciren  und  benutzt  die  Hilfsmittel,  welche 
die  astronomischen  Ephemeriden  gegenwärtig  hierzu  gewähren,  so  wird  man  anzu- 
wenden haben: 

a^  =  a—  {f+gBm{G  +  a)tgd+  [hBm(H  +  a)  +  hoSm(Ho  +  a)]  sec(J} 
do  =  d  —  {^cos  {G  +  a)  +  [k  cos [H+a)  +  h^c9&  (Hq  +  a)]  sind  +  [t+»o] cosd} 

4b) 


logÄo 

fio 

»0 

1800 

9-534 

35i°3 

—  0"022 

1850 

9-534 

3505 

—  0-024 

igoo 

9-534 

349-7 

0-026. 

Die  in  den  geradlinigen  Klammem  eingeschlossenen  Factoren  von  secd,  sind  und 
cos  d,  welche  die  Correctionen  für  die  Fixstern- Aberration  ergeben,  sind  fortzulassen, 
falls  die  Beobachtung  bereits  durch  die  Verminderung  der  Beobachtungszeit  um  die 
Aberrationszeit  sowohl  für  die  Fixstern-  als  auch  Planeten-Aberration  corrigirt  er- 
scheint. Liegen  die  zu  vereinigenden  Beobachtungen  in  verschiedenen  Jahren,  so 
wird  man  zuerst  die  Reduction  nach  den  eben  angeführten  Vorschriften  auf  den 
betreffenden  Jahresanfang  ausführen  und  dann  mit  Hilfe  der  bei  der  Präcession  ge- 
gebenen Formeln  57)  (pag.  230)  die  Übertragung  auf  den  gewählten  mittleren  Äqua- 
tor bewirken. 

Die  Ephemeriden  der  Planeten  und  Kometen  geben  dem  allgemeinen  Ge- 
brauche entsprechend  stets  die  auf  das  wahre  Aquinoctium  bezogenen  Orte,  da  die 
Fixstern-  und  Planeten-Aberration  durch  Änderung  der  Beobachtungszeit  (vergl. 
pag.  123)  gleichzeitig  berücksichtigt  werden  kann;  bei  der  Berechnung  der  Ephe- 
meriden wird  man  gewöhnlich  die  auf  das  mittlere  Aquinoctium  des  Jahresanfanges 
(wohl  auch  des  nächstliegenden  Jahrzehntanfanges)  bezogenen  rechtwinkligen  helio- 
centrischen  Coordihaten  des  Himmelskörpers  erhalten,  welche  mit  den  auf  das  näm- 
liche mittlere  Aquinoctium  bezogenen  rechtmnkligen  Sonnencoordinaten  vereinigt, 
die  rechtwinkligen  geocentrischen  Coordinaten  desselben  finden  lassen,  die  dann  in 
bekannter  Weise  in  polare  umgesetzt  werden ;  um  diese  auf  das  wahre  Aquinoctium 
des  gegebenen  Datums  zu  beziehen,  wird  man  an  die  berechneten  Rectascensionen 
und  Declinationen  die  Correctionen  für  Präcession  und  Nutation  anbringen  müssen; 
dieselben  sind  nach  den  vorausgehenden  Formeln: 

Ja  =/+  ffsin(G  +  a)  tg d 
Jd  =  ^co8(G  +  a). 

Hierbei  wird,  wenn  man  die  in  den  astronomischen  Ephemeriden  mitgetheilten  Hilfs- 
grössen  f^  g  und  G  benützen  will,  die  Voraussetzimg  gemacht  werden  müssen,  dass 
das  mittlere  Aquinoctium  das  des  tropischen  Jahresanfanges  sei ;  das  Berliner  Jahr- 
buch bietet  in  seinen  neueren  Jahrgängen  dem  Rechner  die  analogen  Hilfsmittel, 
um   die   Übertragung  vom   mittleren   Aquinoctium   des  nächstliegenden   Jahrzehnt- 
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anfanges  ausfuhren  zu  können,  und  auch  Correctionstabellen ,  um  die  allenfalls 
hervortretenden  Glieder  zweiter  Ordnung  zu  berücksichtigen. 

Manche  der  astronomischen  Jahrbücher  geben  aber  (besonders  in  den  älteren 
Jahrgängen)  nicht  die  auf  das  mittlere  Äquinoctium  des  Jahresanfanges  bezogenen 
rechtwinkligen  Sonnencoordinaten ,  sondern  unmittelbar  die  wahren  an;  man  wird 
in  diesen  Fällen  die  gefimdenen  mittleren  heliocentrischen  Coordinaten  des  Himmels- 
körpers in  wahre  zu  verwandeln  hal)en,  die  mit  den  wahren  Sonnencoordinaten  ver- 
einigt sofort  die  Ephemeridenorte  [wahres  Äquinoctium)  ergeben  werden.  Die  noth- 
wendige  Umsetzung  geschieht  am  einfachsten  nach  HilTs  Methode  (Astr.  Nachr.  1593), 
wobei  die  oben  angeführten  Ililfsgrössen  f^  g  und  G  ebenfalls  ihre  Verwendung  finden. 

Sind  X ,  y  und  z  die  rechtwinkligen  heliocentrischen  Äquatorcoordinaten,  be- 
zogen auf  das  mittlere  Äquinoctium  des  Jahresanfanges,  a  und  d  die  heliocentrische 
Rectascension  und  Declination,  r  die  Entfernung,  so  ist: 

X  =  rcosacosö? 
y  ==  rsinacosd 
z  =  rsinrf. 

Sind  ic',  y  und  z*  die  auf  das  jeweilige  wahre  Äquinoctium  bezogenen  Coordinaten, 
so  ist,  da  die  aus  der  Transformation  entstehenden  Änderungen  als  differentieller 
Natur  aufgefasst  werden  dürfen: 

x'  —  :r  =  5:r,  (J:r  =  —  rsinacosrfJa  —  rcosasincJÄc? 

y'  —  y  =  dy^  (Jy  =  4-  rcosacosddu  —  rsinasindSd 

z'  —  z  =  özy  ^2?  :=  +  rcosddd. 

Setzt  man  nun  in  den  letzteren  Ausdrücken  für  öa  und  öd  die  Werthe: 

öa  =  f  -\-  gBin(G  -{-  a)tgd 
öd  =  ffC08{G  +  a), 

welche  die  Reduction  auf  das  wahre  Äquinoctium  geben,  so  wird  mau  uut^r  der 
Erwägimg,  dass  /  und  y  gewöhnlich  in  Bogensekunden  angesetzt  sind,  leicht  finden : 

x'  —  X  =  [ —  /y  —  gcosG'  z)  arc  i" 
y'  —  y  ={+  f'^  +  y  sinG.  z)  arc  i" 
z'  —  z  :==  {ycosG'X  —  gsinG'y)  arc  i". 

Diese  Correctionen  sind  in  Einheiten  des  Eadius  additiv  an  die  mittleren  Coor- 
dinaten anzubringen,  um  die  wahren  zu  erhalten. 

Bessel  hat  den  in  2)  (pag.  248)  auftretenden  Reductionscocfficienten  noch 
eine  andere  Gestalt  gegeben,  welche  dann  besondere  Vortheile  bietet,  wenn  man 
Ephemeriden  für  Sterne  herstellen  will.     Setzt  man  nämlich: 

z'm  +  cose  dl  =  Am  +  E 
T*n  -f-  sin  edl  =  An, 


]" 


so  wird,  da  m  und  n  (vergl.  pag.  203  imd  55)  pag.  196)  nahezu  im  Verhältnisse  von 
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cos€  ZU  sin«  stehen,  E  eine  sehr  kleine  Grösse  sein,  die  sich  aus  diesen  Gleichun- 
gen leicht  bestimmt,  nämlich: 

nE  =  (ncose  —  msine)dl. 

Nun  ist  aber  nach  der  Gleichung  55)  (pag.  196),  wenn  man  die  Glieder  dritter 
Ordnung  weglässt: 

ncos€  —  msine  =  ^Z  sin  er  +  -^2'^'^^^^  =  asin«, 

daher  kann  mit  genügender  Genauigkeit  gesetzt  werden: 

^=-sin6rf>l,  6a) 

oder  numerisch  mit  Benützung  der  Werthe  pag.  202  und  203  : 

jB  =  {+  O'Ooi-]  226  —  0-00000481  [Iq  —  1900)}  rfA.     6b) 

Da  der  grösste  Coefficient  in  der  Nutation  in  Länge  dX  etwa  1 7"  beträgt,  so  wird  E 
wegen  des  kleinen  numerischen  Factors  in  6b)  im  Maximum  o"o5  erreichen,  und  es 
wird  umsomehr  genügen,  für  E  nur  die  von  den  Argumenten  I  und  II  abhängigen 
Glieder  zu  berücksichtigen,  als  das  grösste  der  folgenden  mit  dem  Argumente  III 
verbundenen  Glieder  höchstens  o"ooo6  betragen  wird,  also  unbedenklich  fortgelassen 
werden  kann.  Wie  man  sieht,  bleibt  E  stets  sehr  klein  und  könnte  ohne  wesent- 
lichen Nachtheil  vernachlässigt  werden,  wie  dies  auch  ursprünglich  von  Bessel 
geschehen  ist. 

Für  A  findet  sich  aus  den  Gleichungen  5) : 

A^t'  +  '^  dX,  7) 

n  " 

Die  vom  Argument  I  abhängigen  Glieder  in  dl  sind  mit  r'  vereinigt  in  die  Tafel  X 

aufgenommen :  hierbei  erscheint  %'  vom  zugehörigen  tropischen  Jahresanfänge  gezählt. 

Man   wird  aber  auch  einen   anderen  Ausgangspunkt  wählen  können;   würde  zum 

Beispiel  der  tropische  Jahresanfang  irgend  eines  Jahres  angenommen,  so  hätte  man 

A  nur  um  die  entsprechende  Anzahl  von  Jahren  zu  vergrössem  oder  zu  verkleinem. 

Natürlich  darf  mit  Hilfe  der  obigen  Formel  keine  Reduction  auf  so  ferne  Epochen 

vorgenommen  werden,  dass  die  Glieder  zweiter  Ordnung  merkbar  werden. 

Bessel  setzt  femer: 

5  =  —  e/6 ;         8) 

man  kann  also,  wenn  man  die  Aberrationsformeln  (vergl.  14  pag.  116)  und  die 
Eigenbewegung  hinzufügt,  der  Reduction  vom  mittleren  Äquinoctium  des  Jahres- 
anfanges auf  den  scheinbaren  Ort  die  Form  ertheilen : 

Red.  a  =  aA  +  bB  +  oG-\-dD  +  E  +  pi%*\ 
Red.  d  =  a'A  +  VB  -f-  c'C  +  d'D  +  /i'i^',         j 
wobei  gesetzt  worden  ist  (vergl.  2)  pag.  248) : 

a  =  m  -)-  ;}sinatgd        a'  =  ncosa 

b  =  cosortg^  4'  =  —  sina 

c  =  cosasecJ  c  =  cosotg« --- sinasind 

d  =  sina  sec^  rf'  =  cosa  sin  d, 
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welche  Coefficienten  für  denselben  Fixstern  im  Verlaufe  eines  Jahres  als  constant 
angenommen  werden  dürfen.  Dieser  Umstand  macht  die  Formeln  9)  besonders  be- 
quem zur  Herstellung  von  Stemephemeriden. 

Die  Grössen  A,  B,  O,  D  und  E  finden  sich  mit  der  nöthigen  Ausführlich- 
keit in  den  astronomischen  Ephemeriden,  können  aber  auch  leicht  mit  Hilfe  der 
Tafeln  X  dieses  Werkes  berechnet  werden ;  die  letzteren  berücksichtigen  übrigens 
bei  O  und  D  das  kleine  von  der  Erdbahnexcentricität  abhängige  Glied  j^  während 
dasselbe  in  den  von  den  Ephemeriden  bis  jetzt  mitgetheilten  Hilfisgrössen  nicht 
enthalten  ist.  Die  Grössen  O  und  D  hängen  nur  vom  Argumente  I  ab,  A,  B  und 
E  auch  von  den  andern  Argumenten.  Über  die  Bildung  der  Argumente  ist  bereits 
oben  (pag.  240)  das  Nöthige  beigebracht  worden,  und  die  Benützimg  der  Tafeln  ist 
eine  unmittelbar  ersichtliche.  Die  von  den  Argumenten  I  und  II  abhängigen  Glieder 
sind  die  wesentlichsten,  während  die  übrigen  Argumente  den  Grössen  A  und  B  nur 
kleine,  meist  rasch  veränderliche  Glieder  hinzufügen,  deren  Summe  bereits  oben 
(pag.  244)  als  A'  und  B'  berechnet  worden  ist;  es  wird  zweckmässig  sein,  diese 
Glieder  von  den  Ilauptgliedem  zu  trennen  und  die  letzteren  in  grösseren  Inter- 
vallen zu  ermitteln.  Die  aus  den  kleinen  Gliedern  entstehenden  Correctionen, 
welche  den  aus  den  Argumenten  I  und  II  resultirenden  Reductionen  hinzuzufügen 
sind,    können  leicht  nachträglich   an  die  Stemorte  angebracht  werden  und  werden 

^^^^  •  Correct.  der  Reduct.  in  a  =  aA'+  bB'  ] 

}   iia] 
„        „         „        „   d  =a'A'+b'B'.i 

Für  a  und  a'  wird  (vergl.  10)  pag.  253)  die  jährliche  Präcession,  die  man  sich  meist 
ohne  Rechnung  mit  genügender  Annäherung  verschaffen  kann,  einzuführen  sein: 
bezeichnet  man  dieselbe  beziehungsweise  mit  P„  und  Pg,  so'wird  man  noch  haben : 

Correct.  der  Reduct.  in  a  =  P^^'+  tgiJcosaJS'^ 
„         ,,  „        ,,    5  =  P^^'— sinocJS'. 

Die  Werthe  von  A^  B  und  jB,  soweit  sie  von  den  Argumenten  I  und  II 
allein  abhängen,  sollen  für  die  Zeiten  der  oben  berechneten  Ephemeride  mittelst 
der  Tafeln  X  ermittelt  werden.  Man  hat  mit  Benützung  der  bereits  früher  gefun- 
denen Argumentwerthe  I  und  H: 


IIb) 


1883 

mittl.  Berl.  Zeit 

Jan  o*5 
+  0*0007 

Jan  1*5 

Jan  2*5 

Jan  3.5 

Jan  4-5 
+  0*0117 

Jan  5-5 

Tafel  Xc        t' 

+  0*0035 

+  0*0062 

+  0*0089 

+  0*02055 
+  0*25821 

+  0*0144 

Tafel  Xc        Ax 
„     Xd       ^2 

+  0*00971 
+  0*25884 

+  0.01334 
+  0*25863 

+  0*01695 
+  0*25843 

+  0.02414 
+  0*25799 

+  o"493 
+  6*204 

+  0-02771 
+  0*25778 

Tafel  Xc       Bx 
„      Xd       B^ 

+  o"526 

+  6*177 

+  0^519 
+  6184 

+  o"5ii 
+  6*190 

+  o"503 
+  6*197 

+  o"483 
+  6*210 

log^ 
logif 

Tafel  Xc        Ex 

„     Xd       E, 

E 

9*4290 
0*8263 

9-4345 
08263 

+  0*0001 
+  0*0024 
+  00025 

9.4399 
0*8261 

9*4452 
0*8261 

9.4504 
0*8259 

+  o'oooi 
+  0*0024 
+  0*0025 

94556 
0.8256 

+  o'oooi 
+  00024 
+  0*0025. 

+  0*0001 
+  0*0024 
+  0*0025 

+  0*0001 
+  0*0024 
+  0*0025 

+  0*0001 
+  0*0024 
+  0*0025 
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Wollte  man  die  kleinen  Glieder  mit  den  hier  gefundenen  Werthen  sofort  vereinigen, 
80  wäien  dafür  folgende,  aus  der  Addition  der  auf  pag.  244  ermittelten  Werthe  von 
A'  und  B'  sich  ergebende  Beträge  anzunehmen,  zu  denen  die  Logarithmen  der 
Grössen  C  und  D  (pag.  1 20)  hinzugefügt  sind : 


1883 

Jan  0-5 

Jan  1-5 

Jan  2-5 

Jan  3.5 

Jan  4-5 

Jan  5.5 

log(^+^') 

9.4272 

9.4304 

9-4342 

9.4388 

9.4442 

9.4506 

log  [B+B') 

0.8220 

0.8228 

0-8244 

0.8262 

0.8280 

0.8294 

logC 

On53i7 

On57i8 

0^6084 

0^6419 

0^6728 

On70I7 

logD 

1.3116 

1-3101 

1-3085 

1.3068 

1.3049 

1-3029. 

Als  Beispiel  für  die  Anwendung  der  zweiten  Form  der  BesseTschen  Redue- 
tionsgrössen  soll  die  auf  pag.  249  und  250  nach  der  ersten  Form  berechnete  Reduc- 
tion  von  61  Cygni  auf  den  scheinbaren  Ort  vorgenommen  werden.  Die  Formeln  10) 
geben  unter  Benützung  der  früher  für  diesen  Stern  angesetzten  Position,  wenn  für 
1883  die  Werthe  von  m,  n  und  e  der  Tafel  XI  entlehnt  und  überdies  die  a,  J,  c 
und  d  Coefficienten ,  um  die  Reduction  in  Rectascension  sogleich  in  Zeitmass  zu 
erhalten,  durch  1 5  dividirt  werden : 


log —  =  0.3680  log  a' =  1-1540 

log  -  =  8.5707  log  i'  =  9.8471 

log—  =  8-7800  logc'=  9.8896 

log  -  =  8^7752  log  cf  =  96425. 

Für  Januar  2.75  werden  für  die  Constanten  A,  B  (mit  Weglassung  der  kleinen  Glie- 
der), E  und  C,  D  (vergl.  pag.  120)  anzunehmen  sein: 

log  A  =  9-44x2  log  C  =  0^6170 

log  5  =  0-8261  logD  =  1.3081 

E  =  +0*0025  t'  =  4-0-0069; 

für  die  Ermittlung  der  Reduction  hat  man : 

aA  =  +  0*644  «'-^  =  +  3"94 

65  =  +  0.249  *'-B  =  H-  4-71 

cC  =  —  0249  ^'^  =  —  3*21 

rfi>  =  —  1211  d'D  =  +  892 

£  =  +  0-003  /uV  =^  +  0.02 
^t'  ^^  +  0.002 

Red.  in  er  =  —  0*562  Red.  in  <J  =  +  14^38, 

zu  welchen  Werthen  noch  der  oben  (pag.  210)  angegebene  Betrag  der  Parallaxe  hin- 
zukäm^.  Wie  man  sieht,  stimmt  dieses  Resultat  vollständig  mit  den  früher  nach  der 
ersten  Form  erhaltenen  Zahlen.  Wollte  man  die  kleinen,  rasch  veränderlichen  Glieder 
berechnen,  so  wird  für  den  oben  gewählten  Moment  nach  den  Formeln  iia)  (pag.  254) 
mit  Benützung  der  eben  angegebenen  Coefficienten  a,  J,  a',  6'  mit  Rücksicht  auf 
zweite  Differenzen:  A'  =  —  0.00381 

B'  =    —  0"020 

^aA'  +  ^bB'  =  —  0*010 
a'A'+b'B'  =  —  o"o7; 
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diese  Correctionen  sind,  um  die  kleinen  Nutationsglieder  zu  berücksichtigen,  an  die 

oben  (pag.  249,    250  und  255)  nach  verschiedenen  Methoden  identisch  gefundenen 

Reductionen  additiv  anzubringen.    Die  Keduction  von  6 1  Cygni  auf  den  scheinbaren 

Ort  mit  Rücksichtnahme  auf  die  kleinen  Glieder,  die  Eigenbewegung  und  Parallaxe 

ist  daher: 

Ja  =  —  0*591  J8  =  +  i3"96. 

Hätte  man  die  oben  ermittelten  Werthe  von  [A  +  A')  und  [B  +  R)  in  Rechnung 
gezogen,  so  würde  sich  für  die  von  der  Präcession  und  Nutation  abhängigen  Glie- 
der in  Übereinstimmung  mit  den  früheren  Resultaten: 

r^a[A  +  A')=  +  0*636  a'  (A  +  A']  =  +  3"88 

^b(B  +  B')=  +  0*249  A'  {B  +  B')=  +  4"7o, 

ergeben  haben. 

Für  die  Berechnung  der  Reduction  in  Rectascension  und  Declination  ver- 
dient noch  diejenige  Form  Beachtung,  auf  welche  Klinkerfues  (Astr.  Nachr. 
Bd.  62  pag.  355)  aufmerksam  gemacht  hat.  Setzt  man  in  die  Formeln  4a;  (pag.  248) 
die  Nordpoldistanz  7C  ein,  so  lassen  sich  dieselben,  wenn  man  die  vou  der  Eigen- 
bewegung abhängigen  Glieder  fortlässt,  schreiben : 

Red.  in  a  ==  y  4-  {ff  sin  G  cotgTT  -\-  Asin  Hcosec  u]  cos  a  4- 

4-  {^cosGcotgzf  +  Äcosfl^cosec/fjsina 

Bed.  in(5  =  cos(J{/  +  (^'cosGcosecTr  +  Äcosi/cotgyr)  cosa  — 

—  {g  sin  G  cosec  it  -{-  h  sin  11  cotg  n )  sin  a) . 

Nun  ist*  aber  bekanntlich : 

cotg  TT  =  ^  cotg  \7t  —  4^1^*^ 

cosec  TT  =  I  cotg  I  ^  +  ^  tgi  ^> 
somit  auch: 

Red.  ina  =/-+-  JcotgJ /r {(^sinG  +  Asin//) cosa  -t-  (jrcosG  +  Äcos//}sina}  -|- 
+  i^Si'^d —  g^SnG  +  Asin/ficosa  4-  ( —  ffcosG  +  Äcos//)sina) 
Red.  inrf  =  cos<J[«4-|cotg^7r((^cosCr4-Äcos/f)  cosa-}-( — ff sinG  —  hsin H)  sina}+ 
4-|tg^7ir((^cosG  —  A cos//) cosa  4-  (— ^sin6r  4-  Asinf/)  sina};. 
Setzt  man  also : 

.       ÄsinA'=^(j^sinG4-Ä8in//)  =  {(B  +  C) 

kco8K=  ^  (ffcoH  G  4-  Acos/T)  =  1  (jrcos  G  +  D) 
/sin  L  =  \  [^cos G  —  Acosi/j  =  \  (^cos  G  —  />) 
/cosL  =  ^(—g8\nG-{-hBmlI)=\  [— B  +  C), 

so  wird  für  die  Berechnung  der  Reduction: 

Red.  ina  =^/4-  A cotg | ;r sin (A'-j-  o)  4-  /tg|7rcos(L  +  a]  \ 

Red.  in(J  =  cos(5{i  4-  X;cotg^7f  cos  (if  4-  a)  4-  /tg^TTsin  [L  +  a)},  ) 

so  dass  die  Bestinmiung  der  Klinkerfues'schen  Reductionsconstanten   mit  Hilfe 
der  Tafeln  X  ebenfalls  leicht  durchgeführt  werden  kann. 
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Mit  Benützung  der  bisher  erlangten   Resultate  (pag.  120,    249  und  254)  er- 
hält man: 


1883 

Jan  0-5 

Jan  1.5 

Jan  2.5 

Jan  3-5 

Jan  4-5 

iB 

+  3"35i5 

+  3"35i5 

+  3"3505 

4-  3"35oo 

4-  3"348o 

i  c 

—  i'7oio 

—  1.8655 

—  2.0295 

—  2.1920 

—  2.3540 

igcosO 

4-  *»6920 

+  2.7260 

-h  2-7.605 

+  2-7940 

+  2.8280 

il> 

+  10.2455 

-f-  10.2120 

+  10.1745 

+  10.1340 

+  10.0905 

ksiriK 

0.21761 

0.17202 

0*12090 

0-06371 

9.99760 

9.99650 

9.99715 

9-99775 

9.99826 

9.99872 

kcosK 

1.11185 

1.11186 

1.11176 

1.11153 

1-11121 

K 

7*»  16' 

6»  33' 

5«  50' 

5*»  7' 

4*»  25' 

logk 

1.1153 

1.1147 

1*1140 

1.1133 

1.1125 

/sinX 

0^87815 

o„874»5 

0^87005 

©«86570 

0^86109 

9n9«97i 

9«9H04 

9«9o8i4 

9^90204 

9»89572 

;cobZ 

0^70350 

o„7i74a 

0^73078 

O1.74367 

0^75603 

L 

236^13' 

235"  8' 

234"  2' 

232«  57' 

231*»  52' 

log/ 

0.9584 

0.9602 

0.9619 

0.9637 

0.9654 

/ 

+  ""409 

-j.  I2"566 

+  I2"7*4 

+  i2"88o 

-*-  i3"o36 

♦ 

—  1.476 

—  1-619 

—  1.760 

—  1.902 

—  2.043. 

Das  Klinkerfues^sche  Verfahren  gibt  mit  Benützung  der  früher  angegebenen 
Position  (pag.  249)  und  der  Reduction  für  Eigenbewegung  (pag.  250),  kleine  Nuta- 
tionsglieder  (pag.  255)  und  Parallaxe  (pag.  250)  die  Reduction  des  Sternes  61  Cygni 
auf  den  scheinbaren  Ort  für  1883  Januar  2-75  mittlere  Berliner  Zeit  in  folgender 
Weise: 


\n 

25°  56' 

sin  (jr+a) 

9n7992 

« 

-     i"79 

K 

5   39 

ÄCOtg^fT 

1-4269 

Äcotg|?rcos  [K-\-  a) 

+  20-76 

L 

233   46 

C08(jr+a) 

9.8903 

Agi; 

T8in(Z  +  a) 

—    0-70 

K+  a 

320   58 

cos  [L  4-  a) 

9n9945 

V 

4-  18-27 

L  +a 

189     5 

lt^\7t 

0-6492 

log  2 

1-2618 

k 

11138 

sin  [L  -\-  a) 

9„i983 

cosd 

9-8957 

tg^rc 

9-6869 

f 

+  i2"76 

Red.  I 

+  I4"37 

l 

09623 

Acotg|7r8in(Ä'4-  «) 

—  16-83 

,tV' 

4-   0.02 

l^\' 

TT  cos  [L  +  a) 

—    4-40 

kl.  Glieder 

—  0-07 

^r' 

+    0-04 

Parall. 

—  0.35 

kl.  Glieder 

—    0-15 

Red.  (J  = 

+  i3"97- 

Parall. 

—    0-28 

Red. 


_    8"86  =  —0*591 


Bisher  wurde  nur  der  Fall  in  Betracht  gezogen,  in  welchem  die  durch  vor- 
stehende Formeln  erhaltbaren  Reductionen  so  klein  sind,  dass  man  mit  Berück- 
sichtigung der  ersten  Potenzen  der  durch  dieselben  bewirkten  Änderungen  der 
polaren  Coordinaten  ausreicht;    dies  wird  aber  nicht  mehr  stattfinden,   wenn  der 

Oppolser,   Bftbnb«stiinmiiiig«n.   I.   2.  Auflage.  33 
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zu  reducirende  Ort  dem  Pole  sehr  nahe  ist.  Man  hat  deshalb  die  Glieder  zweiter 
Ordnung  zu  ermitteln  getrachtet,  welche  jedoch  für  Sterne  in  der  unmittelbaren 
Nähe  des  Poles  ebenfalls  nicht  hinlänglich  zuverlässig  werden  und  deren  Berück- 
sichtigung sich  ausserordentlich  mühsam  erweist.  Dieser  Nachtheil  kann  ganz  um- 
gangen werden,  wenn  man  von  dem  Vorschlage  Gebrauch  macht,  den  Fabritius 
in  Nr.  2072  und  2073  der  »Astr.  Nachr.«  veröffentlicht  hat,  und  der,  soviel  mir  be- 
kannt, bis  jetzt  nicht  die  gebührende  Würdigung  erfahren  hat. 

Es  seien  Ja^  und  di^  die  nach  den  Formeln  4a)  (pag.  248)  oder  9)  (pag.  253) 
berechneten  Werthe  der  Reduction,  so  sind  die  Änderungen  der  rechtwinkligen 
Coordinaten  bis  auf  Grössen  zweiter  Ordnung,  die  aber  niemals  mit  Factoren  (tgd 
oder  seciJ)  multiplicirt  erscheinen,  welche  das  Hervortreten  derselben  nachtheilig 
machen  würden,  folgende: 


JXq  =  —  sinofocos^o^ao  —  cos  a^,  sin  J^  ^J^ 
Jy^  =       cosa^cos^oz/ao  —  sinaoSin^Qz/^o 


13) 


von  diesen  Gleichungen  werden  übrigens  nur  die  beiden  ersten  gebraucht.  Hierbei 
stellen  a^,  d^  die  für  den  tropischen  Jahresanfang  geltenden  mittleren  Coordinaten 
vor,  während  durch  a,  d  die  scheinbaren  bezeichnet  werden  sollen.    Es  ist  demnach : 


cos  a  cos  d  =  cosa^cos^Jo  +  Jx^ 
sin  acosö  =  sinaoCOSiJo  +  ^y^ 


.1 


14) 


Multiplicirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  — sina^,  die  zweite  mit  cosa^ 
und  addirt ,  und  wendet  dasselbe  Verfahren  unter  Benützung  der  Factoren  cos  a^ 
und  sin  a^  an,  so  gelangt  man  zu  den  folgenden  beiden  Gleichungen : 


}.3, 


COS  ^  sin  («  —  «o)  =  —  s^  ofo^;r^,  +  cos  a^Jy^ 
cosdcos  [a  —  aj  =       cosi^  -f-  cosa^Jx^  -f-  sina^JyQ 

deren  Division  mit  Rücksicht  auf  die  Relationen  13) : 

tg(«-«o)  =  ,_tgtf„^J,arc.-  •^) 

ergibt.  Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  in  1 5)  mit  sin  \[a  —  a^  ,  die  zweite 
mit  cos  \[a  —  aj  und  addirt,  so  erhält  man : 

C08(J  =  cos(J„  +  co«i(«  +  «o)^^o  +  Bini(«  +  «J^y 

oder  mit  Benützung  der  Relationen  13)  : 

cos  5  =  cos  do  —  sin  d^Jd^  +  cos  8^  tg^  (a  —  crj  ^«o-         ^  7) 

Es  ist  aber: 

cos J  —  cos^o  =  —  2sin| [8  +  8q\  s\n\[8  —  äJ. 

Beachtet  man ,  dass  8  —  8^  stets  nur  eine  Grösse  von  der  Ordnung  der  durch  die 
Präcession,  Nutation  und  Aberration  bewirkten  absoluten  Veränderungen  der  Coor- 
dinaten ist,    so  kann  man  mit  voller  Berechtigung  den  Sinus  mit  dem  Bogen  ver- 
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tauschen  und,  da  hier  nur  dem  Pole  nahe  Sterne  in  Betracht  kommen,  mit  dem- 
selben Rechte  sind^  statt  8iu^(d  +  ^o)  setzen;  man  erhält  dann  aus  17): 

d  —  d^  =  JÖq  — .cotg  d^  tg|(a  —  a^)  Ja^  arc  i".  18) 

Um  demnach  die  Reduction  für  einen  dem  Pole  nahe  stehenden  Stern  zu  ermittehi, 
rechnet  man  mit  Hilfe  der  gewöhnlichen  Formeln  4a)  (pag.  248)  und  10)  (pag.  253) 
die  Reductionen  ^cc^,  Jd^  und  hat  dann: 

5  —  6^  =  Jd^  —  cotgdotgi  [a  —  aj  Ja^^BXC  i'\*)  ) 

Wollte  man  nur  die  Glieder  zweiter  Ordnung  berücksichtigen,  so  könnte  man  statt 
19)   wohl  auch  schreiben: 

a  —  «o  =  ^«o  +  tg^ü^«o^^oarc  i"     1     ^^ 

d  —  ^o  =  JÖq  —  I  cotg  do^^tto^  arc  i",  j 

welche  Formeln  selbst  für  A  Ursae  minoris  mehr  als  ausreichend  sind  und  deren 
Berechnung  für  bestimmte  Sterne  durch  entsprechend  construirte  Hilfstafeln  noch 
erleichtert  werden  kann;  für  Sterne,  die  dem  Pole  bis  auf  wenige  Bogenminuten 
nahe  stehen,  ist  jedoch  die  Anwendung  der  strengen  Ausdrücke  19)  zu  empfehlen. 
Denkt  man  sich  Jct^  in  Zeitsekunden,  Jd^  in  Bogensekunden  ausgedrückt, 
so  würde  die  Einsetzung  der  numerischen  Werthe  ergeben: 

a  —  «o  =  ^«o  +  4-6856 tg^pz/apz/d^,  I 

in  welchen  Formeln  die  Coefficienten  logarithmisch  angesetzt  sind:  für  einen  be- 
stimmten Stern  werden  die  Factoren  von  z/a^  ^d^  und  ^«o^  durch  das  ganze  Jahr 
constant  anzunehmen  sein. 

Vergleicht  man  diese  Formeln  mit  denjenigen,  welche  gewöhnlich  in  sehr 
weitläufiger  Weise  zur  Berücksichtigimg  der  Glieder  höherer  Ordnung  herangezogen 
werden,  so  wird  man  sofort  den  bedeutenden  Vorzug  der  ersteren  gewahren ;  dabei 
ist  aber  zu  beachten,  dass  die  gewöhnliche  Methode  einige  constante  Glieder  weg- 
lässt,  die  dann  gewissermassen  dem  mittleren  Stemorte  anhaften  und,  falls  man 
identische  Resultate  erlangen  will,  vor  Anwendung  der  obigen  Formeln  zu  berück- 
sichtigen sein  werden.  Es  sollen  demnach  die  Formeln  20a)  zur  Bestimmung  der 
Glieder  zweiter  Ordnung  aufgelöst  werden ,  wobei  natürlich  jene  kleinen ,  unmerk- 
lichen Glieder  zweiter  Ordnung  nicht  auftreten  können,  welche  bei  der  Ableitung 
der  Nutationsformeln  für  den  Äquator  (vergl.  i)  pag.  245)  bereits  weggelassen  wurden 
und  aus  den  Gliedern: 


*)  Dieses  zweite  Glied  hat  bei  Fabritius  (Astronomische  Nachrichten  No.  2073)  in  Folge 
eines  Druckfehlers  das  unrichtige  Vorzeichen. 

33» 
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Führt  man  in  Ja^  und  Jd^^  welche  Grössen  in  den  Formeln  20a)   (pag.  25g) 
auftreten,  bloss  die  llauptglieder  ein,   weil  die  kleinen  keine  sehr  merklichen  Cor- 
rectionen  ergeben  können  und  setzt  abkürzend: 
a  =  -h  46"o6t'  +  2o"o5T'sinatgd     a'  ==  +  2o"o5r'co8a 
ß  ^^  —  i7"27{co8fi  +  sine  sin  atgd}     ß*  =  —  i7"27sin6Cosa 
y  =  —    9"24cosoftgJ  y'  =  +    9^24  sin  a 

^  =  —  2o"48  sin  cf  secd  §  =  —  2o"48  cos  a  sin  J  >  2 1 ) 

»j  =  —  2o"48co8£cosasec<J  ^'  =  —  2o"48  {sine  cos  <J — /cosesinasini)} 

t  =  —    i"27(cos€  +  sinesinatgiJ}     l  =  —    i"27sin€cosa 
X  =  —    o"55Cosatgd  x'  =  +    o"55sina, 

so  wird: 

Jct^  =  a  +  ß  sinQ  -^  y  cos  Q  +  ^  sin0  +  ^  cos0  +  ^  siu  2O  4-  x  cos2  0 
J^^^  =  a'  +  /^'sinQ  +  /cos^  +  ^'sin0  +  ij'cosQ  +  t' sin  20+  x'co820, 
und  somit: 
Ja,Jd^  =  aa'+\ßß'+iy/+i§^'+  \r,r,'+  ia'  +  ixx'4- 

+  {aß'  +  ßa'}  sinQ  +  (a/  +  ya'}cosÖ  + 

+  («r  +  ?«'—  ixr-  i?x'+  i .1,'+  ii?t'}8in0  4- 

+  (ai?'+  1,«'+  itr+  i^'+  ixi?' 4-  ii?x'}cos0  4- 

+  K+*«'4-ii?r+i?'?'}sin204-{ax'+xa'-i^|'4-ii?ij'}cos204- 
+  {ii^/+  iy/^'}sin2Q  4-  (iy/—  ^ßß'}coB2Q  + 

+  axr4-l?x'+i*^'+i^^'}8m304-(ixiy'4-ii?x'-i£r-ilOcos304- 
+  {i/^v'  +  i#  +  iy?'  +  i^/}  sin  (0  4-  Q)  4-  iM  +  W  ~ 

-i/^r-i?/^'}cos(0  4-Q)4- 

+  (iyr  +  i?/-  ^ßn'-  W)  sin  (0  -  Q)  4-  ayi?'  +W  + 

+  i/i^r+i?ncos(0-Q)4- 
4-  (i/^x'4-  ix/9' 4-  iyi'4-  it/}sin  (20  +  ö)  +  {iyx'4-  ix/— 

—  i/^^'  -  i^/^'jcos  (20  +  Q]  + 

+  (iy^'+  i^/-  ii^x'-  ix/9'}  sin  (20  -  ö)  4-  (iyx'  4-  ix/  4-  V  22] 

+  ^ßi'+^iß'}cos{2Q  —  Q)  4- 
+  (i  x^'  4-  i  *x'}  sin  40  4-  (i  xx'  —  i  a'}  cos  40 , 

z/ao^  =  aa  +  ^ßß  +  \yy  4-  \^l  +  ii?i?  4-  ^u  -\-  ixx  + 
4-  2a/9sinÖ  4-  2ay cosQ  4-  {2«!  —  x|  4"  21^}  8in0  4- 

4-  {zari  4-  4?  4-  xi/}cos0  4- 
4-  [zai  4-  ^;^}  sin  20  +  f2ax  —  i ^^  4-  i^^} cos 20  4-  /^y  sin 2 Ö  4- 

+  {iyy-iMcos2Q4- 
4-  {x^  4-  4'y}  sin  30  +  {xiy  —  t?}  cos  30  4-  {^ß  4-  ^y}  sin  (0  4-  Q) 

+  (W  — /^^cos(0  4-ö)4- 
+  (?y  —  '?/^} sin (0 ~  Q)  4-  {ny  +  /^^}co8(0  —  q)  4- 

+  {/^x  4-  y4  sin  (20  4-  ö)  4-  {yx  —  /9t}  cos  (20  4-  Q)  + 
4-  {yi  —  /9x}  sin  (20  —  Q)  4-  f/9t  4-  yx}  cos  (20  —  Q)  4-  ^x  sin  40  4- 

4-  (i  XX  —  i  i()  cos  40  - 
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Stellt  man  in  diese  Ausdrücke  die  numerischen  Werthe  nach  21)  ein,  nimmt  im 
ersten  Ausdrucke  nur  die  mit  tgi,  im  zweiten  nur  die  mit  tg(J2  multiplicirten 
Glieder  mit,  da  die  anderen,  so  lange  man  mit  Gliedern  zweiter  Ordnung  ausreicht, 
nichts  merkliches  ergeben  können  und  erlaubt  sich  in  Rücksicht  auf  den  Umstand, 
dass  man  die  folgenden  Formeln  nur  auf  dem  Pole  sehr  nahe  stehende  Sterne  an- 
wendet, eventuell  statt  secd  den  Werth  tgd  einzusetzen,  so  erhält  man: 


rfz/cfo  =  Ja^y  Jd^  arc  i "  tg  d^  = 

{-H  o"ooo9  74  sin2crT 
+  { —  0*0006  68  sin2ar' 
+  { —  00008  98  cos  2«  t' 
+  ( —  O'Ooig  91  sin  2a T 
+  ( — o-ooi8  26  cos  2a  r' 
+  { —  o-oooo  49  sin2ar' 


'2-|-  o"oooo  34  sin2a}tgd2  + 

}tgJ2sinQ  + 

}tg^2cosQ  + 

' —  0-000004  cos  2«    jtgd^sin©  + 
}tg(J2cos0  4- 
'+ 00009  33  cos  2a  }tgJ2sin20  + 
4-  { —  00000  53  cos  2a  ir' —  0-0009  36  sin  2a  }tg^2eos20  + 

4- O'Oooi  54  cos  2a     tg52sin2Q  — 

—  ooooi  61  sin 2a     tg(J'cos2Q4- 
+  o-oooo  50  cos  2a     tgi^gin^Q  — 

—  o-oooo  50  sin  2a     tg iJ^ cos  30  4- 
4-0-0007  72  cos  2a     tgd2  8in(©4-ö)  — 

—  0-0007  62  sin  2a     tg(J2cos(0-t-Q)  4- 
4-  o-oooi  46  cos  2a     tg d'^  8in(0 —  Q)  — 

—  0-0000  79  sin2a     tgd2cos(0 — Q)  4- 
4-  o-oooo  20  cos  2a     tgd2sin(20-|-Q)  — 

—  o-oooo  21  sin  2a     tgd'^co8(20-\'Q) -{' 
4-  00000  02  cos 2a     tg<J2gin(20 — Q)  — 

—  00000  04  sin  2a     tg  52  cos  (20  —  Q)  4- 
4-  o-oooo  Ol  cos  2a    tgiJ^  sin  40 — 

—  o-oooo  Ol  sin  2a     tg  d^  CO840 , 

d^dfy  =  —  ^  cotgiJo^ao'arc  i"  = 

{( — o"ooo487  4-  0^000307  cos2a)i:' 


23a) 


4-  ((+  0-000334  —  0-000334  cos  2a)  T' 
4-  {  4-  0-000449  sin  2a  t' 
+  {(+  o- 000996  —  0-000996  cos  2a)T 
-+•{  4-  0-0009 1 3  sin  2a  r 

4-  ((+  0000025  —  0-000025  cos  2a]  T 

+{ 


2 —  o"ooo549  4-  o"oooo 1 7  cos  2a}  tg  5  4- 

}tgdsinß4- 

}tgdco8Q4- 

+  0-000002  sin'2a}  tg  J  sin  O  4- 

—  0-000025  }tgicos04- 

—  o- 000466  sin  2  a}  tg  d  sin  20  4- 
4- 0000027 sin 2a T  4-  0000040 —  0-000468 cos2a} tg d cos 20 — 

—  0-000077  sin 2a  tg5sin2Q  — 

—  (0-000023  4- 0-000080 cos 2a)  tgcJcos  2Q  — 

—  0-000025  sin  2a  tgdsin30 — 

—  0-000025  cos 2a  tg^co8  30  — 

—  0-000386 8in2a  tgdsin(04-Q)  — 


23^) 
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—  (0'000040  -f  0-00038 1  cos  2a}tgd cos (0  +Q)  — 

—  0-000073  sin 2a  tg<j8in(0 — q)  — 

—  {0-000381  +  0-000040008  2a)  tg5co8(0 —  q)  — 

—  o-ooooio8in2a  tg^sm(20-t-Q)  — 

—  {o-ooooo2  +  o-oooo  I  o  cos  2a}  tg^  cos  (20 +9) — 

—  o-oooooi  8in2a  tg58in(20 — Q) — 

—  {0-0000I0  +  0«000002 cos 2a}  tg 5 COS(20 — Q) 

—  O-OOOOOI  COS  2a  tg 5  cos  40. 

Wenn  man  von  den  mit  t'  multiplicirten  und  von  periodischen  Argumenten  freien 
Gliedern  absieht,  so  hat  man  jene,  übrigens  hier  in  grösserer  Vollständigkeit  gegebenen 
Formeln,  welche  man  gewöhnlich  zur  Berechnung  der  aus  der  Nutation  und  Aber- 
ration entstehenden  Glieder  zweiter  Ordnung  anwendet;  die  mit  t'  multiplicirten 
Glieder  zweiter  Ordnung  bestimmen  den  Einfluss  der  Präcession  in  den  Fällen,  wo 
man  als  Ausgangspunkt  für  die  Jahresephemeride  eines  Sternes  seine  mittleren  Coor- 
dinaten  des  Jahresanfanges  wählt.  Vergleicht  man  das  Formelsystem  22)  (pag.  260; 
mit  den  Gleichungen  20a)  (pag.  259),  so  ist  der  Vortheil  der  Einfachheit  seitens  der 
letzteren  evident  und  es  kann  wohl  kaum  zweifelhaft  sein,  welcher  Methode  man 
sich  bei  der  Anwendung  zu  bedienen  hat;  nur  ist  zu  bedenken,  dass  die  bisher 
gewöhnlich  in  Ailwendung  gebrachten  Formeln  die  für  einen  gegebenen  Stern  con- 
stanten  Glieder  nicht  berücksichtigen,  also  dem  Stemorte  noch  anhaften ;  man  hat 
daher  die  Katalogspositionen  der  Sterne  um  die  Beträge : 

—  0*0000023  sin  2  a  tgrf2  in  Rectascension  , 


....      24) 
{ +  o"ooo5 49  —  o"oooo  1 7  cos  2a)tgd  in  Declination , 

zu  corrigiren,  wobei  hier  die  erstere  Correction  schon  in  Zeitsekunden  angesetzt  ist. 
Als  Beispiel  für  die  Anwendung  der  von  Fabritius  in  Vorschlag  gebrachten 
Formeln  soll  mit  Hilfe  der  früher  (pag.  255)  gefundenen  Zahlen  für  den  polnahen 
Stern  l  Ursae  minoris  ein  Ephemeridenbruchstück  berechnet  werden. 

Die  mittlere  Position  für  1883-0  ist  nach  dem  Berliner  Jahrbuch: 
a^  =  19^^  41^  2*284  ,  <5o  =  +  8B°  57'  2"52, 

die  jährlichen  Änderungen  sind  nach  derselben  Quelle : 

—  62^9955,  +8"552. 

Die  Position   ist  zuerst  wegen   des   kleinen  Aberrationsgliedes  (vergl.  59)  pag.  232 
und  wegen  der  constanten  Glieder   zweiter  Ordnung  (vergl.  24)  pag.  262)  zu  corri- 
giren, wobei  man  nach  den  betreffenden  Formeln: 

Correct.  wegen  Aberr.  +  1*199        — o"o9 

,,  ,,       Gl.  2.  Ordg.     +  0-005         +  0-03 , 

findet.   Es  ist  demnach  die  für  den  tropischen  Jahresanfang  1883  hier  anzuwendende 
Position :  ^^  _  ^^,  ^^^  ^,^gg  ^^  _  _j_  gg„  ^^,  ^„^^ 

=  295"  15'  52"32. 
liechnet  man  nun  nach  den  Formeln  57)  (pag.  230)  unter  Benützung  der  Tafeln  XI 
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n  =  I  '302085 
cosao=  9'630222 
loga  =0-932307 

«'  =  +  8"557 


logT^«=  in7988. 
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die  jährliche  Pnleession ,  oder  die  mit  derselhen  identischen  Grössen  a  und  a'  der 
Formeln  10)    (pag.  253),  so  findet  sich: 

^5»  =  0.125993 
tg*o=  1-737167 
sinao  =  9n956335 
logT^»tg(Jo8inao=  in8i9495 
■jlywtgdosina«  =  —  65*9926 
w  =  -t-    3'07i2 
^a  =  — 62*9214 

Die  Vergleichung  dieser  Zahlen  mit  jenen  des  Berliner  Jahrbuches  zeigt,  dass  man, 
um  den  Übergang  auf  die  hier  benützten  Fräcessionsconstanten  zu  machen,  demnach 
eine  jährliche  Eigenbewegung  beziehungsweise  von: 

—  0*0741       ,       —  o"oo5 , 
annehmen    muss.     Die  Berechnung   der   übrigen  Coefficienten  nach    10)   (pag.  253) 

^     *  logTV*  =  0-1913  logi'  =  9-9563 

log "5*5  c  =  0'i9i4  logc'  =  9-9601 

HTV«'=On5i75  logef  =  96301. 

Die  Ermittlung  der  Reductionsbeträge  mit  Hilfe  der  auf  pag.  255  angesetzten 
BesseTschen  Beductionscoefficienten  gestaltet  sich  nach  den  Formeln  9)  (pag.  253) 
und  20b)   (pag.  259)  wie  folgt: 


Jan  0.5 

Jan  1.5 

Jan  2.5      ' 

Jan  3.5 

Jan  4.5 

a{A-hA') 

—  i6'83 

-  i6'95 

—  17*10 

—  17*28 

—  17*50 

b[B-\-B') 

+  10.31 

+  10.33 

+  10.37 

-1-  10.41 

+  10.45 

cC 

—    5.^9 

—    5.80 

-   6.31 

—    6.81 

—    7.31 

dB 

—  67.47 

—  67.13 

—  66.99 

-  66.73 

-  66.43 

E 

0.00 

0.00   ^ 

0.00 

0.00 

0.00 

^T' 

0.00 

0.00 

0.00 

0.00 

0.00 

^«0 

—  79'*8 

-  79'65 

—  80*03 

—  80*41 
+  2"3SO 

-  80*79 

a'[A+A') 

+  2"288 

+  2"30S 

4-  2"379 

V[B-\-B') 

+  6.001 

+  6.013 

+  6.036 

+  6.060 

+  6.086 

e'C 

—  3.103 

—  3.403 

—  3.702 

—  3.999 

—  4.294 

d'D 

'  +  8.744 

+  8.714 

+  8.682 

4-  8.648 

+  8.610 

^V 

0.000 

0.000 

0.000 

0.000 

0.000 

^^0 

4-  13-930 

+  13.629 

+  13-341 
11.903 

+  13.059 

4-  12.781 

log'^«o 

«1.899 

«n90I 

»n905 

I1.907 

log  J^o 

1.144 

I.134 

I.I2S 

1.116 

1.107 

^«o^t^o 

3«043 

3«o3S 

3«028 

3n02I 

31.014 

dJa*) 

—  0*19 

—  o'29 

—  0*28 
3.806 

—  0*28 

-0*27 

log  Ja^^ 

3798 

3.802 

3.810 

3.814 

rf^cTo*) 

—  o"o63 

—  o"o63 

—  o"o64 

—  o"o64 
— ~i''»2o*69 

-  o"o65 

Red«o 

-i««  19*57 

—  I«  19*94 

—  I»»  20*31 

—  i"*  21*06 

Redcf^ 

+  I3"87 

+  I3"57 

-H  I3"28 

+  I2"99 

4-  ia"72. 

*)  Es  werden  nämlich  nach  20b)  (pag.  259)  die  für  das  ganze  Jahr  constant  anzunehmenden 
Tx)garithmen  der  Coefficienten,  mit  denen  beziehungsweise  Ja^Jd^Mn^  Ja^  zu  multipliciren  sind: 
(6.423  —  10)  und   4«999^io). 


Digitized  by 


Google 


264     

Die  Ephemeride  der  scheinbaren  Orte  des  Sternes  ist  also  : 
Mittl.  Berl.  Zeit  app.  a  app.  ö 

1883  Jan  0.5  19^  39*^43*92  +  88^  57'  i6"33 

n    1-5  43-55  16-03 

n    2-5  43-i8  15-74 

,,    3-5  42-80  15.45 

M    4-5  42-43  15-18. 

Bei  der  Berechnung  von  Ephemeriden  für  längere  Zeiträume  wird  man  zuerst  die 
Grössen  Ja^  und  Jd^  nebst  den  daraus  entstehenden  Correctionen  dJa^  und  d^d^ 
in  grösseren  Intervallen  (8  oder  10  Tage)  bestimmen  und  dann  die  durch  Inter- 
polation erhaltenen  Tagesresultate  wegen  der  kleinen  Nutationsglieder  nach  i  laj 
(pag.  254)  corrigiren.  Die  Reduction  der  vorstehenden  Ephemeride  auf  die  Momente 
der  oberen  Culmination  eines  beliebig  zu  wählenden  Meridians  wird  keine  Schwierig- 
keiten bieten  und  von  Fall  zu  Fall  durch  Hilfstafeln  erleichtert  werden  können^ 
auf  deren  Einrichtung  jedoch  hier  nicht  eingegangen  werden  soll. 


Anhang. 

Bei  der  Vorausberechnung  der  Ephemeriden  der  kleinen  Planeten  werden 
gewöhnlich  mehre  Angaben  gemacht,  welche  über  die  Zeit  der  Opposition  (helio- 
centrische  und  geocentrische  Länge  sind  für  diesen  Moment  einander  gleich),  über 
die  Helligkeit  und  Lichtstärke  des  Himmelskörpers  Aufschluss  geben  sollen  und 
einen  die  Beobachtung  vorbereitenden  Zweck  haben. 

Die  Zeit  der  Opposition  wird  aus  der  Bedingung  erhalten,  dass  die  helio- 
centrische  Länge  des  Planeten  gleich  ist  der  heliocentrischen  Länge  der  Erde.  Ist 
u  das  Argument  der  Breite,  so  ist: 

tg(/ —  Q)  =  tgt/cosi, 
woraus  die  heliocentrische  Länge  /  des  Planeten  leicht  gefunden  wird.  Da  dieser 
Oppositionsmoment  nur  auf  etwa  eine  Stunde  genau  angegeben  wird,  so  genügt  es, 
in  der  Nähe  der  Opposition  die  heliocentrische  Länge  des  Planeten  mit  derjenigen 
der  Erde  für  Zeiträume  von  20  zu  20  Tagen  zu  vergleichen  (die  Störungsrechnung 
wird  meistens  die  nöthigen  Grössen  enthalten) ,  und  ein  einfaches  Interpolations- 
verfahren mit  Rücksicht  auf  höhere  Differenzen  wird  das  Gewünschte  sofort  errei- 
chen lassen. 

Die  Helligkeit  wird  sich  leicht  finden  lassen,  wenn  man  von  der  Phase  ab- 
sieht und  annimmt,  dass  der  Planet  nur  vermöge  der  Erleuchtung  durch  die  Sonne 
sichtbar  .wird ,  also  keine  ihm  eigenthümliche  Lichtentwicklung  hat.  Ist  Jq  die 
Lichtstärke  des  Planeten  zu  einer  gegebenen  Zeit,  in  der  die  Entfernung  von  der 
Sonne  r^  und  die  Entfernung  von  der  Erde  q^  '^^^^^  so  wird  die  Lichtstärke  /  in 
dem  Momente,  da  die  Entfernung  von  der  Sonne  r,  von  der  Erde  q  ist,  den  ge- 
machten Voraussetzungen  nach  bestimmt  sein  durch: 
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Für  die  kleinen  Planeten  nimmt  man  als  Einheit  die  Lichtstärke  an,  in  welcher 
der  Planet  erscheinen  würde,  wenn  er  in  der  Entfernung  a  (halbe  grosse  Achse)  von 
der  Sonne  und  in  der  Entfernung  a  —  i  von   der  Erde  sich  befände.    Es  ist  dann: 

Lichtstärke  =  /=  "     r~i       > 

oder  log/=  2loga(a —  i)  —  2logr^.         i) 

Um  nun  die  scheinbare  Helligkeit  des  Planeten  zu  finden,  drückt  man  diese  in 
derselben  Scala  (Grössenklassen)  aus,  in  welche  man  die  Fixsterne  einreiht.  Die 
Erfahrung  lehrt ,  dass  das  •  Verhältnis  der  Lichtstärke  zweier  einander  folgender 
Stemklassen,   welches  durch  h  ausgedrückt  werden  soll,  ein  nahezu  constantes  ist; 

Steinheil:  logÄ  =  o-45 

Seidel  0-46 

Johnson  0*41 

Pogson  0-38 

Stampfer  0*40 

Rosdn  o«39 

Zöllner  o«36 
Th.  W.  (Viertelj.  der  Astr.  G.  XV  pag.  206)     035. 

Diese  Werthe  geben  im  Mittel: 

logÄ  =  0'40, 
welche  Zahl  für  die  folgenden  Formeln  trotz  mehrfacher  Mängel,  die  ihr  anhaften, 
benützt  werden    soll;    es   würde   sich  vielleicht   empfehlen,    dieselbe  zur  pmcisen 
Definition  der  relativen  Helligkeit  zweier  auf  einander  folgender  Grössenklassen  zu 
benützen. 

Ist  m^  die  Grösse  des  Planeten  unter  den  Verhältnissen ,  die  /  der  Einheit 
gleich  machen  [r  =  a^  q  =^  a —  i),  welche  Grösse  man  die  mittlere  Oppositions- 
grösse  de»  Planten  nennt,  weiter  3f  jene  Grösse,  die  der  Planet  in  der  heliocent- 
rischen  Entfernung  r,    und  der  geocentrischen  q  zeigt,  so  wird  sein: 

oder  logarithmisch:  .      _ 

wofür  man  mit  Rücksicht  auf  den  obigen  Werth  von  h  auch  schreiben  kann : 

M=^fnQ  —  2-5  log/. 
Setzt  man  für  /  den  Werth  aus  i)  ein,  so  findet  sich: 

M=mQ  +  5logr^  —  ^\og  [a^  —  a]. 

Ist  M  für  ein  vorgelegtes  Datum  durch  die  Beobachtung  gegeben,  so  wird 
man  den  für  einen  bestimmten  Planeten  constanten  Werth: 

ff  =  m^—Slog{a^  —  a),  2) 

aus   den  Beobachtungen  bestimmen  können  und  finden: 

ff  r:=  M  —  ^logVQ,  3) 


Oppolzer,    Bahnbestimmangen.    I.   2.  Aoflaj^e.  34 
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Ist  j'  gegeben,  so  findet  sich  die  Grösse  des  Planeten  aus: 

M=ff+^\ogrQ.         4) 

Nimmt  man  in  dieser  Gleichung  für  r^  jene  Werthe  an,  die  in  einem  gegebenen 
Falle  für  die  Oppositionszeit  gelten,  so  erhält  man  die  Oppositionsgrösse. 

Das  Berliner  Jahrbuch  für  1883  gibt  bei  der  Zusammenstellung  der  Bahn- 
elemente  der  kleinen  Planeten  die  Grösse  m^  und  ff  für  die  Planeten  (t)  —  @. 

Die  Grösse  des  Planeten  wird  aber  in  Folge  der  Exstinction,  welche  das  Licht 
in  der  Erdatmosphäre  erleidet,  eine  Function  der  Zenithdistanz  sein;  Weiss  gibt 
in  den  »Astron.  Nachr.«  (Bd.  88  pag.  183)  auf  Grundlage  von  SeideTs  Angaben, 
unter  der  Annahme  logA  =  0-4,  die  folgenden  Correctionen ,  welche  man  an  die 
beobachtete  Grösse  anbringen  muss,  um  die  mit  M  bezeichnete  wahre  zu  finden : 


Zenithdist.  Corr. 

Zenithdist.  Corr. 

Zenithdist.  Corr. 

30°    — O-OI 

65° 

—  0-32 

80° 

—  0-96 

35     —002 

70 

—  0.45 

81 

—  i-o6 

40     —  0.03 

75 

—  0-65 

82 

—  I-20 

45     —  0-05 

76 

—  0-70 

83 

-1-36 

50     —  0-09 

77 

—  0-75 

84 

—  1-53 

55     —  O.J4 

78 

—  o-8i 

85 

—  I-7I 

60      —  0-22 

79 

—  0-88 

86 

-1.89 

Es  kann  wohl  bezweifelt  werden,  ob  die  vorstehenden  Correctionen  in  allen  Fällen 
in  vollem  Masse  angebracht  werden  müssen,  denn  die  Beobachtungen  sind  in  der 
Regel  Schätzungen,  die  auf  keinen  genauen  photometrischen  Messungen  beruhen 
und  durch  die  Helligkeit  der  benachbarten  Fixsterne  von  bekannter  Grösse  in  etwas 
beeinflusst  sind,  doch  wird  man  im  Allgemeinen  bessere  Resultate  erhalten,  wenn 
diese  Correctionen  berücksichtigt  werden.  Auf  die  Exstinction  des  Lichtes  ist  bei 
den  oben  citirten  Angaben  des  Berliner  Jahrbuches  nicht  Rücksicht  genommen. 


Digitized  by 


Google 


Zweiter  Theil. 
Bah  nbe  Stimmung. 


Allgemeines  and  Aufstellnng  der  Bedingnngsgleichnngen  der  Bahnebene. 

In  dem  vorausgehenden  Theile  ist  gezeigt  worden,  dass  die  Bahnen  der 
Himmelskörper  des  Sonnensystems  als  Kegelschnittslinien  betrachtet  werden  dürfen, 
in  deren  einem  Brennpunkte  die  Sonne  sich  befindet.  Um  einen  Kegelschnitt  seinen 
Dimensionen  nach  völlig  zu  charakterisiren ,  genügt  im  Allgemeinen  die  Angabe 
zweier  Grössen,  nämlich  der  grossen  Halbachse  a  und  der  Excentricität  e;  ist  die 
Bahn  jedoch  parabolisch  (Kometenbahn) ,  in  welchem  Falle  a  =  oo  und  e  =  i  wird, 
so  muss  zur  Dimensionsbestimmung  eine  andere  Angabe  gemacht  werden;  man  be- 
nützt hierzu  die  Entfernung  des  Himmelskörpers  von  der  Sonne  in  seiner  Sonnen- 
nähe, die  Periheldistanz  q.  Um  den  Ort  des  Himmelskörpers  in  seiner  Bahn  für 
eine  beliebige  Zeit  bestimmen  zu  können,  muss  ein  solcher  für  eine  bestimmte 
Zeit  (Epoche)  angegeben  sein ;  zu  diesem  Zwecke  wird  für  nahezu  kreisförmige  Bah- 
nen (Planetenbahnen)  gewöhnlich  die  mittlere  Anomalie  M  zur  2eit  der  Epoche  an- 
gesetzt; bei  sehr  excentrischen  Bahnen  aber  wählt  man  dafür  den  Zeitpunkt  der 
Sonnennähe,  die  Perihelzeit  T.  Um  nun  die  Bahnlage  im  Baume  zu  fixiren,  be- 
darf es  noch  der  Angabe  zweier  Bestimmungsstücke ,  des  aufsteigenden  Knotens  Q 
und  der  Neigung  t;  über  die  Bedeutung  und  Zählweise  dieser  Elemente  und  des 
gleich  zu  erwähnenden  sechsten  Elementes  ist  schon  früher  (pag.  7  und  8)  das 
Nöthige  beigebracht  worden.  Die  Lage  des  Kegelschnittes  in  seiner  Bahnebene  wird 
bestimmt  sein,  wenn  der  heliocentrische  Bogenabstand  lo  des  Perihels  vom  aufsteigen- 
den Knoten,  in  der  Bewegungsrichtung  des  Himmelskörpers  gezählt,  angegeben  ist. 
Die  Summe  der  Bogenlängen  des  aufsteigenden  Knotens  und  des  Abstandes  des  Peri- 
hels vom  Knoten  wird  die  Länge  des  Perihels  7C  genannt.  Zu  diesen  sechs  bisher 
angeführten  Elementen  wird  als  siebentes  noch  die  Masse  des  Himmelskörpers  treten ; 
dieselbe  ist  übrigens  von  der  Ordnung  der  bei  ersten  Bahnbestimmungen  zu  ver- 
nachlässigenden Störungen  und  soll,  da  überdies  die  Massen  aller  Himmelskörper 
des   Sonnensystems,    bei  denen  erste  Bahnbestimmungen  vorgenommen  werden,   so 
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klein  sind,  dass  gegenwärtig  noch  keine  angebbaren  Werthe  für  dieselben  aufge- 
wiesen werden  können,  nicht  weiter  berücksichtigt  werden.  Ist  also  über  die  Bahn 
eines  Himmelskörpers  nichts  Näheres  bekannt,  so  sind  im  Allgemeinen  sechs  Ele- 
mente zu  ermitteln  ;  die  zu  einer  bestimmten  Zeit  gehörenden  heliocentrischen  Coor- 
dinaten  und  deren  Geschwindigkeiten  werden  Functionen  dieser  sechs  Unbekannten 
sein.  Bei  der  Bestimmung  von  Kometenbahnen,  deren  Excentricität  man  stets  mit 
grosser  Annäherung  der  Einheit  gleich  annehmen  kann,  werden  nur  fünf  Un- 
bekannte auftreten.  Dieser  Umstand  erfordert  eine  veränderte  Behandlung  des 
Problems,  von  welcher  man  wegen  der  dadurch  zu  erlangenden  höheren  Genauig- 
keit, besonders  bei  ersten  Bahnbestimmungen  von  Kometen,  mit  Vortheil  Gebrauch 
machen  wird.  Die  l^eobachtungen  selbst  bieten  kein  Hilfsmittel,  die  heliocentrischen 
Coordinaten  eines  Himmelskörpers  vollständig  zu  bestimmen ,  da  durch  dieselben 
der  geocentrische  Abstand  q  nicht  gegeben  wird.  Seien  |,  i^,  C  die  geocentrischen 
Coordinaten,  so  werden  dieselben  durch  die  polaren  in  folgender  Weise  dargestellt: 

^  =  Q  cos  l  cos  ß 
t]  =  Q  sinl  cos  ß 
t  =  p  sin  /? , 

l  und  ß  werden  durch  die  Beobachtungen  gegeben ;  auf  Grund  der  Angabe  der 
Beobachtungszeit  können  aus  den  bekannten  Bahnelementen  der  Erde,  oder,  was 
einfacher  ist,  durch  Benützung  der  astronomischen  Ephemeriden  die  geocentrischen 
Coordinaten  der  8onne  X,  Yj  Z  ermittelt  werden;  es  sind  demnach  die  heliocen- 
trischen Coordinaten  des  Himmelskörpers : 

X  =  ^—X 

y  =  ri-Y 

z  =  l-Z, 

welche  drei  Gleichungen  aber  die  unbekannten  p  enthalten.  Da  x,  y  und  z  Func- 
tionen der  sechs  Bahnelemente  sind,  so  ergibt  eine  Beobachtung  zur  Bestimmung 
dieser  Elemente  drei  Gleichungen  mit  sieben  Unbekannten,  nämlich  den  sechs  Ele- 
menten und  der  geocentrischen  Distanz ;  eine  zweite  Beobachtung  wird  nur  eine  neue 
Unbekannte,  nämlich  die  zugehörige  geocentrische  Distanz  einführen,  zugleich  aber 
die  Aufstellung  dreier  weiterer  Gleichungen  gestatten.  Eine  einfache  Überlegung 
zeigt  daher,  dass  drei  vollständige  Beobachtungen  neun  Gleichungen  mit  neun  Un- 
bekannten ergeben,  also,  abgesehen  von  gewissen  Specialfällen,  eine  Lösung  der 
Aufgabe  eben  ermöglichen;  da  aber  diese  Gleichungen  durchaus  nicht  linearer 
Natur  sind,  so  ist  es  immerhin  denkbar,  dass  mehrfache  Lösungen  möglich  seien, 
welcher  Fall  auch  thatsächlich  eintreten  kann.  Unter  Umständen  mag  es  wünschens- 
werth ,  ja  selbst '  geboten  sein ,  von  unvollständigen  Beobachtungen  Gebrauch  zu 
machen;  eine  solche  soll  in  ihrer  grössten  Allgemeinheit  genommen  werden,  so 
dass  die  Coordinaten  X  und  ß  als  Functionen  einer  willkürlichen  Variabein  für  jede 
einzelne  Beobachtung  dargestellt  werden,  daher  man  in  einem  Falle,  in  welchem 
alle   Beobachtungen   als  unvollständig  vorausgesetzt  werden,    sechs   derartiger  Be- 
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obachtnngen  bedarf,  um  eine  Bahnbestimmung  durchfuhren  zu  können;  jede  der- 
selben wird  nämlich  drei  Gleichungen  ergeben,  also  in  Summe  achtzehn  Gleichun- 
gen; in  der  That  sind  achtzehn  Unbekannte  in  dem  Problem  vorhanden;  nämlich 
die  sechs  Elemente,  die  sechs  geocentrischen  Distanzen  und  die  sechs  willkürlichen 
Variabein,  die  für  jede  einzelne  Beobachtung  l  und  ß  bestimmen.  Im  Allgemeinen 
wird  eine  derartige  Bestimmung  der  Elemente  aus  unvollständigen  Beobachtungen 
nicht  empfehlenswerth  sein,  in  manchen  Fällen  jedoch  die  Mitnahme  solcher  nöthig 
werden.  Man  kann  die  bisherigen  Betrachtungen  demnach  dahin  zusammenfassen, 
dass  man  sagt,  jede  vollständige  Beobachtung  liefert  zwei  Gleichungen,  jede  un- 
vollständige dagegen  nur  eine  Gleichung  zur  Bestimmung  der  sechs  Elemente.  Es 
ist  aber  immerhin  möglich,  dass  in  gewissen  Fällen  die  so  erlangten  Gleichungen 
nicht  essentiell  verschiedene  Relationen  ergeben,  wie  dies  zur  Bestimmung  der 
Unbekannten  erforderlich  ist;  auf  diese  Fälle  wird  später  Rücksicht  genommen 
werden ,  vorerst  soll  nur  jener  in  Betracht  gezogen  werden ,  in  welchem  drei  voll- 
ständige Beobachtungen  vorliegen. 

Um  zunächst  die  Bedingungen  festzustellen,  welche  erfüllt  sein  müssen,  da- 
mit die  drei  Orte  des  Himmelskörpers  im  Räume  in  einer  Ebene  liegen,  die  durch 
den  Sonnenmittelpunkt  geht,  mögen  die  zu  den  drei  Orten  gehörenden  rechtwink- 
ligen heliocentrischen  Coordinaten  beziehungsweise  durch  r„  y„  z„  x„j  y,„  z„,  x,„,  y,,,, 
r,„  bezeichnet  werden;  dann  ergeben  die  Gleichungen  der  Ebene,  die  durch  den  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  ^8olmellmittelpunkt)  geht,  die  drei  Relationen: 

Aj!,  -h  By,  +  CX  =  o 
Ax„  -h  By„  -h  Cz„  =  o 
Ax„,+  By„,+  Cz,„=  o, 

in  welchen  Gleichungen  A^  B,  C  Functionen  der  Elemente  Knoten  und  Neigung 
sein  werden.  Man  kann  diese  Grössen  ohne  Schwierigkeit  eliminiren.  Multiplicirt 
man  die  erste  Gleichung  mit  z,,,  die  zweite  mit  z,  und  subtrahirt  diese  von  jener, 
so  wird  erhalten : 

A{x,z„—  x„z,)  +  B\y,zn—  y„z,)  =  o  . 

Aus  der  Multiplication  der  ersten  Gleichung  mit  z„,,  der  dritten  mit  z,  und  Sub- 
traction  der  letzteren  von  der  ersten  ergibt  sich  : 

A(x,z„,—  x„,z,)  +^B{y,z„,—  y,„z,)  =  o. 

Um  nun  B  zu  eliminiren,  multiplicirt  man  die  erste  der  eben  erhaltenen  Gleichun- 
gen mit  'y,z„r — y,„2,),  die  zweite  mit  \y„z, —  y,z„)   und  addirt,   dann  erhält  man: 

A  [x,  y,  z„  z,„  —  x„  y,  z,  z„,  —  x,  y,„  z,  z„  -h  x„  y,„  z,  z,  +  x,  y^  z,  z,,, 
—  X,  y,  z„  z„,—  x,„y„  z,  z,  -h  x,„  y,  z,  z„)  =  o . 

Das  erste  Glied  hebt  sich  mit  dem  sechsten  auf,  die  übrigen  enthalten  als  ge- 
meinschaftlichen Factor  Az,;  dieser  wird  im  Allgemeinen  von  Null  verschieden  sein, 
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weshalb  man  denselben  wegen  der  rechts  vom  Gleichheitszeichen  stehenden  Null 
weglassen  kann  und  als  Bedingungsgleichung  der  Hahnebene  erhält: 

—  x„y,  z,„—  X,  y„a„  +  ^»fyf.>z,+  ^,  y,fZ,„+  x,„y,  z„ —  x,„y„z,  =  o ,       2) 

welche  Gleichung  in  drei  verschiedenen  Formen  geschrieben  werden  kann^  je  nach- 
dem man  (x,,  —x„,  +  ^m)  oder  ( — y^,  +  y^M  —  V»^  oder  [z,,  —  z»,  +2;,,)  als 
partielle  gemeinschaftliche  Factoren  heraushebt.    Es  wird  so: 

xXy„z,„—  y,„z,)i  —  x„[y,z,„—  y„,z)  +  x„,[y,z„—  y„z,]  =  o    | 
y,{x„z„,—  x„,z„)  —  y„[x,z,„—  x,„z,)  +  y,n{x,z„—  x^z,)  =  o     >     3) 
^/(^..ym—  x^y^)  —  z„{x,y„,—  x,„y,)  +  z„,[x,y„—  x„y,)  =  o.   I 

Die  innerhalb  der  Klammem  stehenden  Coefficienten  haben  eine  ganz  bestimmte 
geometrische  Bedeutung;  betrachtet  man  die  erste  der  Gleichungen,  so  wird  man 
leicht  f\pden,  dass  die  Coefficienten  der  Reihe  nach  die  Coordinaten  der  Projectio- 
nen  des  zweiten  und  dritten,  ersten  und  dritten,  ersten  und  zweiten  Ortes  auf  die 
y^r- Ebene  enthalten,  die  Ansicht  der  zweiten  und  dritten  Gleichung  lässt  in  den 
Coefficienten  derselben  die  Coordinaten  der  analogen  Projectionen  auf  die  arsr-Ebene, 
beziehungsweise  die  xy-Ehene  erkennen. 

Zur  näheren   Betrachtung  soll  der  specielle  Fall  {x,y„, —  x,„y,)  vorgenommen 
werden.  P,  und  P,,,  (Fig.  IV)  seien  die  Projectionen  des  ersten  und  dritten  Ortes  auf 
die  ry-Ebene,  x,,  y,  und  x,„^  y^die  zugehörigen  Coordinaten. 
^  Das  Dreieck  zwischen  P,OP,„  kann  in  drei  kleinere  Dreiecke 

*"      /T\  zerlegt  werden  und  zwar  ist : 

y^    1^-      jX/  Y^^  ^^^  offenbar  die  Relationen: 

Flg.  IV.  A^^.  PP^  =  i(y--  yJ  [^,  -  ^-) 

AiP^FO)     =  \y.{x,—  x„,) 
/S[P,„FO)     =  i  x,„[y„,-^  y,)  , 

bestehen,  durch  deren  Addition  siclw 

/\,{P,OP„,)  =  ^{x,y,„—x„,y,), 

findet,  so  stellt  der  eben  betrachtete  Factor  die  doppelte  Fläche  des  Dreieckes  P.OP^ 
dar.  Bezeichnet  man  die  Neigung  der  Bahnebene  gegen  die  a:y-Ebene  mit  ij^,  g«gen 
die  :r5?- Ebene  mit  i^^  und  gegen  die  yr- Ebene  mit  iy^  und  fuhrt  für  die  doppelten 
Dreiecksflächen,  welche  zwischen  den  drei  in  Betracht  kommenden  Radien vectoren 
eingeschlossen  sind,  wie  oben  (13)  pag.  98)  die  Symbole  [r,r,i\,   [r,rjj  und  [r^r,„]  ein. 

so  ist  zunächst: 

/S{P.OP„:j  =  i[r,r,„]  cost^. 

Transformirt  man  in  ähnlicher  Weise  die  in  3)  in  den  Klammern  eingeschlossenen 
Factoren,  so  erschliesst  man  leicht  die  folgenden  Relationen: 
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4) 


{ynZ,^-r- VmZ,,)  =  [r,,r,„]  COS tyg  ;  {x„z,„— x,„z„)  =  [r„r,,,]  cos tr;j  ; 
(y.  «m— yw^f)  =  [r,  r,„]  cos iy 2  ;  (x,z,„— x,„z,]  =  [r,  r,,,]  cos i^^  ; 
(y,  «,,  —  y,,  z,)  =  [r,  r,,] cost^,     ;     (x, z„  —  x„  z,)  =  [r,  r,,]  cos«^^  ; 

[Xf,ym— x„,y,)  =  [r„n„]  cos»^ 
[^fVin— x,„y,)  =  [r,r,,,]  cos ij^ 
[x,  y„  —  x„  y,)  =  [r,  r„  ]  cos  i^ . 

Wenn  man  nun  diese  Werthe  in  3)  substituirt,   so  findet  sich: 

[r„r,„]         ,     [r,r„]  ,    _  ^ 
[r,r„,]''^'^  [r,r„,]  ^'"  "  ^'^ 

welchen  Bedingungen  die  heliocentrischen  Coordinaten  der  drei  in  Betracht  gezo- 
genen Orte  genügen  müssen,  um  in  einer  Ebene  zu  liegen,  die  durch  den  Sonnen- 
mittelpunkt  geht.  Diese  drei  Gleichungen  sind  ursprünglich  aus  der  verschiedenen 
Schreibweise  einer  und  derselben  Gleichung  2)  (pag.  270)  entstanden,  werden  aber 
drei  Bedingungen,  die  von  den  Coordinaten  erfüllt  sein  müssen,  darstellen,  sobald 
man  für  die  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen  anderweitige  nicht  von  den  Coor- 
dinaten selbst  abhängige  Werthe  einfuhrt.  In  der  That  lassen  sich,  wie  dies  oben 
(pag.  98  bis  101)  gezeigt  wurde,  so  lange  der  in  Betracht  gezogene  helioceutrische 
Bogen  nicht  zu  gross  ist,  die  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen  durch  rasch  conver- 
girende  Reihen  ersetzen,  deren  Anfangsglieder  von  den  bekannten  Zwischenzeiten 
und  den  Radien vectoren  abhängen,  welche  selbst  euifache  Functionen  der  helio- 
centrischen Coordinaten  sind,  so  dass  deren  genäherte  Bestimmung  ohne  allzugrosse 
Schwierigkeit  vorgenommen  werden  kann.  Diese  Substitution  soll  aber  vorerst  nicht 
durchgeführt  und  von  der  bezüglichen  Bemerkung  in  der  folgenden  Untersuchung 
nur  insoweit  Gebrauch  gemacht  werden,  dass  man  die  Verhältnisse  der  Dreiecks- 
flächen unter  den  gemachten  Einschränkungen  als  genähert  bekannt  voraussetzen  darf. 
Ersetzt  man  nun  in  4)  die  heliocentrischen  Coordinaten  des  Himmelskörpers 
durch  seine  geocentrischen  und  durch  die  geocentrischen  Sonnencoordinaten  nach  den 
Relationen  (vergl.  1)  pag.  20) : 

y  =  ri-Y\     5) 

und  führt  die  polaren  Coordinaten  ein,  so  stellt  sich  die  Frage,  welche  Fundamen- 
talebene man  für  dieselben  wählen  soll.  Im  Allgemeinen  ist  diese  Bestimmung 
willkürlich,  der  Umstand  aber,  dass  die  Z-Coordinate  in  der  Ekliptik  stets  sehr 
klein  ist  oder  auch  durch  geeignete  Methoden  (vergl.  35)  pag.  39  und  2)  pag.  41) 
streng  der  Null  gleich  gemacht  werden  kann,  lässt  das  System  der  Längen  und 
Hreiten  als  besonders  zweckmässig  für  das  vorgelegte  Problem  erscheinen;  es  wird 
daher,  wenn  mit  q  die  geoceiitrische  Entfernung  des  Himmelskörpers,  mit  A  und // 
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seine  Länge  nnd  Breite,  mit  R  die  geocentrische  Entfernung  der  Sonne  und  mit  L 
deren  Länge  bezeichnet  wird,  während  ihre  Breite  den  eben  gemachten  Bemer- 
kungen zufolge  der  Null  gleich  angenommen  werden  kann,  für  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  zu  setzen  sein : 


g  =  ^cos  (A  —  U]  cos/?  i  X  =  Äcos  [L  —  JT) 
ri  =  Qsm[X  —  n)  cos/?  ,  Y  =  Äsin  [L  —  Tl) 
t  =  qsmß  ,       Z  =  0. 


6) 


Hierbei  sind  überdies  die  Längen  von  einem  Punkte  aus  zu  zählen,  dessen  Länge 
durch  J7  dargestellt  sei.  Die  angeführten  Grössen  werden  für  die  drei  in  Betracht 
kommenden  Orte  durch  Accente  unterschieden.  Führt  man  also  die  Relationen  5) 
und  6)  in  4)  (pag.  271)  ein,  so  erhält  man  ohne  Schwierigkeit  die  folgenden  drei 
für  die  weiteren  Untersuchungen  höchst  wichtigen  Gleichungen: 

f^  {^,cos [K  -  JT)  cos/?,  —  Ä,cos  (i,  —  JT)}  +  \l^\  {^,.co8 [l,,  —  IT]  cos/?,,  — 

—  iJ„,cos  [L„f  —  JT)}  =  ^„cos  [l„  —  JT)  COS/?,,  —  .B^cos [L„  —  JT) 
}^  {^,sin  [K  —  JT)  cos/?,  —  i?,sin  (L,  —  IT^)  +  [^j  {^„,sin  [l,„  —  ü)  cos/?,.  — 

—  -B,„8in  {L,„  —  JT)}  =  ^^sin  (l„  —  JT)  cos/?^  —  iJ„sin  {L„  —  JT) 

I^  ^,sin/?,  4-  [-'^';^j  ?,.sin/?,„  =  Q„smß.. 

Hätte  man  die  Z-Coordinate  in  6)  nicht  der  Null  gleich  gesetzt,  so  würden  die 
Sonnencoordinaten  die  Form: 

X  =  Äcos5cos(L  — JT) 
Y  =  Äco8S8in(i:  — JT) 
Z  =  EsinB , 

erhalten;  dann  hätte  man  statt  der  Gleichungen  7),  wenn  überdies  JT  =  o  gesetzt 
wird,  zu  schreiben: 

~^'^  (p,cosA,cos/?, — RfCosL,cosB,}  +  ---"  {^,„cosA,„cos/?„, —  R„,cosL„,cosB,„)  = 

=  Q„  cos  l„  COS  /?„  —  R„  cos  L„  cos  B„ 

rJ"^'"'   {?/8inA,cos/?,— Ä,sinL,cosS,}  +     '- "|{p,„sinA,„cos/?,„— Ä,„sinL,„cosB,„}  = 

=  ^„  sin  Iff  cos  /?„  —  -B,,  sin  L„  cos  -B,, 

j^"-^'^  {e,sin/?,-  Ä,sin5,}  4-  f^-H  {?.,sin/?,„— Ä,„sinS,„}  =  Q,smß„—R„smB„ 

Die  Gleichungen  8)  bieten  bei  ersten  Bahnbestimmungen  gegenüber  den 
Gleichungen  7)  einen  unter  Umständen  nicht  zu  unterschätzenden  Vortheil;  ist 
nämlich  die  beobachtete  Breite  einer  oder  mehrer  der  zu  Grunde  gelegten  Be- 
obachtungen sehr  klein  oder  gar  der  Null  gleich,  so  wird  die  Einführung  des  locus 
fictus  (vergl.  pag.  38)  unthunlich  und  die  Sonnenbreiten  können  nicht  in  voller 
Strenge  der  Null  gleich  gesetzt  werden ;  die  Gleichungen  8)  aber  werden  in  voller 
Strenge   in  Anwendung  gezogen  werden  können,  wenn  man  nur  für  L,  B  imd  R 
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die  durch  den  Standpunkt  des  Beobachters  parallaktisch  veränderte  geocentrische 
S6nnenlänge  L^ ,  Breite  Bq  und  Entfernung  R^  einfuhrt.  Man  kann  daher  in  jenen 
Fällen,  bei  welchen  sich  die  Einfuhrung  des  locus  Actus  als  unthunlich  erweist,  von 
den  Gleichungen  8)  Gebrauch  machen.  Da  solche  Fälle  nur  bei  Planetenbahnbestim- 
mungen häufiger  eintreten,  während  dieselben  kaum  jemals  bei  Kometenbahnbestim- 
mungen,  in  deren  ersten  Entwürfen  man  sogar  in  der  Regel  den  Einfluss  der  Parall- 
axe ganz  übergeht,  in  Betracht  kommen,  so  sollen  der  Bestimmung  parabolischer 
Elemente  die  Gleichungen  7)  zu  Grunde  gelegt,  während  die  Gleichungen  8)  der 
Ermittlung  der  Bahnelemente  ohne  Rücksicht  auf  eine  Annahme  über  die  Excent- 
ricität  als  Ausgangspunkt  dienen  werden;  man  wird  aber  bestrebt  sein  müssen, 
den  auf  die  letzteren  Gleichungen  aufgebauten  Entwicklungen  eine  solche  Form  zu 
geben,  dass  in  den  Formeln  der  Einfluss  der  Sonnenbreite  abgetrennt  erscheint,  so 
dass  die  Berechnung  der  betreffenden  Glieder,  wenn  man  die  Sonnenbreite  durch 
Einführung  des  locus  fictus  der  Null  gleich  gemacht  hat,  einfach  übergangen  wer- 
den kann;  es  wird  sich  dadurch  auch  die  Möglichkeit  bieten,  von  diesen  Formeln 
nur  theilweise  Gebrauch  zu  machen,  indem  man  die  Anwendung  dieser  Corrections- 
glieder  nur  auf  jene  Beobachtungen  beschränkt ,  welche  die  Einfuhrung  des  locus 
fictus  nicht  gestatten ;  dieses  combinirte  Verfahren  wird  sogar  als  jenes  bezeichnet 
werden  müssen,  welches  bei  der  thatsächlichen  Anwendung  die  grössten  Vortheile 
gewährt. 

Es  wird  hier  der  geeignete  Platz  sein,  die  Formeln  anzuführen,  deren  man 
sich  zu  bedienen  hat,  um  die  parallaktisch  veränderten  Sonnen coordinaten  zu  be- 
stimmen ;  es  sind  dies  die  oben  (vergl.  27)  pag.  34)  gegebenen  Formeln,  wenn  man  in 
denselben  statt  0  und  (p\  die  bei  der  Ikrechnung  des  locus  fictus  (vergl.  32)  pag.  37) 
ermittelte  Länge  und  Breite  des  Zenithes  einfuhrt  und  die  Rectascension  und 
Declination  durch  die  Länge  und  Breite  ersetzt.  Mit  Rücksicht  darauf,  dass  die 
parallaktisch  veränderten  Sonnenbreiten  im  Maximum  etwa  den  Betrag  von  zehn 
Bogensekunden  erreichen  können ,  wird  man  deren  Producte  in  die  Parallaxe  ver- 
nachlässigen können  und  die  Formeln  27)    (pag.  34)  werden  die  Gestalt: 

L  =  L„+  — -^— sm(Z,„—  l) 


logJ?  =  logÄo ^^^^cos(Lo —  /)  Mod.  arc  i" 

log  Mod.  arc  i"=  43234  —  10, 


9) 


annehmen ;  tv  ist  hierbei  die  mittlere  Sonnenparallaxe  (8"848)  und  h  (vergl.  pag.  32) 
der  Abstand  des  Beobachtungsortes  vom  Erdmittelpunkt  in  Einheiten  des  Äquator- 
halbmessers der  Erde. 


Oppolxer,   BalmbeitiininQngen.   I.   2.  Auflage.  35 
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I.  Abschnitt.  Bestimmung  parabolischer  Elemente. 

1.  Aufstellung  einer  Relation  zwischen  den  geocentrischen  Distanzen  ans  der 

Bedingung  der  Ebene. 

Sobald  man  die  Verhältnisse  der  Dreieeksflächen  als  bekannt  voraussetzt, 
gestatten  die  drei  Gleichungen  7)  (pag.  272),  einige  Specialfälle  ausgenommen,  offen- 
bar die  Bestimmung  der  Unbekannten  q,,  q„  und  q„,  ;  hierzu  sind  im  Allgemeinen  drei 
vollständige  Beobachtungen  nöthig,  welche  die  Ermittlung  der  sechs  unbekannten 
Bahnelemente  ermöglichen.  In  dem  besonderen  Falle  der  hier  vorgelegten  Aufgabe 
wird  aber,  da  nur  fünf  Elemente  zu  bestimmen  sind,  eine  Bedingungsgleichiing 
überschüssig,  weshalb  man,  um  in  Folge  der  unvermeidlichen  Fehler,  welche  aus 
den  Beobachtungen  und  wohl  auch  aus  der  Theorie  resultiren,  nicht  in  Wider- 
sprüche zu  gerathen,  nur  fünf  Bestimmungsstücke  in  das  Problem  einführen  darf. 
Zur  Erzielung  möglichst  allgemeiner  Resultate  wird  man  eine  Beobachtimg  als  un- 
vollständig einführen  und  zwar  eignet  sich  hierfür  zum  Zwecke  möglichst  sicherer 
Ermittlung  der  Elemente  am  besten  die  mittlere  Beobachtung.  Es  würde  wohl  auch 
die  Wahl  einer  der  äusseren  Beobachtungen  keinen-  besonderen  Nachtheil  für  die 
folgenden  Methoden  haben ,  weil  aber  eine  solche  in  der  Anwendung  nur  äusserst 
selten  getroffen  wird,  so  soll  hier  keine  besondere  Rücksicht  darauf  genommen  werden. 
Wenn  man  sich  mit  einer  geringeren  Convergenz  als  der  durch  entsprechende  Trans- 
formationen zu  erreichenden  begnügt,  so  kann  die  unvollständige  Beobachtung  als 
mit  dem  Index  der  zweiten  Beobachtung  versehen  gedacht  und  die  Rechnung  nach 
den  hier  zur  Entwicklung  gelangenden  Formeln  durchgeführt  werden,  wobei  man  nur 
wegen  des  Auftretens  negativer  Zwischenzeiten  die  consequente  Berücksichtigung  der 
Vorzeichen  zu  beachten  hat. 

Betrachtet  man  die  mittlere  Beobachtung  als  unvollständig,  so  wird  es  vor 
allem  wünschenswerth  sein,  Methoden  zu  entwickeln,  die  in  der  grössten  Allgemein- 
heit dieser  Forderung  genügen.  Eine  vollständige  Beobachtung  gibt  die  Richtimgs- 
linie  an,  in  welcher  sich  der  Himmelskörper  zur  Beobachtungszeit  befindet;  die 
Linie  im  Räume  ist  durch  zwei  unabhängige  Bedingungen  festgestellt,  eine  Ebene 
aber  nur  durch  eine  Gleichung ;  es  soll  daher  die  mittlere  Beobachtung  dadurch  zu 
einer  unvollständigen  gemacht  werden,  dass  man  die  Bestimmung  trifft,  der  Komet 
stehe  zur  Beobachtungszeit  bloss  in  einer  bestimmten  Ebene,  welche  durch  die  Be- 
obachtungsrichtung gelegt  ist.  Diese  Bedingung  kann,  da  sich  die  Richtungslinie 
auf  der  Himmelskugel  als  Punkt,  die  gewählte  Ebene  als  grösster  Kreis  projicirt, 
auch  geometrisch  dahin  definirt  werden,  dass  der  Komet  zur  Zeit  der  mittleren  Be- 
obachtung in  einem  bestimmten  durch  diese  gelegten  grössten  Kreise  steht.  Der 
aufsteigende  Knoten  dieses  grössten  Kreises  in  der  Ekliptik  sei  TT  und  die  Nei- 
gung J;  die  Bedingung,  dass  der  grösste  Kreis  durch  die  mittlere  Beobachtung 
geht,  ist  demnach  in  der  Relation: 
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enthalten.  In  dieser  Relation  ist  eine  Bedingung  völlig  willkürlich,  11  kann  ohne 
Beschränkung  gewählt  werden,  wenn  nur  dann  «/der  Gleichung  i)  entsprechend 
bestimmt  wird.  Vor  Beginn  der  Berechnung  einer  Kometenhahn  wird  man  bezüg- 
lich der  Annahmen,  welche  man  über  JT  machen  will,  schlüssig  werden  müssen 
und  es  sollen  weiter  unten  die  Kriterien  angegeben  werden,  welche  bei  dieser  Ent- 
scheidung massgebend  sind. 

Bezeichnet  man  mit  u  den  Abstand  eines  in  dem  gewählten  grössten  Kreise 
liegenden  Punktes  vom  aufsteigenden  Knoten  dieses  Kreises  in  der  Ekliptik,  so 
wird  das  in  Betracht  kommende  rechtwinklige  sphärische  Dreieck  die  Relationen : 

costt  =  cos(A„ — 11)  cos ß„  \ 
sin  u  cos  J  =  sin  (l„  —  TI)  cos  ß„    i     2) 
sin  usinJ  =  sin  ß„,  J 

ergeben,  wobei  den  gemachten  Voraussetzungen  nach  u  als  völlig  willkürlicher 
Bogen  in  das  Problem  einzuführen  ist.  Die  Substitution  dieser  Relationen  in  7) 
(pag.  272)  ergibt  sofort: 


}f^{Q^cos(K  —  n)cosß,- 
—  Ä„,cos  [L, 


i?,cos  [L,  —  JT)  +  Ij'J^'!  {q,,cos  (K, 


FL)  COS  ß„,  — 


3) 


JI]}  =  Q„coau  —  R„cos  [L„  —  JT) 
P^.  [q.iin {l.  —  n]  cos li,  —  ll,smiL,  —  H)}  +  .^  {Q,„sin  {X,„  —  H)  cos/if, 
—  -B^^siii  [Ln,  —  Tl))  =  QffSinucosJ —  -B,,8in  [L„  —  il) 

In  diesen  drei  Gleichungen  treten,  wenn  man  die  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen 
als  bekannt  voraussetzt,  vier  Unbekannte  ß„  p,„  q,„  und  u  auf;  es  ergibt  sich  also, 
da  nur  zwei  Unbekannte  eliminirt  werden  können,  nur  eine  Relation  zwischen 
zwei  Unbekannten,  für  welche  hier  q,  und  q,„  gewählt  werden  sollen.  Die  Aufgabe, 
aus  den  Gleichungen  3)  q„  und  den  Bogen  u  zu  eliminiren ,  kann  leicht  aus  den 
beiden  letzten  Gleichungen  allein  bewerkstelligt  werden,  wenn  man  die  zweite 
Gleichung  mit  sin«/,  die  dritte  mit  —  cos«/  multiplicirt  und  die  Resultate  addirt; 
setzt  man  hierbei  abkürzend: 

O,  ==  R,s\ii[L,  —  IT) 

Q„  =  R„s\n[L„  —  n) 

(z)„,  =  jR,,,8in  [L,„  —  TT) 

(^,  =  sin/?, cos«/ —  sin  [l,  —  TI]  cos//, sin/ 
(^„,  =  sin(A,„  —  IT)  cos//,,, sin«/ —  sin//,,, cos/, 

so  wird  man  erhalten: 


4) 


-  ^'cf '  feä  +  ^"'^'"  !Si  =  ^'^  ^'  -  <^"  +  ra  °""}  5) 


oder  auch  ; 


Bin J  f[r„r,„]  [r,r,„]  ^      ,    ^   \    1    fn^J  CTj    ^ 


6) 


35^ 
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welche  Relation   als   eine   Fundamentalgleichung  für  die   weiteren  Untersuchungen 
bezeichnet  werden  darf. 

Die  geometrische  Bedeutung  der  Symbole  (^,  und  (^^  lässt  sich  sehr  leicht 
nachweisen;  dieselben  sind  die  Sinus  der  sphärischen  Perpendikel  beziehungsweise 
vom  ersten  und  dritten  Kometenorte  auf  den  durch  die  mittlere  Beobachtung  ge- 
legten grössten  Kreis.  Bezeichnet  man  nämlich  den  sphärischen  Abstand  des  ersten 
und  dritten  Ortes  von  J7,  dem  aufsteigenden  Knoten  des  durch  die  mittlere  Be- 
obachtung gelegten  grössten  Kreises,  mit  u,  und  u„,  und  beziehungsweise  mit  t,  und  C 
die  Neigungen  der  durch  JT  und  diese  beiden  Orte  gelegten  grössten  Kreise  gegen 
die  Fundamentalebene,  so  folgt,  wenn  man  für  die  sphärischen  Perpendikel  die 
Buchstaben  P,  und  P,,,  schreibt: 

sinP,  =  sinu,  sin  [i,  —  J] 

smP,„  =  sin«,,,  sin  {/—  i„,), 
oder: 

sinP,  =  sinw,  sint,  cos/ —  sint^,  cos»,  sin/ 
sinP,,,  =  sinw,„cost„,sin/ —  sin  2^,,,  sin  v  cos 

nun  ist  aber  oflFenbar: 


':] 


7) 


sin  u,  cos  i,  =  sin  [l,  —  J7)  cos  ß,j       sin  u„,  cos  t,,,  =  sin  (l,,, —  JT)  cos  /?„„ 
sin  u,  sin  i,  =:  sin  ß„  sin  u„,  sin  i,„  =  sin  /5?,„, 

welche  Werthe  in  die  Gleichungen  7)  (pag.  272)  substituirt,    mit  Rücksicht  auf  4^ 

(pag.  275)  sofort:  •    z>        ^        ^     •    d         ^ 

sinP,  =  (f,  und  sinP,,,  =  (f,,,, 

ergeben,  womit  die  obige  Behauptung  als  erwiesen  betrachtet  werden  kann. 

Der  Gleichung  6)  (pag.  275)  kann  man  ohne  Verletzung  der  geometrischen 
Strenge  eine  andere  Gestalt  ertheilen,  welche  für  die  folgenden  Untersuchungen 
sich  als  zweckmässig  erweist.     Es  ist  allgemein: 

sin(^  — 5)8in(C— il]  —  sin(^—  C)sin(5  — JI)  -f- sin  (Ä— C)sin  (^— JI]  =0.  8) 
Führt  man  nun:  a        t       n        t      ry        t 

in  die  Gleichung  8)  ein,  nachdem  diese  mit  R,  R„  R,„  multiplicirt  wurde,  so  nimmt 
dieselbe  mit  Rücksicht  auf  die  Relationen  4)    (pag.  275)   die  Gestalt: 

R„R„,^\ii  [L,„  —  //,,)©,  —  R,R,„^\n  [L„,  —  ijo,,  +  R,R„  sin  (L„  — 'LJ  Q,„  =  o, 

an.  Da  man  die  Sonnenbreiten  der  Null  gleichsetzen  darf  [vergl.  35)  pag.  39  und  2) 
pag.  41],  so  stellen  die  Factoren  der  0  -  Symbole  die  doppelten  Dreiecksflächen 
zwischen  den  entsprechenden  Radien vectoren  der  Sonne  dar;  bezeichnet  man  die- 
selben ähnlich  wie  früher  (pag.  98)  symbolisch  und  setzt  daher: 

[R„  Rf„]  =  -B^  22,,,  sin  [L,„  —  L„) 

[R,  R,„]  =  R,  Ä,„sin  (i,„  —  L,)    \    9) 

[R,R„]=R,R,sm[L„  —  A), 


Digitized  by 


Google 


277     

80  wird  sein  :  ;jg,,Jg„;]  [R,  R„,]  ^   _,    ^    ^ 

Subtrahirt  man  diesen  NuUwerth  von  dem  in  6)    (pag.  275)  auftretenden  Klammer- 
ausdruck, welche  Operation  den  Werth  des  letzteren  offenbar  nicht  ändert,  und  setzt 

abkürzend: 

__  sin J-  j/[r^rj  _  [R„R„,^\  ^  _  (\r,r„,]  _  [R,  R,„]\        ( 
""  (T„,  \\[r,r„]         [R,R.,])  ^'        \{r,r„]         [R,R„])  ^^  t 


10) 


so  kann  man  der  Fundamentalgleichung  6)   (pag.  275)  die  Form: 

Q„,  =  fn  +  MQ,,  11) 

ertheilen,  und  stellt  damit  eine  einfache  Relation  zwischen  p,  und  p«,  auf.  Die 
genaue  Berechnung  dieser  letzteren  stösst  aber  auf  die  Schwierigkeit,  dass  in  den 
Ausdrücken  10)  die  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen  [r„r„,]  :  [r,r,i\  und  [r,r„]  :  [r,r,J 
auftreten,  welche  Grössen  vor  Ermittlung  der  Elemente  nur  näherungsweise  mit  Hilfe 
der  früher  entwickelten  Reihen  (vergl.  pag.  99 ff.)  ersetzt  werden  können.  Es  stellt 
sich  daher  die  Frage,  mit  welcher  Genauigkeit  diese  Substitution  ausgeführt  werden 
müsse,  um  eine  genügende  Convergenz  zu  erhalten;  die  betreffende  Untersuchung 
wird  Gegenstand  des  folgenden  Kapitels  sein,  hier  soll  nur  die  Beschränkung  her- 
vorgehoben werden,  welche  die  Benützung  der  angeführten  Reihen  sofort  der  ersten 
Bahnbestimmung  auferlegt,  dass  nämlich  der  heliocentrische  Bogen  zwischen  den 
in  Betracht  gezogenen  Beobachtungen  ein  massiger  sei,  weil  die  erwähnten  Reihen 
nur  in  diesem  Falle  ausreichende  Annäherungen  bieten. 

2.  EinfUhrimg  der  Nähernngsaasdrflcke  für  die  Yerhältnisse  der 

Dreiecksflächen. 

Die  Gleichung  11)  (pag.  277)  des  vorangehenden  Kapitels  gibt  eine  Relation 
zwischen  p,  und  p,„,  wenn  m  und  M  bekannt  sind;  um  nun  q,  und  q„,  selbst  be- 
stimmen zu  können,  bedarf  man  einer  zweiten  derartigen  Relation,  welche  durch 
die  Euler'sche  Gleichung  5)  (pag.  77),  wenn  auch  in  verwickelter  Form,  erhalten 
wird.  In  dieser  tritt  nämlich  eine  Relation  auf,  welche  in  der  Parabel  zwischen 
der  Summe  der  Radienvectoren  [r,  +  r„,] ,  der  Sehne  *  und  der  Zwischenzeit  [t,„ —  t,] 
besteht;  letztere  Grösse  ist  durch  die  Beobachtungszeiten  gegeben,  die  ersteren 
aber  sind  Functionen  von  q,  und  q,„^  denn  es  ist  offenbar  nach  den  Gleichungen  5) 
lind  6)    (pag.  271,   272): 

X,  =  Qf  cos  [X,  —  Tl)  cos//,  —  R,  cos  [L,  —  FL) 
y,  =  Q^  sin  [X,  —  FL]  cos/!?,  —  Ä,  sin  (L,  —  H) 
z,  =  Q,  %mß, 

^m  =  QnfOos  {l,„  —  11)  cos/y,„  —  Ä„,cos  (L,„  —  JTj 
y^  =  Qm^in  [X„,  —  77)  cos/i?,„  —  Ä,„sin  [L„,  —  FL] 
z,„  =  Qf„smß,„, 
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wodurch  die  heliocentrischen  Coordinaten  als  Functionen  von  q,  und  q„,  dargestellt 
erscheinen;  aus  diesen  folgt  sofort: 

r    2— --r    2_J_«y    2  JU  2    2 

«2      =   (jp^^^  _  a:,)2  -(-   (y„,  _  y,)2  4.   (^^^^^  _  ;jjJ2^    j 

welche  Grössen  zu  Folge  der  Euler 'sehen  Gleichung  der  Bedingung: 

ök  [t,„  —  t,)  =  [r,  +  r,„  +  «)^  —  (r,  +  r,„  —  «)%         3) 

zu  genügen  haben,  für  deren  letztes  Glied  das  negative  Zeichen  gewählt  wurde, 
da  das  positive  nur  bei  heliocentrischen  Bewegungen,  die  grösser  als  180°  sind, 
Geltung  hat,  daher  bei  ersten  Bahnbestimmungen  ausgeschlossen  bleibt. 

Die  eben  angeführten  Gleichungen  enthalten  in  Verbindung  mit  der  Glei- 
chung 11)  (pag.  277)  die  Lösung  des  Problems  und  zwar  ist  q,  so  zu  bestimmen, 
dass  sein  und  der  aus  11)  (pag.  277)  resultirende  Werth  von  p„„  in  die  obigen  Glei- 
chungen ij,  2)  und  3]  eingesetzt,  dem  aus  den  Beobachtungszeiten  erhältlichen 
Werthe  (t„,  —  t,)  genügen.  Ohne  dass  erst  jene  Transformationen  vorgenommen 
werden,  welche  diese  Lösung  wesentlich  erleichtem ,  dienen  die  angeführten  Glei- 
chungen sofort  zur  Beantwortung  der  am  Schlüsse  des  vorhergehenden  Kapitels 
angeregten  Frage  nach  der  Genauigkeit,  mit  welcher  man  die  Verhältnisse  der 
Dreiecksflächen  [r„rf„]  :  [r,r„]  und  [r,r,„]  :  [r,r„]  in  den  Ausdrücken  für  m  und  M 
substituiren  muss,   um  ausreichende  Näherungen  zu  erhalten. 

Jede  Änderung  von  q,  und  q,„  wird  eine  Änderung  in  dem  Werthe  6k{t^ —  /,;, 
welcher  der  Kürze  halber  mit  T  bezeichnet  werden  soll,  bedingen;  sind  diese  Ände- 
rungen so  klein,  dass  differentielle  Verhältnisse  genügen,  so  werden  die  bezüglichen 
Variationen  des  Werthes  von  T  ausgedrückt  sein  durch : 


(S)  <^^'  "°d  (tE)  ''^" 


In  jedem  speciellen  Falle  werden  diese  DiflFerentialquotienten  ganz  bestimmte  Werthe 
annehmen.  Stellt  man  sich  vor,  dass  für  gewisse  Näherungswerthe  von  m  und  M 
dem  obigen  Gleichungssystem  ein  bestimmter  Werth  von  q,  genügt,  so  wird  die 
Einführung  der  strengen  Werthe  von  m  und  M  sofort  eine  neue  Auflösung  fordern. 
Da  beide  Lösungen  aber  der  Bedingung  derselben  Zwischenzeit  unterworfen  sind, 
so  werden  offenbar  die  für  die  neue  Lösung  erforderlichen  Änderungen  von  q,  und  ^^ 
bestimmt  sein  durch : 

wobei  wieder  die  Voraussetzung  gemacht  ist,  dass  man  mit  den  diflferentiellen  Ver- 
hältnissen eine  ausreichende  Genauigkeit  erhält.  Die  Differentiation  der  Glei- 
chung 11)    (pag.  277)   gibt: 

dQ„,  =  dm  +  QfdM  +  Mdq, ; 
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substituirt  man  diesen  Werth  von  dg,,,  in   4)  und  Idst  nach  dQ,  auf,  so  erhält  man 
ohne  Schwierigkeit: 


do    =  —  ^^"'^    '■ -  O 


Die  in  diesem  Ausdrucke  auftretenden  DiflFerentialquotienten  nehmen,  wie  erwähnt, 
in  einem  speciellen  Falle  ganz  bestimmte  Werthe  an,  welche  im  Allgemeinen  nuU- 
ter  Ordnung  sein  werden,  daher  diese  Gleichung  ein  sicheres  Urtheil  darüber  ge- 
stattet, welche  Fehler  in  q,  durch  fehlerhafte  Annahmen  in  m  und  M  bedingt 
werden ;  soll  eine  genügende  Convergenz  erreicht  werden ,  so  darf  der  in  q,  ent- 
stehende Fehler  nicht  grösser  als  erster  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Zwischenzeiten 
werden. 

Denkt  man  sich  die  Endpunkte  der  Sehne  s,  welche  dem  ersten  und  dritten 
Kometenorte  entsprechen,  mit  den  zugehörigen  Erdorten  durch  Linien  verbunden, 
die  durch  q,  und  q„,  dargestellt  sind,  so  wird  oflFenbar,  wenn  man  für  einen  Augen- 
blick die  Zwischenzeit  unendlich  klein  annimmt,  jede  Veränderung  in  der  Sehne, 
die  durch  eine  Variation  von  q,  bewirkt  wird,  ebenso  durch  eine  Änderung  von  q,» 
erzielt  werden  können,  nur  muss  die  Richtung  der  letzteren  Variation  jener  der  erste- 
ren  entgegengesetzt  sein.    Es  wird  demnach  für  unendlich  kleine  Zwischenzeiten : 

^  =  _  _^         5) 

sein ;  da  nun  unter  denselben  Annahmen  die  in  Gleichung  1 2)  (pag.  79)  eingeführte 
Grösse  ^  der  Einheit  gleich  zu  setzen ,  also : 

ist  und  der  Differentialquotient  von  8  nach  T  in  einem  vorgelegten  Falle  der  letzten 

Gleichung  gemäss  als  constant  betrachtet  werden  kann,  so  wird  für  unendlich  kleine 

Zwischenzeiten :  ,-,  ,-, 

^^=^^  7) 

d^f  dq„,  " 

Für  endliche  Zwischenzeiten  t  wird  sich  daher  offenbar  zwischen  diesen  beiden 
Differentialquotienten  die  Form: 

herstellen  lassen ,  in  welcher  a ,  /?,•••  in  einem  speciellen  Falle  ganz  bestimmte 
numerische  Werthe  annehmen,  die  im  Allgemeinen  nuUter  Ordnung  sein  werden. 

Geht  man  auf  den  Ausdruck  von  M  (vergl.  Gleichung  10)  pag.  277)  über, 
nämlich:  \^  ^  ^  ^ 

so  darf,  da  für  unendlich  kleine  Zwischenzeiten  die  scheinbare  Bewegung  des 
Kometen  linear  ist:  ^ 
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gesetzt  werden ;  nach  der  dritten  Gleichung  in  22)  (pag.  100)  ist  aber  für  unendlich 

kleine  Zwischenzeiten:  ,       , 

Kr„,]  _  r, 

lr,r„]        T„,' 

es  ist  somit  das  Anfangsglied  der  Entwicklung  von  M  die  Einheit.  Für  endliche 
Zwischenzeiten  wird  daher  M  die  Form : 

3f  =  I  +  ar  +  Jt^  4-  •  •  •  •  ,  9) 

annehmen,  wobei  wieder  a,  ä,  •  •  •  in  einem  speciellen  Falle  bestimmte  numerische 
Werthe  nuUter  Ordnung  haben  werden.  Man  kann  hieraus  auch  schliessen,  dass 
für  unendlich  kleine  Zwischenzeiten  m  der  Null  gleich  wird,  da  in  diesem  Falle 
ß^  =  p,,,  zu  setzen  ist,  dass  also  w,  wie  sich  dies  auch  später  erweisen  wird,  eine 
GrööSe  von  der  Ordnung  der  Zwischenzeiten  sein  müsse.  Mit  Rücksicht  auf  8) 
und  9)   wird  sich  sonach  für  den  Factor  von  {dm  +  Q,dM)  in  5)  die  Gestalt: 

<dT\ 


(: 


^^ ^  1 ,o1 


©+^Q 


(a-«)T  +  (6  — ^)t2h- 


ergeben.  Der  Factor,  mit  welchem  dm  und  dM  in  5)  (pag.  279)  multiplicirt  erscheinen, 
enthält  als  Anfangsglied  im  Nenner  die  Zwischenzeit,  weshalb  man  in  der  Bestim- 
mung von  m  und  M  nur  Fehler  zweiter  Ordnung  begehen  darf,  um  q,  bis  auf  die 
erforderliche  Genauigkeitsgrenze,  nämlich  Grössen  erster  Ordnung,  zu  erhalten. 

Da  (^,:  (^f,„  das  Verhältnis  der  Sinus  der  sphärischen  Perpendikel,  nothwendig 
nullter  Ordnung  ist,  so  genügt  es,  in  der  dritten  Gleichung  in  22)  (i)ag.  100)  das 
erste  Glied  t,  :  r,„  für  das  Verhältnis  der  Dreiecksflächen  einzusetzen,  denn  das  nächste 
Glied  ist  schon  zweiter  Ordnung  und  verschwindet  überdies  bei  gleichen  Zwischen- 
zeiten. Minder  günstig  gestalten  sich  die  Umstände  fiir  m.  Der  Ausdruck  für  das- 
selbe enthält  im  Nenner  das  Symbol  (^m,  eine  Grösse,  die  nothwendig  von  der 
Ordnung  der  Zwischenzeiten  sein  muss ;  da  im  Allgemeinen  die  Symbole  O , ,  0^ , 
0,„  und  sin  /  als  Grössen  nullter  Ordnung  angesehen  werden  müssen ,  so  hat  man 
für  die  in  m  auftretenden  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen  mindestens  die  Glieder 
zweiter  Ordnung  mitzunehmen,  wenn  q,  bis  auf  Grössen  erster  Ordnung  richtig 
erhalten  werden  soll.  Bei  diesen  Betrachtungen  ist  die  Grösse  (^,„  als  Grösse 
erster  Ordnung  aufgefasst  worden,  wie  dies  auch  in  der  That  richtig  ist;  der  Um- 
stand aber,  dass  viele  Kometen  in  Folge  bedeutender  Annäherung  an  die  Erde  eine 
sehr  grosse  geocentrische  Bewegung  zeigen,  bedingt,  dass  dem  Sinus  des  Perpen- 
dikels (^„,  verhältnismässig  beträchtliche  Werthe  zukommen  können;  es  werden 
demnach  in  vielen  Fällen  jene  Methoden,  die  in  m  nicht  die  theoretisch  genügende 
Annäherung  einführen ,  das  Ziel ,  wenn  auch  mit  geringer  Convergenz ,  erreichen 
lassen.  Man  hat  in  diesen  Fällen  meist  m  =  o  gesetzt,  welche  Annahme,  wie  dies 
die  unten  folgende  Formel  iib)  zeigt,  in  jenen  Fällen,  in  welchen  die  Entfernung  r 
des  Kometen  von  der  Sonne  nahe  gleich  ist  jener  der  Erde  von  der  Sonne  if,  that- 
sächlich  nicht  allzu   fehlerhaft  sein  wird.     Da   man   aber  nicht  mit  Sicherheit  auf 
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solche  besondere  Umstände  hauen  kann,  so  werden  stets  die  theoretisch  bestimmten 
Genauigkeitsgrenzen  festzuhalten  sein. 

Nachdem  nunmehr  die  für  die  Substitution  der  Dreiecksflächen  nöthigen  An- 
näherungen festgestellt  sind,  sollen  dieselben  in  den  Ausdrücken  für  m  und  M  (Glei- 
chung lo)  pag.  277)  innerhalb  der  als  noth wendig  erkannten  Genauigkeitsgrenzen 
eingeführt  werden.  Man  hat  hierbei  nach  der  dritten  und  fünften  Gleichung  22) 
(pag.  100)  in  dem  Ausdrucke  für  m  zu  setzen  : 


\r„  r„,\  j,    f  _         ,   T,2—  T,„^ 


[r,  rj   _  ^  /  4  ^n^—'^nf^  \ 


während  es  genügt,  in  jenem  für  M: 


T, 


[  r,  r„]  x,„ 

anzunehmen ,  so  dass  sofort  geschrieben  werden  kann : 

Jf  =  ^;J^.  ua) 

^w  CT  in 

Weiter  sollen,  um  möglichst  bequeme  Ausdrücke  zu  erlangen,  für  die  zu  den  Erd- 
orten gehörenden,  in  m  auftretenden  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen  ebenfalls  die 
aus  der  dritten  und  fünften  Gleichung  22)  (pag.  100)  resultirenden  Näherungen  be- 
nützt werden.  Weil  diese  Reihen,  wie  die  Entwicklung  zeigt,  ganz  allgemein  gelten, 
so  hat  man  demnach  mit  Rücksicht  auf  die  Identität  der  Zwischenzeiten: 

[R,R„]  —  x„,V       ^  {R,-\-R,„)H 

[R.R,„]   _    r„\  ,     r,?—'^J\ 

[R,R„]  T„X        "^  {R,+  R,„)^f^ 

anzunehmen  und  erhält  so  für  m  leicht  den  Näherungsausdruck: 

welcher  innerhalb  der  gesteckten  Genauigkeitsgrenzen  einer  wesentlichen  Reduction 
fähig  ist.  Für  die  Symbole  O  wird  man  nämlich  jedenfalls  eine  nach  Potenzen  der 
Zeit  fortschreitende  Entwicklung  anwenden  dürfen,  so  dass  allgemein  etwa: 

O,  =  O,,—  aT,„+  ßT„,^—  '  •  • 

geschrieben  werden  darf.  Führt  man  diese  Relationen  in  den  eben  für  m  gewonne- 
nen Ausdruck  ein.  so  erhält  man,  da: 

ist , 

Das  zweite  Glied  im  letzten  Factor  ist  dritter  Ordnung,    kann  daher  vernachlässigt 

Oppolzer,  Balinbettiinmnngen.  I.   2.  Auflage.  36 
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werden  und  die  eben  aufgestellte  Gleichung  wird  in  genügender  Annäherung  die 
Form :  n    r        i  i         i 

erhalten,  aus  welcher  erhellt,  dass  in  der  That,  wie  dies  schon  oben  (pag.  280}  er- 
wähnt wurde ,  m  wegen  des  Factors  r,  r„ :  (^„,  eine  Grösse  von  der  Ordnung  der 
Zwischenzeit  ist.  Das  in  m  vernachlässigte  Glied  dritter  Ordnung  ist  nicht  voll- 
ständig, weil  schon  bei  den  obigen  Substitutionen  für  die  Verhältnisse  der  Drei- 
ecksflächen die  Glieder  dritter  Ordnung  übergangen  wurden;  dieselben  würden 
jedoch  ebenfalls  den  Factor  t,  —  t,^  enthalten  und  bei  Gleichheit  der  Zwischen- 
zeiten verschwinden ;  der  letzteren  Bedingung  wird  man  sich  auch  aus  dem  Grunde 
möglichst  zu  nähern  trachten,  um  das  Verhältnis  der  Sinus  der  Perpendikel  mög- 
lichst sicher  bestimmen  zu  können.  Es  wird  daher  stets  empfehlenswerth  sein,  bei 
der  Auswahl  der  Beobachtungen  dieser  Bedingung  der  Gleichheit  der  Zwischen- 
zeiten nach  Thunlichkeit  zu  genügen ,  um  eine  möglichst  rasche  Convergenz  zu 
erhalten;  diese  wird  übrigens  den  gemachten  Auseinandersetzungen  zufolge,  ob- 
wohl in  vermindertem  Masse,  auch  dann  bestehen,  wenn  die  Zwischenzeiten  nicht 
jener  Bedingung  nahe  kommen,  doch  wird  man  sich  stets  gegenwärtig  halten  müssen, 
dass  nur  dann  brauchbare  Annäherungen  erhalten  werden,  wenn  die  Producta  aus 
den  Quadraten  der  Zwischenzeiten  in  die  negativen  dritten  Potenzen  der  Kadien- 
vectoren  massige  Werthe  ergeben,  weshalb  man  sich  bei  Kometen,  die  zur  Zeit  der 
Beobachtung  der  Sonne  sehr  nahe  stehen ,  auf  sehr  kleine  Zwischenzeiten  zu  be- 
schränken haben  wird. 

3.  Wahl  des  grössten  Kreises. 

Bisher  ist  über  den  Winkel  IT,    welcher  in  der  Relation  : 

^S^  —  sin{X„- 17]  '  ^^ 

(siehe  i)  pag.  274)  auftritt,  keine  nähere  Bestimmung  getroffen  worden ;  derselbe  ist 
völlig  willkürlich,  man  wird  aber  durch  entsprechende  Wald  desselben  die  Relation 
zwischen  ^,  und  q„,  [xergl.  11)  pag.  277)  wesentlich  vereinfachen  können.  Die  Aus- 
drücke für  3f  und  m  (vergl^iia)  (pag.  281)  und  i  ib)  pag.  282)  lehren,  dass  die  erstere 
Grösse  in  einem  gegebenen  Falle  constant  ist,  wogegen  man  zur  Ermittlung  der 
letzteren  der  Kenntnis  des  ^Verthes  Ir,  -\-  r,„)  bedarf,  der  ei-st  im  Verlaufe  der  Redi- 
nung  bei  der  Auflösung  der  Gleichungen  auftritt;  es  wird  sonach  m  eine  Function 
von  Q,  sein  und  bei  der  Durchführung  der  Versuche  als  Variable  auftreten.  Man 
kann  sich  von  diesem  Nachtheile  durch  eine  entsprechende  Wahl  von  JI  befreien. 
Das  Symbol  (vergl.  4)  pag.  275)  : 

0,,  =  R,,s\n(L„—  JI), 

welches  als  Factor  in  dem  Ausdrucke  für  m  (vergl  i  ib)  pag.  282)  auftritt,  kann  der 
Null  gleich  gemacht  werden,  wenn  man : 

//  =  U  ,  2 
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setzt;  hiedurch  wird  m  ebenfalls  gleich  Null  und  die  Relation  ii)  (pag.  277)  nimmt 
die  einfache  Gestalt:  ^ 

?«,=  '- J^?M  3) 

an ,    wobei  aber,    der  nunmehr  getroffenen  Wahl  von  IT  entsprechend,  zur  Berech- 
nung der  Symbole  (^,  und  ^„,  (vergl.  4)  (pag.  275)  die  Ausdrücke: 


sin  X,  —  L,f) 
^  =  sin /5?,  cos  J — siniA, —  i„)  cos /^,  sin  /     i  ^> 

'^„f  =  sin  [l,„ —  L,f]  cos  (i„,  sin  J —  sin  ß„,co^  J , 


w 


in  Anwendung  gezogen  werden  müssen.  Es  ist  somit  jene  einfache  Relation  zwischen 
den  geocentrischen  Distanzen  erlangt,  auf  welche  01b ers  seine  berühmte  Methode 
zur  Bestimmung  einer  Kometenbahn  aufgebaut  hat.  Die  Wahl  der  Lage  des  grössten 
Kreises  ist  so  getroffen,  dass  derselbe  durch  den  mittleren  Kometen-  und  Sonnen- 
Ort  hindurchgelegt  erscheint,  womit  sich,  wie  man  sieht,  eine  wesentliche  Abkürzung 
und  Vereinfachung  der  Rechnung  verbindet.  Man  wird  auf  diese  bestimmte  Wahl 
des  grössten  Kreises  nur  in  jenen,  allerdings  seltenen  Ausnahmsfällen  verzichten 
müssen,  in  welchen  dieselbe  die  Olb ers' sehe  Methode  der  Bahnbestimmung  un- 
brauchbar machen  würde. 

Eine  nähere  Betrachtung  der  Gleichung  5)  (pag.  275)  wird  die  hier  obwalten- 
den Verhältnisse  überblicken  lassen.  Da  die  Coefficienten  von  q,  und  q,„  der  Natur 
des  Problems  nach  niemals  endliche  Werthe  überschreiten  können,  so  wird  die  Be- 
stimmung der  zwischen  diesen  beiden  Grössen  bestehenden  Relation  um  so  sicherer 
ausgeführt  werden  können,  je  grösser  deren  Coefficienten  werden.  Diese  Bedingung 
wird  einer  analytischen  Betrachtung  zugänglich,  wenn  man  voraussetzt,  dass  die 
Relation  zwischen  q,  und  q,„  am  sichersten  ermittelt  werden  kann,  sobald  die  Summe 
der  Quadrate  der  bezüglichen  Coefficienten ,  nämlich : 


{r^<^-r+{[^:k-r'        ^i 


ein  Maximum  wird ;  zu  dessen  "Bestimmung  muss  der  Differentialquotient  des  eben 
aufgestellten  Ausdruckes  gleich  Null  gesetzt  werden,  wobei  jedoch  zu  beachten  ist, 
dass  diese  Gleichung  auch  auf  das  Minimum  führt.  Vor  Durchführung  dieser 
Differentiation  wird  man  die  oben  (vergl.  4)  pag.  275)  aufgestellten  Ausdrücke  für 
(f^,  und  (^„r  einer  zweckmässigen  Transformation  zu  unterziehen  haben.  Bezeichnet 
man  mit  W  den  Winkel,  welchen  der  zu  wählende  grösste  Kreis  am  mittleren  Orte 
mit  dem  Breitenkreis  einschliesst ,    so  bestehen  offenbar  die  folgenden  Relationen: 

8inJcos(A„ — n.)  =r=  cosTF  \ 

sin  /sin  (l„  —  11)  =  sin  TF  sin  ß„     \  6) 

cos/    =  sinTFcos/^,,,  J 

Setzt  man  nun  in  den  für  die  Sinus  der  Perpendikel  geltenden  Gleichungen  in  4) 
(pag.  275) :  A,  —  iT  =  (A,    -  K)  +  (K  —  n) 

X,„  —  n=  {X,„  —  K)  +  (K  ~  JT), 


36^ 
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und  überdies : 

sinßf  0,0^ ß„  —  cos  [l„  —  If)  cos/?,  sin;?,,  =  sin z/,„ cos tr, 
sin  [X„  —  l,)  cos  ß,  =  sin  J„f  sin  w, 
^mß„,cosß„  —  cos  [X,n  —  A„) cos/?,,, sin/?,,  =  sin^,  gosw,,, 
sin  [Xf„  —  X,f)  cos  ß,„  =  sin  ^,  sin  w?,,,, 


7) 


SO  wird: 


^   =  sin  ^„,  sin  (w?,   +  W^) 


+  ^M     8) 
(f  ,„  =  sinz/,  sin  (w?,,,  —  ^) ,  j 

in  welchen  Ausdrücken  TF  als  willkürliche  |Variable  auftritt.  Differentiirt  man  die 
Gleichung  5)  (pag.  283)  unter  Berücksichtigung  der  eben  erhaltenen  Formen  und 
setzt  den  Differentialquotienten  gleich  Null,  so  wird: 

Da  der  quadratische  Factor  wegen  des  in  dieser  Gleichung  enthaltenen  Verhältnisses 
der  Dreiecksflächen  vor  der  Durchführung  der  Bahnbestimmung  nicht  genau  er- 
mittelt werden  kann,  so  hat  man  seinen  Näterungswerth  und  zwar  nach  der  dritten 
Gleichung  22)  (pag.  100)  einzuführen;  wenn  man  die  Glieder  zweiter  Ordnung 
weglässt,  wird  für  die  Bestimmung  des  Winkels  TF  erhalten: 

^       x,„  smJ, 


9  •  f     10) 

^  ^2  cos  %Wf  +  C08  2  «7,,,* 


Die  Zweideutigkeit,  die  in  der  Bestimmung  durch  die  Tangente  liegt,  erklärt  sich 
aus  dem  oben  (pag.  283)  erwähnten  Umstände,  dass  die  Gleichung  10)  die  Bedin- 
gung sowohl  für  das  Maximum,  als  für  das  Minimum  angibt;  der  eine  Werth  ge- 
hört also  zu  ersterem ,  der  andere  zu  letzterem,  weshalb  die  Entscheidung,  welcher 
Quadrant  zu  wählen  ist,  in  einem  speciellen  Falle  keiner  Schwierigkeit  unterliegt: 
man  wird  jenen  Werth  von  W  zu  wählen  haben,  der  in  8)  für  (^,  und  (^„,  ohne 
Rücksicht  auf  das  Vorzeichen  die  grösseren  Werthe  finden  lässt.  Ist  der  Winkel  / 
ermittelt,    so  wird  mit  Hilfe  der  Gleichungen  6)  (^ag.  283),  denen  man  zu  diesem 

Zwecke  die  Form: 

tg/co8(A„ — JT)  =  cotgTFsec/i?„   \ 

tg/sin(A„— il)  =tg/i?„,  j 

ertheilen  kann,  jene  Lage  des  grössten  Kreises,  welche  die  Bestimmung  möglichst 
günstig  gestaltet,  gefunden  sein ;  /  kann  stets  im  ersten  Quadranten  angenommen 
werden. 

Diese  für  die  Bahnbestimmung  günstigste  Wahl  des  grössten  Kreises  würde 
wegen  der  noth wendigen  Durchrechnung''der  Formeln  7)  und  10)  unbequem  sein, 
allein  bei  der  Durchführung  derartiger  Rechnungen  kann  man  sich  mit  ganz  rohen 
Annäherungen  begnügen,  da  selbst  ziemlich  fehlerhafte  Annahmen  in  diesem  Falle 
für  das  Resultat  ohne  wesentlichen  Nachtheil  sind.  Berücksichtigt  man  in  den 
Gleichungen  7)  nur  die  ersten  Potenzen  der  kleinen  Bogen,   welche  Beschränkung 


Digitized  by 


Google 


285     

lerdings  für  polnahe  Kometen  vielleicht  nicht  völlig  gerechtfertigt  ist,   so  erhält 

ßf  —  ßn  =    ^",  COS  W,        ,  ß„,  —  ß„  =  J,  COS  W,„ 

{k„  —  k,)  COS  ß,  =  J,„  sin  w,      ,     (X,„  —  l„)  COS  ß„,=  J,  sin  w„, , 

aus  welchen  Gleichungen  gefolgert  werden  kann,  dass  w,  und  w,„  unter  den  gemach- 
ten Voraussetzungen  sich  nahe  zu   i8o*^  er^mzen.    Setzt  man  daher: 

Wf   =  90^  —  y 
w„,  =  90®  +  y, 

und  überdies   in    10},  da  die  Fortbewegung   des  Kometen  nahezu   proportional  der 

Zeit  ist,  g  =  i,  so  wird : 

tg2ir=tg2y, 

also: 

W  =  y  für  das  Maximum  ^ 

W  =  y  —  go°  für  das  Minimum. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  des  Winkels  y  wird   man  daher  mit  genügender 
Annäherung  setzen  dürfen: 

cotgFr=  — i'"""J'cos/^.; 

Pftf  —  Pr 


die  Gleichungen  11)  erhalten  dann  die  Gestalt 

tg/sin  {l„  —  ITj  =  tg/^,, 
tg/cos(A„  —  n)  = 


^ßn  \ 


12a 


Diese  Relationen,  in  welchen  man  übrigens  /stets  innerhalb  der  Grenzen  0°  und  90*^ 
annehmen  darf,  bezeichnen  also  näherungsweise  jene  Lage  des  grössten  Kreises, 
welche  als  die  für  die  Bahnbestimmung  günstigste  erklärt  werden  kann ;  der  ersteren 
derselben  muss  völlig  streng  genügt  werden,  weil  dieselbe  die  Bedingung  ausdrückt, 
dass  der  gewählte  Kreis  durch  die  mittlere  Beobachtung  hindurch  gelegt  erscheine, 
der  letzteren  aber  braucht  nur  ganz  beiläufig  entsprochen  zu  werden. 

Sollte  die  Bewegung  des  Kometen  durch  die  Annäherung  an  den  Pol  sich 
sehr  unregelmässig  gestalten,  so  dass  man  der  zweiten  Gleichung  in  12a)  nicht  die 
nöthige  Genauigkeit  zuschreiben  darf,  so  wird  dennoch  die  Rückkehr  auf  die  stren- 
geren Formeln  meist  umgangen  werden  können,  wenn  man  für  X,,, —  X,  und  ß„, —  ß, 
die  fiir  die  Zeit  der  mittleren  Ikobachtung  geltenden  Änderungen  der  Coordinaten 
einführt,  welche  Zahlen  man  wohl  durch  anderweitig  vorhandene  Beobachtungen  sich 
verschaffen  kann.  Gewöhnlich  wird  man  zwar  in  diesem  Falle  nur  die  Änderungen 
der    äquatorealen   Coordinaten   kennen;    es    ist   aber  nach    bekannten  üifiorential- 

Formeln : 

co8/5fsiniy  ^=  cos a sine 

cos  ß  cos  71  =  cos  e  cos  6  -[-  sin  e  sin  6  sin  a 

dß  =  cos  fy  dd  —  sin  ij  cos  6  da 

coHßdl  =  sin  rjdd  +  cos  rj  cos  ö  da, 


12b) 
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womit  aus  den  Änderungen  der  äquatorealen  Coordinaten  da,  dd,  jene  der  eklipti- 
kalen  leicht  bestimmt  werden  können;  dann  wird  sein: 

tg/8in(A„  — JI)  =tg/:?^     I 
tg/cos  [K  —  JT)  =  —  ^-.    j 

Sind  n  und  J  den  obigen  Gleichungen  entsprechend  bestimmt  worden,  so 
werden  M  und  m  den  Ausdrücken  iia)  (pag.  281)  und  iib)  (pag.  282)  gemäss  zu 
berechnen  sein ,  wobei  zu  beachten  ist,  dass  in  diesem  Falle  M  innerhalb  der  als 
zulässig  betrachteten  Annäherungen  constant  wird,  während  m  noch  als  eine  Func- 
tion der  Radienvectorensumme  somit  der  zu  suchenden  Grössen  q,  und  Qf,,  erscheint. 
Ohne  hier  auf  die  Methode  einzugehen,  deren  man  sich  mit  Vortheil  zur  Auflösung 
dieser  Gleichungen  bedient,  sieht  man  sofort  ein,  dass  die  durch  01b  er s  getroffene 
Wahl  des  grössten  Kreises,  welche  nach  Gleichung  3)  (pag.  283)  ein  einfaches,  als 
constant  zu  betrachtendes  Verhältnis  zwischen  q,  und  q,„  einführt,  die  Rechnung 
wesentlich  einfacher  gestalten  wird,  als  dies  die  Einführung  der  für  die  Genauigkeit 
der  Bestimmung  günstigsten  Lage  des  grössten  Kreises  in  das  Problem  vermöchte; 
man  wird  daher  nicht  ohne  zwingende  Gründe  den  durch  die  erstere  Methode  ge- 
botenen Rechnungsvortheil  von  der  Hand  weisen.  Es  empfiehlt  sich  darum,  hier 
jene  Kriterien  anzuzeigen,  welche  man  sofort  in  den  ersten  Stadien  der  Rechnung 
für  die  Eutscheidimg  erhalten  kann,  ob  die  von  Olbers  getroffene  oder  die  so- 
eben für  den  Ausnahmsfall  in  Vorschlag  gebrachte  Wahl  des  grössten  Kreises  den 
Vorzug  verdiene. 

Da  m  selbst  (vergl.  pag.  282)  von  der  Ordnung  der  Zwischenzeit  ist,  so  wird 
im  Allgemeinen  M  allein  für  die  Sicherheit  der  Bestimmung  massgebend  sein. 
Differentiirt  man  den  für  M  geltenden  Ausdruck  [vergl.  iia)  (pag.  281)],  so  findet 
sich : 

am  —  -  -«r-2  , 

*w  ü  tu 

für  die  Sinus  der  Perpendikel  wird  sich  offenbar  eine  Entwicklung  nach  steigenden 
Potenzen  der  Zeit  angeben  lassen,  deren  Anfangsglied  Null  sein  wird,  wenn  man 
die  Zeit  von  der  mittlem^Beobachtung' a\is  zählt.  Bleibt  man  bei  den  Gliedern 
erster  Ordnung  stehen,  so  wird  sein: 

cf,  =   ax,,,  +  •  •  •,         (f,„  =   aT,+ , 

in  welchen  Ausdrücken  der  Coefficient  a  von  der  Grösse  und  Richtung  der  Be- 
wegung abhängt.  Derselbe  wird  aber  in  einem  speciellen  Falle,  wenn  über  die  Lage 
des  grössten  Kreises  eine  bestimmte  Wahl  getroffen  ist,  einen  ganz  bestimmten 
Werth  annehmen ;  mit  Benützung  der  angeführten  Relation  wird  für  dM  gefunden : 


Da  d(^,  und  d(^„,  die  durch  die  Beobachtungen  bedingten  Fehler  in  den  Sinus  der 
Perpendikel   darstellen   und  r,  und  r,„  in  einem   vorgelegten  Falle  bestinunte  con- 
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stante  Größsen  sind,  so  lehrt  die  letzte  Gleichung,  dass  im  Allgemeinen  der  Fehler 
in  den  Sinus  der  Perpendikel  umgekehrt  proportional  der  Grösse  a  sein  wird ;  a  ist 
sonach  proportional  der  Genauigkeit  des  Resultates.  Der  Factor  a  selbst  wird  von 
der  scheinbaren  geocentrischen  Bewegung  des  Kometen  und  von  der  Wahl  der 
Lage  des  grössten  Kreises,  der  durch  die  mittlere  Beobachtung  gelegt  ist,  abhängig 
sein.  Die  Bewegungsgrösse  des  Kometen  ist  aber  in  einem  speciellen  Falle  eine 
ganz  bestimmte;  man  wird  daher  den  Schluss  ziehen  dürfen,  dass  vorerst  die  Sicher- 
heit der  Bahnbestimmung  mit  der  geocentrischen  Bewegung  b  des  Kometen  wächst 
und  stets  sehr  gering  bleibt,  wenn  die  zur  Verfügung  stehenden  geocentrischen 
Bogen  sehr  klein  sind.  Es  wird  a  im  Maximum  gleich  b  werden  können,  welchem 
Maximum  man  sich  durch  entsprechende  Wahl  der  Lage  des  grössten  Krei^s  an- 
zunähern vermag.  Bezeichnet  man  mit  W,  den  Winkel,  den  der  grösste  Kreis  mit 
dem  Breitenkreis  am  mittleren  Kometenort  einschliesst ,  und  bestimmt  denselben 
so,  dass  er  senkrecht  auf  der  scheinbaren  Bewegung  steht,  so  wird  derselbe  durch 
die  Relation  : 

tgTF;  =  -f"^sec/t?.,  14) 

nahezu  dargestellt  sein ;  hierbei  kann  JV,  stets  kleiner  als  1 80*^  angenommen  werden, 
und  der  Ausdruck  für  die  Perpendikel  wird  in  der  Beschränkung  auf  die  Glieder 
erster  Ordnung  die  Gestalt: 

(^,  =  bT„,     ,         (f,„  -=bx,,  15) 

erhalten.  Ist  W^  der  Winkel,  welcher  der  Olbers'schen  Wahl  des  grössten  Kreises 
entspricht,  feo  findet  sich  derselbe  nach : 

tg  W^  =  tg  [l„  —  L,,]  cosec/:;,,,  16) 

weil  H^o  in  dem  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecke  zwischen  dem  mittleren  Kome- 
ten und  mittleren  Sonnenort  und  dem  Fusspunkte  des  von  dem  ersteren  auf  die 
Ekliptik  gefällten  sphärischen  Perpendikels  der  Seite  (k„  —  L„)  gegenüber  liegt. 
Der  Ausdruck  für  die  Sinus  der  Perpendikel  wird  demnach  sein : 

(f ,  =  Äcos  (TT,  —  W^)t„,     ,      cf',-  ÄcosfTF,  -  JV^)  x,.  17) 

Vergleicht  man  also  die  Ausdrücke  15)  und  17)  mit  einander,  in  Verbindung  mit 
den  an  die  Gleichung  13)  geknüpften  Bedingungen,  so  wird  die  Genauigkeit  Gr  der 
Olbers'schen  Methode  ausgedrückt  sein  durch: 

G  =  cos[TF;—  TT«),  18) 

wenn  man  die  grösste  erreichbare  Genauigkeit  durch  die  Einheit  bezeichnet..  Die 
Formeln  14),  16)  und  18)  (pag.  287)  liefern  also  in  einfacher  Weise  die  für  die 
Wahl  der  Methode  geltenden  Kriterien,  welche  sofort  bei  Beginn  der  Rechnung 
in  Anwendung  gezogen  werden  können.  Da  wohl  eine  feste  Grenze  für  die  Schei- 
dung der  beiden  Methoden  nicht  aufgestellt  werden  kann,  so  muss  diese  dem  Er- 
messen des  Rechners  überlassen  bleiben :    im  Allgemeinen  dürfte  es  sich  aber  em- 
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pfehlen,  auf  Olbers'  Methode  zu  verzichten,  wenn  die  Genauigkeit  derselben  auf 
die  Hälfte  herabsinkt,  also  der  absolute  Werth  von  cos  ( W,  —  W^)  kleiner  als  eine 
halbe  Einheit  wird;  indessen  wird  man  diese  Grenzbestimmung  oft  überschreiten 
dürfen,  besonders  wenn  die  geocentrische  Bewegung  des  Kometen  gross  ist. 

Bei  diesen  Betrachtungen  ist  noch  eine  Bemerkung,  die  sich  an  die  Glei- 
chung 13)  (pag.  286)  knüpft,  ganz  wesentlich.  In  dieser  erscheinen  die  Beobach- 
tungsfehler in  den  Grössen  d(^,  und  d(j^„,  und  nehmen  je  nach  der  Wahl  des  grössten 
Kreises  verschiedene  Werthe  an ;  wenn  man  sich  auf  die  differentiellen  Verhältnisse 
beschränkt,  so  ist  (vergl.  4)  pag.  275) : 

d(^,  =       {cos /cos ß,  -f-  sin  [X,  —  FE]  sin/5?,  sin/}  dß,  —  cos  {X,  —  /T)  cos/?,  sin  Jdk, 
d(f',„=  —  {cos/cos/?,„+  sin  {k„, —  IT)  sin  ß,„  sin  J}dß„f  +  cos  {X,„ —  IT)  cos  ß,„  sin  Jdl,^^ 

in  welchen  Gleichungen  dß,^  dX,^  dß„,  und  dX,„  gleichsam  die  relativen  Beobach- 
tungsfehler in  Bezug  auf  den  mittleren  Beobachtungsort  darstellen ;  wären  dieselben 
bekannt,  so  könnte  man  im  Allgemeinen  die  Grössen  /und  JT  so  bestimmen,  dass 
in  13)  (pag.  286)  der  Klammerausdruck  der  Null  gleich  wird,  und  den  Einfluss 
der  Beobachtungsfehler  auf  die  Bestimmung  von  M  eliminiren.  Bei  der  Unkenntnis 
dieser  Fehler  ist  jedoch  eine  derartige  Bestimmung  unthunlich ,  dagegen  kann  sich 
der  Fall  ereignen,  dass  zufällig  für  die  Olbers'sche  Wahl  des  grössten  Kreises, 
die  nicht  der  günstigsten  entspricht ,  eine  derartige  Elimination  eintritt  und  dass 
demnach  ein  besseres  Resultat  durch  die  kürzere  und  bequemere  Methode  erhalten 
wird,  als  durch  die  weit  umständlichere;  aber  auf  solche  Zufälligkeiten  darf  man 
im  Allgemeinen  nicht  rechnen  und  der  Vorzug  der  grösseren  Genauigkeit  wird  im 
Durchschnitte  der  hier  in  Vorschlag  gebrachten  Methode  gewahrt  werden.  Der 
eben  erwähnte  Fall  erinnert  an  die  in  der  Praxis  nicht  selten  auftretende  Thatsache, 
dass  eine  Beobachtung  mit  sehr  geringem  Gewichte  dem  wahren  Werthe  näher 
kommt,  als  eine  solche  mit  sehr  hohem  Gewichte,  weshalb  aber  doch  niemand  der 
ersteren  aus  dem  Umstände  zufälliger  Übereinstimmung  mit  dem  wahren  Werthe 
ein  vergrössertes  Gewicht  wird  zuschreiben  wollen. 

Schliesslich  soll  noch  auf  eine  Wahl  des  grössten  Kreises  aufmerksam  gemacht 
werden,  die  vielleicht  von  Bedeutung  sein  kann,  wenn  nur  drei  Beobachtungen  einfö 
Kometen  gelungen  sind,  von  denen  die  eine  unvollständig  ist.  Wäre  die  unvollständige 
Beobachtung  eine  äussere,  so  wird  man  die  oben  für  M  und  m  (iia)  pag.  281)  und 
iib)  pag.  282)  aufgestellten  Formeln  ohne  Bedenken,  obzwar  mit  verminderter  An- 
näherung in  Anwendung  ziehen  dürfen,  wenn  man  sich  die  der  unvollständigen  Be- 
obachtung zugehörenden  Coordinaten  und  ihre  Zeitangabe  mit  dem  Doppelaccente  ver- 
sehen denkt  und  in  consequenter  Weise  die  Vorzeichen  für  die  Bildung  der  Zwischen- 
zeiten, die  eventuell  negativ  werden,  berücksichtigt.  Der  Natur  der  Sache  nach 
wird  bei  der  unvollständigen  Beobachtung  entweder  die  Rectascension  oder  die 
Declination  fehlen,  im  ersteren  Falle  ist  es  aber  nöthig,  eine  ganz  rohe  Angabe 
über  die  Rectascension  zu  besitzen,  welche  Forderung  übrigens  thatsächlich  keinen 
Schwierigkeiten  unterliegen  wird.     Fehlt  die  Declinationsangabe,  so  wird  die  Lage 


Digitized  by 


Google 


289 


•9) 


des  grö68ten  Kreises  sofort  bestimmt  sein,  wenn  man  den  aufsteigenden  Knoten 
desselben  in  Bezug  auf  den  Äquator  11«=  ci„  und  die  Neigung  gegen  diesen  /«=  90° 
setzt.  Fehlt  aber  die  genaue  Angabe  der  Rectascension,  so  wird  man  /« =  6^  und 
Ilf^=^  OL  ff —  90°  anzunehmen  haben,  wobei  nur  ein  ganz  roher  Näherungswerth  von  a„ 
bekannt  zu  sein  braucht.  Ist  einmal  die  Bestimmung  der  Lage  des  grössten  Kreises 
in  Bezug  auf  den  Äquator  festgestellt,  so  wird  man  die  Übertragung  auf  die  Ekliptik 
leicht  mit  Hilfe  der  folgenden  Formeln  (vergl.  Gleichung  5)  pag.  11),  in  denen  €  die 
Schiefe  der  Ekliptik  vorstellt: 

sin|(JT  +  (7)sin^J  =  sin|(J'«+  cjsin*  iT^^ 

cos^(7Z  +  (xjsin^/  =  mx\.\[J^ —  €)cos^JT« 

sin  1^(71 —  c7)cos^/  ==  C084^(t/«+  t)%\Vi\Il^ 

cos^(JT  —  a)  cos  I  /  =  cos^(t/«  —  «)  cos  ^il« , 
bewerkstelligen  können. 

Die  Resultate  der  in  diesem  Kapitel  durchgeführten  Entwicklungen  kann  man 
dazu  verwerthen,  sich  sofort  bei  Beginn  der  Rechnung  nach  den  Formeln  14),  16) 
und  18)  (pag.  287)  ein  Mass  fiir  die  Genauigkeit  der  Olbers 'sehen  Methode  zu 
verschaffen;  es  wird  sich  empfehlen,  dieselbe  zu  verlassen,  wenn  G  kleiner  als  eine 
halbe  Einheit  wird.  Hat  man  sich  für  Olbers'  Wahl  des  grössten  Kreises  entschie- 
den, so  berechnet  man  nach  4)  (pag.  275)  und  3)  (pag.  283)  den  Werth  von: 

'^in  (J    ttt 

und  hat  als  Relation  zwischen  q„,  und  q,  die  Gleichung : 

Q„f  =    Mq,, 

Ist  aber  die  Olbers 'sehe  Methode  nicht  anwendbar,  so  berechnet  man  nach  12) 
(pag.  285)  die  anzunehmenden  Werthe  von  /  und  il,  und  mit  Hilfe  der  Gleichun- 
gen 4)  (pag.  275)  die  Werthe  der  Symbole  0„,  (^,  und  (^,„;  dann  ist  nach  iia) 
und  iib)  (pag.  281,  282): 


O,, 


M=l'   %^ 
F  =  /^Tf  r„  sin  / 

KJ    ftt 

c  ^ Z__ 

=  C+,     ^    :.  +  Mq,. 


20) 


Die  eben  angeführten  Formelsysteme  werden  zur  Anwendung  gelangen,  wenn  über 
die  Bahnelemente  des  Kometen  nichts  näheres  bekannt  ist;  sind  aber  Näherungen 
vorhanden,  so  wird  man  aus  denselben  die  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen  ableiten 
und  sich  der  strengen  Formeln  10)  (pag.  277)  zur  Bestimmung  von  m  und  M  be- 
dienen. Wendet  man  die  Olbers'sche  Methode  an,  so  wird  man  (vergl.  41  und  6) 
pag.  275): 

lr,8in(r„— t7j  ^    '         "'^  ^  "M  Bin(^,„— Xjcos/^,,  — 8in^„,cotgJ^   2i) 

j^ r„,n\n{v„,—  v„)  ^  sin ß,  cotg  J"—  sin  %  —  L„)  cos ß, 

Oppolter.  Bahnbeftimmangen.   I.   1.  Auflage. 
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liaben  und,  da  in  diesen  Fällen  eine  Näherung  für  q,^  welche  mit  [q,]  bezeichnet 
werden  soll,  bekannt  sein  wird  und  m  erster  Ordnung  ist,  ohne  die  Convergenz 
in  Frage  zu  stellen,  setzen  dürfen: 

(M)  =  -P-^^  M    \         . 
^    '         [^.1  >     22) 

Q,„    =    (M)q,,  I 

mit  welchem  verbesserten  Werthe  von  (M)  die  Rechnung  zu  wiederholen  sein  wird. 
Ist  man  aber  durch  die  Umstände  genöthigt,  sich  der  für  den  Ausnahmsfall  gelten- 
den Methode  zu  bedienen,  so  wird  man  mit  Benützung  der  vorhandenen  Näherun- 
gen setzen : 

%f    --  y;^/8in(tv,  —  O  ^    sinjg^cotg/—  Bing,  —  77) cog/g,  J.     23) 

und  auch  in  diesem  Falle  die  so  bequeme  Olbers^sche,  zwischen  den  beiden 
geocentrischen  Distanzen  bestehende  Relation  erreichen.  Die  Berechnung  der  For- 
meln 21)  und  23)  gestaltet  sich  bei  der  thatsächlichen  Anwendung  sehr  einfach,  da 

die  Ausdrücke :  •    />      ^    r         •    /1         rT^        a  n 

sm/y,cotgt/  —  sin  \k,  —  JIj  cos/i,     =  Z 

sin  \).,„  —  Tl)  cosß,„  —  sin/i^,„cotg/  P=  JV, 
meist  aus  vorhergehenden  Rechnungen  bekannt  sind. 

4.  Losung  des  Problems  durch  EinfBhrnng  der  Ealer'sehen  Gleichung. 

Im  zweiten  Kapitel  ist  durch  die  Gleichungen  i),  2)  und  3)  (pag.  277  ff.)  die 
Lösung  des  Problems  in  seinen  Grundzügen  aufgestellt.  Es  handelt  sich  nunmehr 
darum,  die  daselbst  aufgeführten  Ausdrücke  fiir  die  Rechnung  möglichst  bequem 
zurecht  zu  legen;  diese  muss  aber  in  etwas  abgeänderter  Form  vorgenommen  werden, 
je  nachdem  man  sich  der  Olbers^ sehen  Methode  bedient  oder  die  Wahl  des  grössten 
Kreises  möglichst  günstig  trifft;  es  sollen  demnach  die  Rechnungsvorschriften  nach 
den  Methoden  gesondert  vorgenommen  werden. 

a.  Der  grösste  Kreis  geht  durch  den  mittleren  Kometen-  und  Sonnen-Ort, 

(Olbers'  Methode.) 
Für  die  Olbers^sche  Methode  (vergl.  Gleichung  3)  und  4)  pag.  283)  besteht 
zwischen  den  geocentrischen  Distanzen  die  Relation: 

q,„  =  Mq„  1) 

wobei  M  als  constanter  Factor  betrachtet  werden  kann.  Um  nun  r,  und  r„  aus 
den  Gleichungen  i)  und  2)  (pag.  277,  278)  zu  bestimmen,   quadrirt  man  zuerst  die 
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ersten  drei  Gleichungen  in  i)  und  bildet  deren  Summe,  dann  operirt  man  ähnlich 
mit  den  drei  letzten  Gleichungen  und  erhält  so  ohne  Schwierigkeit: 


r,2    =^,2    —2Q,  JB,  COSß,  C08{^   —L,)  +jB,2 
rw*  =  Qm^  —  2  fmüfff  COSßnf  COS  ( 

Setzt  man: 


COS  ip,  =  cos  ß,  cos  (A,  —  L,)  cos  ip„,  =  cos  /?„,  cos  {X„,  —  L,,,) 

COS  P,  sin  if},  =  cos  /?,  sin  (X,  —  L,)     cos  P,„  sin  i/;,„  =  cos  ß„,  sin  ( A,„  —  X,,,)  \    3) 
sin  P,  sin  ip,  =  sin  /?,  sin  P,„  sin  i^^  =  sin/?,,,, 

so  wird  man  stets  in  der  Lage  sein,  coBip,,  sini/;,,  cos !/;„,  und  sin  i^,„  mit  Sicherheit 
zu  bestimmen ;  man  kann  übrigens  an  die  Bogen  ip,  und  (//,„  die  Bedingung  knüpfen, 
dass  dieselben  kleiner  als  180^  angenommen  werden  sollen,  wodurch  die  Sinus  dieser 
Bogen  immer  positiv  werden.  Der  Bogen  P,  und  P,„  bedarf  man  in  der  weiteren 
Entwicklung  nicht;  es  wird  daher  in  jenen  Fällen,  in  welchen  sini^  mit  aus- 
reichender Genauigkeit  aus  cos  ip  bestimmt  werden  kann,  die  Ermittlung  der  ersten 
beiden  Gleichungen  in  3)  allein  nothwendig  sein,  zur  Controle  mag  jedoch  auch 
dann  das  vollständige  Gleichungssystem  dienen.  Die  Berechtigung  des  oben  hin- 
geschriebenen Gleichungssystems  erhellt  sofort,  wenn  man  die  drei  Gleichungen 
quadrirt  und  addirt.    Jenen  in  2)  kann  man  nunmehr  die  Form  ertheilen: 


r,  =  V{q,  —  B, cos tp,)^  -h  JB,2 sin tp,'^  r„,  =  V(q„,  —  It„,coaip„f)^  +  Ä^^sin  i//,,,^, 

oder  auch  mit  Rücksicht  auf  i) : 

r„,  =  V{Mf,  —  jB,„cos  ip,rf)^  +  E„Mn  ip„,^. 
Setzt  man  also:  .^         ,   . 

tgO.  -  — äT^Bm^ '  *8*-  -        /JZ,„8iDtP,A       >  4) 

SO  wird:  V      Jf      / 

r,  =  B,  sin  ip,  sec  ö„                       r,„  =  R,„  sin  \p„,  sec  d„, , 
oder:  5) 

r,  =  (^,  —  Ä,co8?^,)  cosecö,,         r,„  =  mIq, '''^     -jccsecg,,,. 

Mit  Hilfe  der  Gleichungen  4)  und  5)  wird  man  ohne  Schwierigkeit  zu  jedem  be- 
liebigen Werthe  von  q,  die  zugehörigen  Werthe  von  r,  imd  r„,  ermitteln  können. 
Um  nach  2)  (pag.  278)  auch  die  Sehne  8  zu  berechnen,  wird  man  zunächst  die 
heliocentrischen  Coordinaten  des  Kometen  durch  die  geocentrischen  Coordinaten 
desselben  und  der  Sonne  (vergl.  pag.  271)  ersetzen  imd  erhalten: 

«2  =  [x,„  —  x,)2  -h  {y,„  —  y,)2  +  [z,n  —  z)'^ 

=  ((?..  -  ?,)  -  (x,„  -  x,)}2  +  {(,,„  - 1,,)  -  (y,„  -  y,)}2  +  [i:„,  -  q\ 

Führt  man  die  Hilfsgrossen: 

r/cos  ^cos  H  =  ^„f  —  f,  ^cos  G  =  X,„  —  X,     \ 

dcos^s\nH=  ri„f  —  rj,  ^sin  G  =  F,,,  —  ^'  >    /        ^) 

rf8inf  =  Cw— Cm  J 

Ä7» 
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ein^  so  nimmt  der  Ausdruck  für  die  Sehne  die  Gestalt  an. 

«2  =  rf2  +  ^2_  2 c^ cos t cos (G  — ff). 
Setzt  man  ähnlich  wie  früher: 

cosr/)  ==  cosfco8(G  —  H]   \ 
sinr/^cosQ  =  cos^8in(G  —  H)    i     7) 
sinysinQ  =  sinf,  ) 

wobei  der  Bogen  Q  in  der  Folge  nicht  gebraucht  wird,  so  ist: 

s^  =  [d  —  ^cos  rjpp  +  ^'sin  qp*.  8) 

Auf  den  ersten  Blick  scheint  die  Berechnung  der  in  den  ersten  drei  Gleichungen 
von  6)  enthaltenen  Hil&grössen  nicht  möglich,  weil  die  geocentrischen  Coordinaten 
des  Kometen  die  Unbekannten  q,  und  q,„  enthalten;  man  überzeugt  sich  aber  leicht, 
dass  hierdurch  nur  die  Hilfsgrösse  d  beeinflusst  wird,  denn  führt  man  in  die  an- 
gezeigten Gleichungen  die  polaren  Coordinaten  und  die  Relation  i)  (pag.  290)  ein, 
so  resultirt  zunächst: 

rfcos  ^  cos  H  =  Mq,co%X,„  cos  ß,^  —  q,  cos  X,  cos  ß, 
rfcos  t^imH  =  Mq,Hm  X,„  cos  ßf„  —  q,  sin  X,  cos  ß, 

rfsin^  =  Mq,sukß,f,  —  q,smßf. 
Setzt  man: 

d  =  q,hj 

und  zählt,  um  die  Rechnung  der  Hilfsgrössen  möglichst  zu  erleichtem,  alle  Längen 
von  einem  Punkte,  dessen  Länge  =  X,„  ist,  so  wird: 

Äcosf  cos  (Ä^ —  X,„]  =  Mcosß„f  —  co8(A,„  —  X,)  cos/:?,  \ 
h  cos  t%m[H  —  X„f)  =  sin  [X,„  —  X,)  cos/:?,         .  \    9) 

AsinC  =  Msuiß,„  —  sin/i?„  J 

in  welchen  Relationen  man  h  und  coa^  stets  positiv  annehmen  darf.  Der  Aus- 
druck 8)  verwandelt  sich  also  in: 

52  =  \jiQ^  —  ^cosr/))2  _|_  gi^inrpi,  10) 

Die  Berechnung  von  g  und  G  in  6)  mit  Hilfe  der  polaren  Coordinaten  X  =  Äcosi, 
y  =  ÄsinjL,  wird  sich  einfacher  gestalten,  wenn  man  die  Längen  von  einem  Punkte 
zählt;  dessen  Länge  =  L,  ist ;  dann  hat  man : 

^cos  [G  —  Z/,)  =  i?„,co8  [Ln,  —  L;)  —  RA 

^ sin  (Cr  —  L)  =  Ä,,,sin  {L„,  —  L,],  j 

in  welchen  Gleichungen  g  stets  positiv  zu  wählen  sein  wird. 

Es   sind   somit  r, ,    r,„  und  s  in  einfacher  Weise   als   Functionen  von  q,  dar- 
gestellt.    Die   Substitution   dieser  Werthe   in   den   rechten  Theil  der   Euler*schen 

Gleichung:  3^  3, 

6k{t,,  —  t)  =  (r,  +  r,„  +  8)^'—  (r,  +  r,„  —  s)  '\ 

wird  erkennen  lassen,  ob  für  q,  der  wahre  Werth  angenommen  wurde  oder  nicht; 
durch  entsprechende  Variation  der  Annahmen  wird  man,   falls  der  wahre  Werth 
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noch  nicht  erlangt  ist,  denselben  mittelst  Versuchen  zu  erhalten  trachten  und  sich 
hierbei  der  zweckmässigen  Umformung  bedienen,  welche  Encke  mit  der  Eul er- 
sehen Gleichung  (vergl.  12)  pag.  79)  vorgenommen  hat.  Die  Benützung  dieser  Trans- 
formation wird  die  Rechnung  wesentlich  bequemer  gestalten.  Macht  man  nämlich 
eine  Annahme  über  [r,  +  r,„),  so  ist  nach  (pag.  80): 


^^*k{t„.-t)       ^      1052^  =  8-5366114,  12) 

{r,  +  r,J 

und  die  Sehne  s  bestimmt  durch: 

s  =  ''-^ß^t.,  .3) 

wobei  fx  aus  der  Tafel  VII  mit  Hilfe  des  Argumentes  rj  entlehnt  werden  kann. 
Aus  der  Oieichung  10)  resultirt  dann  der  zugehörige  Werth  von  p,  nach: 

von  den  beiden  für  q,  geltenden  Werthen  wird  nur  der  dem  positiven  Vorzeichen 
der  Wurzel  entsprechende  anzunehmen  sein.  In  der  überwiegenden  Anzahl  der 
Fälle  wird  nur  dieses  Zeichen  auf  positive  Werthe  von  q,  hinführen ;  ist  aber  cos  (p 
positiv  und  s  :  g  kleiner  als  die  Einheit,  was  bei  Kometen  nur  eintreten  kann, 
wenn  die  Entfernung  von  der  Sonne  grösser  als  2  ist,  (vergl.  die  Gleichungen  von 
pag.  50),  so  sind  zwei  positive  Lösungen  vorhanden.  Daraus  hat  man  schliessen 
wollen,  dass  in  diesen  Fällen  eine  doppelte  Lösung  des  Problems  möglich  sei;  es 
wird  aber  später  das  Irrthümliche  dieser  Annahme  aufgezeigt  werden,  indem  der 
Beweis  hergestellt  wird,  dass,  falls  mehr  als  eine  Lösung  möglich  ist,  bei  welcher  q, 
positiv  bleibt,  nothw endig  drei  derartige  Lösungen  vorhanden  sein  müssen;  es  wird 
daselbst  auch  erwiesen  werden,  dass  in  den  praktisch  nahezu  bedeutungslosen  Fällen, 
in  welchen  die  Gleichung  1 4)  eine  doppelte  positive  Lösung  zulässt,  stets  das  positive 
Zeichen  der  Wurzel  gewählt  werden  muss.  Unter  dieser  Voraussetzung,  deren  Be- 
weis für  später  vorbehalten  bleibt,  kann  p^'^und  s  leicht  mit  Hilfe  der  Formeln: 

cos  d-  =  ^ I 

>  15) 

Q,  =  ^  sin  <jP  tg  ^  +  ^  cos  r/),     j 

berechnet  werden , ,  in  welch'  letzterem  Ausdrucke ,  der  gemachten  Behauptung  ge- 
mäss, tg^  stets  das  Zeichen  von  cos^  erhält.  Aus  q,  können  mit  Hilfe  der  For- 
meln 4)  und  5)  (pag.  291)  ohne  Schwierigkeit  die  Werthe  von  r,  und  n„  gefimden 
werden ,  deren  Summe  dann  mit  der  anfänglichen  Annahme  über  r,  +  r,„  überein- 
stimmen muss,  wofern  diese  dem  wahren  Werth  entsprach.  Ist  die  Übereinstimmung 
nicht  erreicht,  so  wird  eine  zweckmässig  geleitete  Variation  der  Annahmen  in  Ver- 
bindung mit  einem  entsprechenden  Interpolationsverfahren  leicht  das  Ziel  erreichen 
lassen.  Der  Auseinandersetzung  dieses  Verfahrens'  soll  noch  die  übersichtliche 
Zusammenstellung  der  zusammengehörigen  Formeln  vorangehen,  in  welchen  jene 
Coefficienten,    die  für  einen  speciellen  Fall  constant  sind,   durch  besondere  Buch- 
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Stäben  bezeichnet  werden;  die  Vergleichung  der  Fonnehi4),  5)  (pag.  291),  12),  13} 
und  15)   (pag.  293)  mit  den  folgenden: 


T  =  2  *  {t„,  —  t,) 

B,  ==  jB^sini//, 

•/,  =  jB,C08  \pt ^  COS  (p 


log2^  =  8'536  611 — 10 
A  g%uitp 

T 

Jim—  jj 

-    _  R,„Qo%^„, g 

Jm  —~~ 


16) 


wird  die  Entstehung  dieser  erkennen  lassen ;  dann  ist  für  jede  Annahme  über  (r,  +  r« 
zu  rechnen; 

t]  als  Argument  für  ^  (Tafel  VII) 


V  = 1. 

{r,  +  rj* 

cos*  =  ^l/^r-:^ 


y  =  rtg& 

tg^  erhält  stets  das  Zeichen  von  cos^ 


«»-^ 


I7J 


r,  =  B,  sec  0,  r,„  =  B„,  sin  ip,„  sec  d,„. 

Es  soll  nun  gezeigt  werden ,  in  welcher  Weise  man  die  versuchsweise  Auf- 
lösung des  Gleichungssystems  1 7]  durchzuführen  hat,  um  das  vorgesteckte  Ziel  rasch 
zu  erreichen.  Der  Umstand,  dass  die  Kometen  meist  in  der  Erdnähe  aufgefunden 
werden,  lässt  für  (r,  +  ^m]  • 

^1  =  log(r,  +  r,„)  =  0-301030,  18) 

als  Näherungswerth  der  Unbekannten  x  erscheinen.  Nach  Diirchrechnung  des  For- 
melsystems 17)  wird  man,  da  im  Allgemeinen  der  wahre  Werth  von  x  vor  dem 
Beginn  der  Versuche  nicht  bekannt  ist ,  einen  Werth  für  log  [r,  +  ^w)  finden ,  der 
mit  t/i  bezeichnet  werden  soll.  Der  wahre  Werth  von  x  wird  meist  zwischen  den 
Grenzen  o»o  und  o«6  eingeschlossen  sein,  weshalb  die  Anwendung  von  Differential- 
ausdrücken zur  Bestimmung  der  Verbesserung  der  gemachten  Annahmen  über  x 
nach  Durchführung  des  ersten  Versuches  ein  der  Wahrheit  so  nahe  kommendes 
Resultat  für  den  zweiten  Versuch  erreichen  lassen  wird,  dass  die  auf  Grundlage 
dieses  letzteren  berechneten  Differentialausdrücke  die  Versuche  zum  Abschlüsse 
bringen.  Nimmt  man  also  an,  dass  man  mit  dem  linearen  Verhältnis  ausreicht, 
so  wird,  wenn  mit  dx^  die  erforderliche  Änderung  von  Xx  bezeichnet  wird,  um  den 
Endwerth  y^  +  ^Vi  1  niit  dem  Ausgangswerthe  in  XJbereinstimmung  zu  bringen : 

^j  +  rf^i=  Vi  +  rfyi ,  I 
zu  setzen  sein,  oder:  >  19) 

yi  —  ^1  =  dxi—  dy^ ,  I 

wobei  rfyi  die  durch  dx^  im  Endwerthe  bedingte  Änderung  vorstellt.  Bezeichnet 
man  den  zu  x^  gehörenden  Werth  von  [r,  -\-  r„,)  als  Anfangswerth  mit  (r,  +  ''Jot 
jenen  von  y^  als  Endwerth  mit  (r,  +  r,,,)^,  so  ist: 


(fei  =  Mod. 


d  {r,  -h  r,X 


rfy,  =  Mod.  '^^*'''^''-'^' 


20 
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Die  Differentiation   der  Euler'schen  Gleichung  (vergl.  5)  pag.  77)  nach  (r,+  r„,) 
ind  s  ergibt  mit  alleiniger  Berücksichtigung  des  oberen  Zeichens: 

o  =  (r,  +  r,„  +  8)'^^d(r,  +  r„,  +  «)  —  (n  +  r„,  —  sf'^  d(r,  +  r,,r—  «), 
yn  +  r,„  +  8  +  Vn^+  r,,  —  s)  d8  =  —  (Vr  +  n,  +  8  —  T^r^  +  n.  — «}c/(n  +  n.), 
und  nach  Einführung  des  Hilfswinkels  y  (vergl.  pag.  77),  durch: 


8 


smy=  — j— -  =  i?/i,  21) 

wird:  - 

<*^  =  —  tgiy rf (^  +  n,.)a  =  —  tgly  ^5;  cb^i .  22) 

Bei   ersten  Bahnbestimmungen   wird  y  in  der  Regel   ein    kleiner  Bogen  sein,    zur 
Berechnung  von  tgjy  also  die  Form: 

mit  Vortheil  angewendet  werden  können,  für  welchen  Ausdruck,  wenn  rj  klein  ist, 
auch  \r]ft  mit  genügender  Annäherung  geschrieben  werden  darf. 

Die  Differentiation  von  10)  (pag.  292)  ergibt  mit  Rücksicht  auf  die  Relationen 

sds  =  (hQ,  —  ffCOS(p)hdQ,  =  hssin&dQ,, 
sonach  mit  Benützung  von  22): 

Aus  der  Differentiation  der  Gleichungen  2)  (pag.  291)  resultirt  nach  Einführung  der 
Winkel  tp,  und  ip,,,  und  der  in  4)  (pag.  291)  aufgestellten  Hilfswinkel: 

r,  dr,  =  [q,  —  Bf  cos  ip,)  dq,  =  R,  sin  xp,  tg  6,  dq, 

r,„dr,„  =  M(Mq,  —  R„,  cos  xp,„)dq,  =  MR„Mnip,„tgd,„dQ,, 

welche  Ausdrücke,    mit    den   ersten  Relationen   in    5)    (pag.   291)    verbunden,    die 

Gestalt :  j  •    /i  j  1 

dr,  =  BUkOfdg,        1 

dr„,  =  Msmd,„dQ,^} 
annehmen.     Es  ist  daher: 

d{r,  +  r,„),  =  (sinö,  +  JITsinft.)  dq,  =  -  (sinö,  +  JlfsinÖ.,)  ^- £;  *i , 

oder  wegen:  ^/      ,       \  10^1, 

d(r,  +  r„,),  =  -^^dv,, 

auch : 

rfy,  =  -  (sinö,  +  MBmd,„}  ^.-^dx,,  25) 

wobei  offenbar: 

,       10*1 

zu  setzen  sein  wird.     Führt  man  nun  die  Relation  25)  in  19)  ein,  so  wird  die  an 

Xi  anzubringende  Verbesserung  dx^  ohne  Schwierigkeit  gefunden  werden ;   ist  der  so 

verbesserte  Werth  von  x^  mit  X2  bezeichnet,  so  hat  man  zu  dessen  Bestimmung  die 

Gleichungen:  ,    /  •    /i    ,    i>r  •    /i  >  tgir  io*i 

^  «,  =  I  +  (sin d,  +  Mbiu d,„)  .^r\-  — jr  , 
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Mit  dem  Werthe  von  x^  wird  die  Berechnung  des  Gleichungssystems  17)  zu  wieder- 
holen sein ;  die  Durchfuhrung  ergibt  y^  als  Endwerth  von  log  (r,  -f-  r,„) ,  die  An- 
wendung von  26)  als  neue  Näherung: 

rc3=a^H — -, 

welche  meist  schon  als  Endwerth  betrachtet  werden  darf.  Sind  die  ViBrsuche  be- 
endet, so  rechnet  man  mit  den  Zahlen  des  letzten  Versuches: 

p,  =  rtg^-f  |cosqp    I    ^^^ 

Bei  der  Ermittlung  von  ersten  parabolischen  Elementen  wird  gewöhnlich  die 
Planeten -Aberration  nicht  in  Rechnung  gezogen;  man  kann  jedoch  dieselbe  der 
Hauptsache  nach  sofort  bei  den  eben  beschriebenen  Versuchen  berücksichtigen. 
Zunächst  wird  man  beachten,  dass  die  Planetenaberration  die  richtige  Bestimmung 
vom  M  nicht  wesentlich  in  Frage  stellt ,  jedenfalls  wird  der  aus  der  Vernachlässi- 
gung derselben  entstehende  Fehler  gegen  den  Einfluss  der  vernachlässigten  Glieder 
höherer  Ordnung  nahezu  verschwindend  klein  sein.  Sind  nämlich  t,^  t„  und  t,^  die 
den  dr^i  Beobachtungen  entsprechenden  Zeitangaben,  so  hätte  man  dieselben  bei 
Anwendung  der  für  diese  Zwecke  vortheilhaften  dritten  Methode  der  Berücksich-r 
tigung  der  Planetenaberration  (pag.  123)  um  die  Beträge: 

—  498^65  Q,  =  —aq, 

—  498.65  q„  =  —  aq„ 

—  498.65  Q,„^=   — aq,„ 

zu  verbessern;  lässt  man  für  q  eine  Entwicklung  nach  Potenzen  der  Zeit  gelten, 
so  wird  sein: 

?'  =  ?"  - ^!t  ('" -  <')  +  ^^'  ('"- '')' 

Q,„=  9„  +  ^^'  (4,-  t„)  +  -1.^  (<„,-  4)2+  .  •  •  • 

und  man  hat,  sich  auf  die  Glieder  erster  Ordnung  beschränkend,  fiir  das  in  M  auf- 
tretende Verhältnis  der  Zwischenzeiten : 

1l  =  *"'-  *"-  °'g"'-  g"'  =  '*"'-  ^"'\'  ~  "  di'i  ^  t,„-t„ 

welcher  Ausdruck  lehrt,  dass  in  der  That  der  Einfluss  der  Planetenaberration  aui 
die  Bestimmung  von  M  verschwindet ,  sobald  man  sich  auf  die  Glieder  erster  Ord- 
nung beschränkt. 

Die  Zwischenzeit  (t„, —  /,)  tritt  aber  in  den  Ausdrücken  für  t  und  A  [vergl. 
16)  pag.  294)  auf  und  in  diesen  werden  die  Glieder  erster  Ordnung  hervortreten: 
man  hätte  zu  setzen : 

t,„—  t,—  a[q,„—  q,)r=f,„ — f, —  a{M — i)q,=z  (t„, —  /jji  — -___(3f  _i  ]^\: 


Digitized  by 


Google 


297     

der  briggische  Logarithmus' von  (t„, —  t,)  ist  demnach  imi  den  Betrag: 

zu  vermindern.    Drückt  man,  wie  dies  gewöhnlich  geschieht,  {t„, —  t,)  in  Einheiten 

des  mittleren  Sonnentages  aus,  so  wird  der  constante  Logarithmus  von  a  Mod.  den 

Werth: 

7.39907  —  10, 

annehmen.  Wird  daher  der  in  einem  speciellen  Falle  constante  Factor  durch: 

x  =  (aMod.)^    1    ^g^ 
log  a  Mod.  =  7*39907  —  10,    ) 

bezeichnet,    so  hat  man  in  dem  Formelsysteme  17)  (pag.  294)  statt  log  r  und  log -4 

anzuwenden : 

log  T  —  x^, ,       und :       log  -4  +  xp, ;  29) 

zur  Berechnung  dieser  Beträge  kann  man  sich  des  Werthes:  q,=  F  ig  d-  -\- ~  cos  cp 
(vergl.  27)  pag.  296)  bedienen,    wenn  man  den  Logarithmus  um  den  Betrag: 

corrigirt,  wobei  dx^  die  an  den  Werth  von  x^  angebrachte  Verbesserung  darstellt. 
Man  wird  die  Berechnung  dieser  Correction  zweckmässig  an  die  Bestimmung  des 
Factors  n  (vergl.  26)  pag.  295)  anschliessen  und.  weil  sie  wegen  des  kleinen  Factors  x 
nie  sehr  bedeutend  ist,  meist  schon  nach  dem  ersten  Versuche  so  genau  finden, 
dass  eine  weitere  Verbesserung  überflüssig  wird. 

Ist  der  heliocentrische  Bogen,  den  der  Komet  zwischen  der  ersten  und  drit- 
ten Beobachtung  beschrieben  hat,  sehr  gross,  so  kann  der  Werth  von  rj  die  Grenzen 
der  /i -Tafel  VII  überschreiten;  dann  wird  der  pag.  293  beschriebene  Rechnungs- 
mechanismüs  nicht  anwendbar.  Bei  ersten  Bahnbestimmungen  wird  übrigens  von 
der  gleich  zu  erwähnenden  Abänderung  niemals  Gebrauch  gemacht  werden,  da  bei 
sehr  grossen  heliocentrischen  Bogen  für  die  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen  durch 
die  Zwischenzeiten  keine  hinreichende  Annäherung  erreicht  werden  kann,  also  für 
den  in  Betracht  gezogenen  Fall  vorausgesetzt  werden  muss,  dass  bereits  Näherun- 
gen für  die  Elemente  bekannt  seien.  In  diesem  Falle  wird  es  auch  nicht  nöthig 
sein,  von  der  Encke 'sehen  Transformation  der  Euler'schen  Gleichung  Gebrauch 
zu  machen;  man  wird  im  Falle  bekannter  Elemente  mit  einem  Näherungswerthe 
der  geocentrischen  Distanz  q,  nach  den  Formeln: 

*S  ^'  =  ^-S;Sn-^  r,  =  Ä,8int^,sec<?, 

*?  ^"'  =  ^V^n!,!"^'"  »"'"  =  ^'"8»'^  '^'"S««' ^"' 

jtftf  Bin  y/fff 

tg  ^  = s    =  ff  smq) sec d- , 


Oppolzer.   Bahnbestimmungen.   I.    2.  Auflage.  38 
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die  Radienvectoren  und  die  Sehne  berechnen  und  durch  Einsetzen  in  die  Euler- 
sche  Gleichung  (vergl.  Gleichung  5)  pag.  77)  erkennen,  ob  der  Bedingung. 

genügt  wird;  in  dieser  Formel  hat  das  obere  Zeichen  Giltigkeit,  wenn  die  heUo- 
centrische  Bewegung  kleiner,  das  untere,  wenn  sie  grösser  ist  als  180®.  Der  Unter- 
schied J  im  Logarithmus  von  6k[t„, —  t)  im  Sinne:  wahrer  Werth  —  berechneter 
Werth,  wird  leicht  auf  differentiellem  Wege  die  für  q,  nöthige  Correction  finden  lassen. 
Es  ist  mit  Benützung  der  oben  entwickelten  differentiellen  Verhältnisse  (vergl.  auch 
Band  II\  pag.  491) : 

^  =  (r,  +  r,„+  5) V2(sinÖ,  +  Ms\.ne„,+  hsm&)  zp 

rp  [r,  -|-  r,„ —  s)  '2  (sin  0,  +  3f  sin  6,,, —  Asin  d) , 

in  welcher  Formel  wieder  das  obere  Zeichen  für  heliocentrische  Bewegungen  gilt, 
die  kleiner,  das  untere  für  solche,  die  grösser  als  iSo*'  sind;  die  Correction  von  ^, 
ist  dann  bestimmt  durch: 

Man  wird  übrigens  selten  Veranlassung  haben,    das  eben   auseinandergesetzte  Ver- 
fahren  zur  Auflösung  der   Eule  raschen   Gleichung  zu   verwenden,    da  die   in  dem 
vorliegenden  Werke  enthaltene  |U -Tafel  bis  zum  Argumente  ij  =  0*8  vorschreitet. 
Sind  die  früher  beschriebenen  Versuche  beendet  und  p,,  q,,,  (vergl.  27)  pag.  296) 
ermittelt ,   so  werden   in  den   folgenden   Rechnungen  t,  und  t,f,  beziehungsweise  um 

die  Beträge: 

—  (7.76128— 10)  p,  und  —(7.76128— 10)  p„,,  31) 

welche  in  Einheiten  des  mittleren  Sonnentages  angesetzt  und  in  welchen  die  Coef- 
ficienten  logarithmisch  zu  verstehen  sind,  zu  verbessern  sein,  falls  nicht  die  Aber- 
ration schon  anderweitig  berücksichtigt  worden  ist.  Aus  q,  und  Q„f  leitet  man  mit 
Hilfe  der  Formel  4)  (pag.  21)  die  Radienvectoren  r,,  r,„^  die  heliocentrischen  Län- 
gen /,,  /„,  und  die  heliocentrischen  Breiten  i„  J,„ab,  für  deren  Richtigkeit  als  Prüfung 
gilt,  dass  die  gefundenen  Werthe  von  r, ,  r,„  mit  den  im  letzten  Versuche  ermittelten 
Werthen  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnung  stimmen  müssen.  Aus  diesen 
Grössen  findet  man  nach  i)  (pag.  102)  den  Knoten  Q  und  die  Neigung  t,  nach  3 
(pag.  102)  die  Argumente  der  Breite  u,  und  w,„,  wobei  man  die  Prüfungsgleichimg  7 
(pag.  103)  verwenden  wird.  Hierauf  bestimmt  man  nach  42)  (pag.  109)  v,  imd  ^, 
nach  41)  (pag.  109)  die  Perihelzeit,  für  welche  sich  zwei  Werthe  ergeben,  die  inner- 
halb der  Unsicherheit  der  Rechnung  übereinstimmen  müssen ;  hat  man  bei  den  Ver- 
suchen auf  die  Planetenaberration  Rücksicht  genommen ,  so  sind  für  t,  und  t^  die 
nach  31)   (pag.  298)  bestimmten  Werthe  in  Rechnung  zu  ziehen. 

Zur  Prüfung  der  Beobachtungen  und  der  erlangten  Elemente  wird  man  die 
Darstellung  der  mittleren  Beobachtung  unter  Benützung  der  Relationen  7)  (pag.  22) 
berechnen  und  daraus  A,  °  und  /?, "  ableiten ;  hierbei  wird,  falls  die  Planetenaberration 


Digitized  by 


Google 


299     

I 

bei  den  Versuchen  berücksichtigt  wurde,    zur  Ermittlung  der  wahren  Anomalie  t?^ 
statt  der  Zeit  t„  der  Werth  : 

t,,—  (7.76128—10)9,,, 

anzuwenden   und   für  den   unbekannten  Werth   von   q„  mit  einer   bei  ersten  Bahn- 
bestimmungen hinreichenden  Näherung : 


^„=^,{i  +  (M-i)}j^],  32) 


ZU  setzen  sein.   Mit  den  so  erhaltenen  Werthen  von  X„*^und  ß,,^  berechnet  man  (vgl.  i) 

pae.  282)  den  Ausdruck :  .  ,^  o      r  x 

cotg/^=  ^'""^^--^'A. 

stimmt  dieser  Werth  von  cotg  J^  mit  dem  Werthe  von : 

^  tg  A,       ' 

überein,  so  war  die  Ersetzung  der  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen  durch  die  Zwischen- 
zeiten hinreichend  genau,  im  gegentheiligen  Falle  wird  daraus  geschlossen  werden 
dürfen,  dass  diese  Näherung  einer  wesentlichen  Verbesserung  fähig  sei.  Ist  man 
aber  zu  der  Annahme  berechtigt,  dass  die  für  die  Bestimmung  von  M  eingeführten 
Werthe  zu  wenig  genau  sind,  so  wird  man  keineswegs  die  Rechnung  bis  ziir  Dar- 
stellung der  mittleren  Beobachtung  führen,  sondern  gleich  nach  Beendigung  der 
Versuche  aus  den  Radienvectoren  r, ,  r,„  und  der  Sehne  s,  welche  leicht  aus : 

»  =  -=^=  '  33) 

zu  erhalten  ist,  die  Differenz  der  wahren  Anomalien  nach: 

ableiten,  hierauf  nach  den  Formeln  (vergl.  pag.  109): 

1       .     -  cotgJfM,,,— tt,)        coaeci{u,„—u,)  \ 

—=.  sm  *  t?,  = — — =: I 

vT  ^  V'V  yr,n  y  35) 

die  wahre  Anomalie  v,  ermitteln  und  die  Perihelzeit  aus  dieser,  sowie  zur  Controle 
au8  v,„=  v,+  {u,„ — «,)  nach: 

aufsuchen ;  aus  T  in  Verbindung  mit  q  lässt  sich  sofort  für  die  Zeit  der  mittleren 
Beobachtung  r„  und  v„  bestimmen.  Man  erreicht  somit  alle  Angaben,  nämlich  r„  r,„ 
r„„  fJ,.  t?,„  t?„„  deren  man  bedarf,  um  nach  den  strengen  Ausdrücken  (vergl.  23), 
pag»  290)  die  Werthe  für  m  und  M  zu  berechnen ,  und  mit  Hilfe  dieser  den  ge- 
naueren Werth  für  itf ,  nämlich  (J/),   welcher  der  zweiten  Annähenmg  zu  Grunde 
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gelegt  werden  kann.  Die  Benützung  der  angegebenen  Formeln  zur  Erreichung  der 
weiteren  Annäherungen  erscheint  kürzer  als  die  sonst  in  Vorschlag  gebrachte  Me- 
thode: die  für  die  Verbesserung  von  M  nöthigen  Zahlen  durch  Auflösung  zweier 
cubischer  Gleichungen  zu  erhalten. 

Sollte  die  nicht  genügende  Genauigkeit  in  der  Annahme  über  M  erst  bei  der 
Darstellung  des  mittleren  Ortes  erkannt  worden  sein,  so  wird  man  schon  im  Besitee 
der  für  die  Berechnung  des  Werthes  von  [M)  nöthigen  Angaben  (r,,  r,„  r,^,  t?,,  v„^  f^\ 
sein;  man  kann  aber  auch  Jf  willkürlich  variiren,  wobei  eine  von  Carlini  gemachte 
Bemerkung  bisweilen  von  Nutzen  ist.  Man  wird  nämlich,  ohne  den  genaueren  Werth 
der  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen  selbst  zu  berechnen ,  für  die  Bestimmung  von  M 
einen  Werth  von  cotg  /'  anwenden,  welcher  um  eben  so  viel,  aber  im  entgegen- 
gesetzten Sinne ,  von  dem  aus  den  Beobachtungen  abgeleiteten  Werthe  cotg  /  ab- 
weicht, als  sich  cotg  /°  von  cotg  J  unterscheidet,  also  : 

cotg  /'  =?=  cotg/  +  (cotg/ —  cotg 7°)  =  2cotg/ —  cotg/^     37) 

Der  Carlini'sche  Kunstgriff  erklärt  sich  aus  der  Betrachtung,  dass  der  Unter- 
schied (cotg/ — cotg/°),  welcher  in  Folge  der  für  die  Verhältnisse  der  Dreiecks- 
flächen eingeführten  Annäherungen  auftritt,  alle  Elemente,  die  sich  wenig  von  den 
erhaltenen  unterscheiden,  in  demselben  Masse  ändern  wird ;  setzt  man  daher  cotg/' 
in  die   Rechnung   ein,   so  wird   der   durch   die  Elemente  erhaltene  End werth   sehr 

nahe : 

cotg  /'  +  (cotg/°  —  cotg/)  =  cotg/, 

sein,  und  der  mittlere  aus  den  Elementen  gerechnete  Kometenort  der  gestellten 
Forderung,  dass  derselbe  in  dem  gewählten  grössten  Kreise  liege,  genügen. 

Hat  man  den  Werth  von  M  nach  einer  der  angeführten  Methoden  variirt, 
so  wird  die  Bestimmung  der  Elemente  und  die  aus  denselben  resultirende  Dar- 
stellung des  mittleren  Ortes  nochmals  vorgenommen  und  so  in  empirischer  Weise 
der  Differentialquotient  zwischen  einer  Änderung  von  M  und  den  geocentrischen 
Coordinaten  k„  und  ß„  erhalten.  Bezeichnet  man  den  Werth  von  3f ,  welcher  der 
ersten  Annahme  zu  Grunde  gelegt  war,  mit  M^  und  die  Fehler,  welche  das  hieraus 
abgeleitete  Elementensystem  in  der  mittleren  Beobachtung  zurückliess,  im  Sinne: 
Beobachtung-Rechnung,  mit  dl„  und  dß„^  den  zweiten  Werth  von  M  mit  Mx  und 
die  analogen  Fehler  mit  Jl„  und  Jß„^  so  bestehen  für  die  Bestimmung  des  wahren 
Werthes  von  M  =  M^  +  [Mx  —  M^  ar,  alle  Änderungen  als  linear  vorausgesetzt,  die 

Bedingungsgleichungen  : 

dX„  =  [dl„  —  Jl,!)  X 

dß,,=  (dß„—Jß„)x,  ^  ^ 

wobei  X  offenbar  in  Einheiten  der  Differenz  M^  —  M^  angesetzt  erscheint.  Beiden 
Bedingungsgleichungen  wird  man  im  Allgemeinen  nicht  gleichzeitig  genügen  können, 
da  für  die  Bestimmung  einer  Unbekannten  zwei  Gleichungen  vorliegen,  deren 
Grundlagen  den  Beobachtungen   entnommen  werden  müssen.     Weil  die  Fehler  in 
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Länge  durch  die  Multiplication  mit  cos/?,,  auf  den  grössten  Kreis  reducirt  werden, 
so  gibt  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  zur  Bestimmung  des  wahrscheinlichsten 
Werthes  von  x  und  M  die  Relationen : 

^  dK  [dK  —  ^A..)  cos  A,8  +  dp,,  {dß„  —  ^ß„)    I 

[dX„--^X„)HoBß„^-t(dß„^Jß„)^        l     3g) 

der  so  erhaltene  Werth  von  M  wird  in  der  mittleren  Beobachtung  die  Fehler : 

dl„  —  (dX„  —  Jl„)  X  in  Länge     | 


dß„  —  (dßf,  —  Jß„)  X  in  Breite ,  j 


40) 


übrig  lassen,  so  lange  die  auftretenden  Änderungen  als  differentieller  Natur  be- 
zeichnet werden  dürfen.  Um  nun  die  dem  neuen  Werthe  von  M  entsprechenden 
Elemente  zu  erhalten,  kann  man  entweder,  was  das  empfehlenswertheste  ist,  aus 
demselben  nach  den  angeführten  Methoden  die  Elemente  ableiten,  oder  man  inter- 
polirt  das  neue  System  nach  den  vorhandenen  Werthen  mittelst  der  Formel: 

E  =  E^+(E,-E^)x,  41) 

wobei  Eq  und  Ei  die  zu  Mq  und  M^  gehörenden  Elementensysteme  vorstellen.  Das 
letztere,  an  sich  kürzere  Verfahren  wird  aber,  wenn  die  Zwischenzeiten,  wie  dies 
hier  vorausgesetzt  ist,  klein  sind,  nicht  mit  Sicherheit  zum  Ziele  führen,  da  kleine 
Änderungen  von  M  [vergl.  die  Ausdrücke  5)  pag.  279)  und  10)  pag.  280]  grosse 
Änderungen  in  den  Elementen  bedingen,  also  für  die  letzteren  das  lineare  Verhältnis 
nicht  mit  ausreichender  Genauigkeit  vorausgesetzt  werden  kann. 

Ist  die  in  M  erforderliche  Änderung  gering,  so  wird  die  Neurechnung  der 
Hilfsgrössen  imd  die  Auflösung  der  Eule  raschen  Gleichung  umgangen  werden 
können,  indem  man  die  durch  die  Variation  von  M  in  der  geocentrischen  Distanz 
Q,  bedingte  Änderung  auf  differentiellem  Wege  ermittelt  und  mit  dem  so  erhaltenen 
Werthe  von  ^,  die  Berechnung  der  Elemente  und  die  Darstellung  des  mittleren 
Ortes  durchführt.  Das  differentielle  Verhältnis  aber  zur  Bestimmung  der  Verbesse- 
rung der  Elemente  zu  verwerthen,  wird  sich  im  Allgemeinen  nicht  empfehlen,  denn 
die  Änderungen  von  q,  werden  nach  den  oben  gemachten  Auseinandersetzungen 
verhältnismässig  gross,  weil  der  Differentialquotient  dQ,  :  dM  die  Zwischenzeit  als 
Factor  im  Nenner  enthält.  Es  können  daher  die  in  den  differentiellen  Verhältnissen 
vernachlässigten  Glieder  zweiter  Ordnung  in  dq,  und  in  den  auf  differentiellem  Wege 
ermittelten  Elementen  leicht  hervortreten,  die  dadurch  in  q^  begangenen  Fehler 
aber  werden  bei  kleinen  Zwischenzeiten  die  Darstellung  der  Orte,  auf  die  es 
schliesslich  ankommt,  nicht  so  nachtheilig  beeinflussen,  da  dieselben  durch  die 
Projection  auf  die  Himmelskugel  in  g,  und  q,„  völlig ,  in  q„  nahezu  verschwinden  ; 
dies  würde  nicht  mehr  der  Fall  sein,  wenn  man  in  linearer  Weise  die  durch  dq, 
bedingten  Incremente  der  Elemente  bestimmen  wollte.  In  der  Euler  sehen  Glei- 
chung :  3,  3, 
tk  (C  —  /,)  =  (r,  +  n„  -}-*;''  —  (r,  +  r„  —  «)  ^^ 
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sind  r,  r„t  und  «  jene  Werthe,  welche  derselben  für  die  ursprüngliche  Annahme 
von  M  genügen ;  die  durch  das  Increment  von  M  bedingten  Änderungen  in  diesen 
drei  Orten  seien  dargestellt  durch  dr„  dr„,  und  cfo;  da  dieselben  ebenfalls  der  Eul er- 
sehen Gleichung  genügen  müssen,  so  wird  man,  wenn  die  Ändenmgen  als  diffe- 
rentieller  Natur  gelten^  setzen  dürfen: 

o  =  (r,  +  r„,  +  s)^^^d[r,  +  r,„  +  s)  —  (r,  +  r,„  —  s)  ''^d[r,  +  r„,  —  a).        42) 
Die  DiflRerentiation  der  folgenden  Ausdrücke  (vergl.  pag.  291)  und  10)  pag.  292): 
r,2  =  [q,  —  R,  cos  xff,)^  +  B^simp,^ 
T„p'  =  [Mq,  —  JB^^cos^w)^  +  R„,s\Yi\\)„? 

«2  =  (Aß,  —  ^COSy)'  +  ^2giny2^ 

ergibt  mit  Rücksicht  auf  die  früher  (vergl.  4)  und  5)  pag.  291)  benützten  Hilfswinkel  0,, 
e.,und^:  rfn  =  sinÖ,rfp, 

rfr,,,  =  ifsinöwrfp,  +  p,sinÖwrf3f  \    43) 

Nun  ist  aber  nach  7)  (pag.  292): 

cos  9  =  cos  C  cos  ((?  —  B)  =  cos  ^  cos  [H  —  G) , 

und  weiter  nach  der  ersten  Gleichung  in  9)  (pag.  292),  wenn  man  die  Längen  nicht 
wie  dort  vom  Punkte  A,„  sondern  von  Q  zählt : 

A  cos  ^  cos  (JET —  Q]  =  3f  cos/?,„cos(A,„  —  G)  —  cos/9,cos  (X,  —  Q) ; 
daher  wird: 

\^      =  co8/^m  COS  %,  —  G) .  44) 

Quadrirt  und  addirt  man  die  Gleichungen  9)  (pag.  292),  so  ergibt  sich: 

Ä2  =  I  -f-  3/2  —  2  3f  [cos j^, cos /^,„ cos (A,„  —  l,)  +  sin/?, sin /?,„], 
daher : 

i  ^^  =  Jfcf —  [co8/?,cos/?wC08  {K„  —  X,)  +  sin/?, sin /?,„]. 

Die  Berechnung  dieses  Ausdruckes  kann  aber  bequemer  gestaltet  werden.  Multi- 
plicirt  man  nämlich  die  erste  Gleichung  in  9)  (pag.  292)  mit  cos/?,,,,  die  dritte  mit 
sin  /?,„  und  addirt  diese  Producte,  so  werden  die  rechter  Hand  vom  Gleichheitszeidieii 
stehenden  Ausdrücke  identisch  mit  den  oben  entwickelten,   man  kann  also  setzen: 

{-Tj^  =  Äcos^cos(J5r —  A,„)co8/?,„  +  hsia^siaß^, 


dM 
und  es  ist  sonach: 


P=  ?^  (^ cos/?,,, cos  (G  —  A,„)  —  p,  [Äcos^cos(Ä" —  X„,)cos/?„,  +  Äsin^sin/?„,i} 
ds  =  hAnd'dq,  —  PdM. 
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Substituirt  man  diese  und  die  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  in  43)  enthal- 
tenen Werthe  von  rfr,,  dr,,,  und  di  in  42),  so  findet  sich: 

[[r,  +  r,„  +  sy'^  (sin 6,  +  ilf  sinö„,  +  Asin^}  —  (r,  +  r,„  —  s)^^^  [sind,  +  Jfsin  d„,  — 
-  h^md]]dQ,  =  [[r,  -h  r,„  +  s)''^P  —  q.^ind,,)  +  (n  +  r,„  —  s)'^[P  +  Q,Bme„)]dM. 

Dividirt  man  beiderseits  mit  [r,  +  r,„)  '*  und  benützt  den  mehrfach  (vergl.  6)  pag.  77 
und  pag.  295)  gebrauchten  Hilfswinkel  y,  der  im  vorliegenden  Falle  stets  im  ersten 
Quadranten  anzunehmen  ist,  so  erhält  man  schliesslich  nach: 

P  =  ^  {gco%ß„,cos  [O  —  X„)  —  q,  [Ä cos  t  cos  [H —  K!)  cos/!?,,,  +  A sin  ^ sin /?,„]} 
siny  =  ri^i 


do  —  P-g,aine„,tg^y  ,^ 


46) 


den  verlangten  Differentialquotienten.  Wollte  man  statt  dM  sofort  c?log3f  in  die 
Rechnung  einführen)  so  hätte  man  zu  setzen: 

^^="'^.^^^^^'  47) 

Man  erhält  durch  diese  Formeln,  wenn  die  Änderungen  von  d  log  M  massige  sind, 
in  hinreichender  Annähenmg  jene  Correction,  welche  man  an  den  dem  ursprüng- 
lichen Werthe  von  M  entsprechenden  Werth  von  q,  anzubringen  hat,  um  dem  ver- 
besserten von  M  zu  genügen.     Sodann  rechnet  man  ß,„-|-  dq„f  nach: 

Qi,f  +  dq,,,  =  (M+  dM)  [q,  +  dq) ; 

aus  den  beiden  Werthen  q,  +  dq^  und  q„,  +  dq^,,  werden  die  Elemente  abgeleitet. 

Hat  man  nach  einer  der  vorstehend  entwickelten  Verfahrungsweisen  sich 
dem  wahren  Werthe  von  M  hinreichend  genähert  und  die  Elemente  bestimmt,  so 
wird  eine  ungenügende  Darstellung  des  mittleren  Ortes,  wofern  zu  deren  Erklärung 
keine  B^obachtungs-  oder  Rechen-Fehler  herangezogen  werden  können,  den  Schluss 
erlauben,  dass  die  parabolische  Hypothese  in  dem  vorliegenden  Falle  nicht  ausreicht, 
und  man  wird  dann  die  Elemente  ohne  bestimmte  Voraussetzung  über  die  Excent- 
ricität  nach  der  Methode  des  zweiten  Abschnittes  aufzusuchen  haben. 

Die  für  die  Berechnung  erster  Bahnelemente  nach  01b er  s' Methode  nöthigen 
Formeln  haben  am  Schlüsse  dieses  Bandes  Aufiiahme  gefunden. 

ß.  Der  gröaste  Kreis  hat  die  für  die  Genauigkeit  der  Bahnbestimmung  günstigste 

Lage, 

Hat  das  oben  (vergl.  i8j  pag.  287]  angeführte  Kriterium  gezeigt,  dass  man 
01b er s'  Wahl  des  grössten  Kreises  nicht  folgen  dürfe,  so  wird  man  die  Bestim- 
mung der  geocentrischcn  Distanzen  in  anderer,  wesentlich  schwierigerer  Weise  vor- 
nehmen müssen.  Es  soll  nun  näher  auf  die  Transformationen  eingegangen  werden, 
welche  die  Rechnung  nach  dieser  Methode  erleichtem. 
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Die  Bestimmung  von  r,  und  r,,,  kann  nach  den  Gleichungen  2)  und  i 
pag.  291)  erfolgen  und  man  erhält  hierfür  aus  q,  und  q„,  ähnliche  Formeln  wie  in 
4)  und  5)   (pag.  291)  und  zwar: 

^8  ^'  -       E,  sin  V^,  ^8  ^/''  -        Ä^.sinV',, 

r,  =  Ä,  sin  (/;,  sec  ö,  r,„  =  It,„  sin  t/;„,  secö,,, 

=  [q,  —  Ä,co8e/;,)cosecö,  =  {q,„  —  if,„cosi//,„)  cosecö,, 

Die  Bestimmung  von  ff  und  G  kann  nach  den  Formeln  11)  (pag.  292)  vorgenommen 
werden,  diejenige  der  Hilfsgrössen  A,  ^  und  H  aber  bedarf  einer  wesentlichen 
Modification.     Man  wird  setzen: 

^w  —  ?/  =  QnfCOSk„,COSß,„  —  ^,  cos  X,  cos/!?,  ==  ^,  AcOS  ^COSÄ  +  1» COS  ^^ COS /C?,,, 

rj,,,  —  t]f  =  Qm  sin  X,„  cos  ß,f,  —  q,  sin  X,  cos  ß,  =  Q,h  cos  ^  sin  Ä"  +  ^  »u^  ^^  cos  /^f/< 
Cw  —  ?f  =  ßf/f  sin  ß,„  —  Q,  sin  ß,  =  Q,hsin^  +  m  sin  /!?„„ 

in  welchen  Ausdrücken  die  Grösse  m  auftritt,  welche,  weil  im  Verlauf  der  Versuche 
variabel,  nicht  mit  den  constanten  Gliedern  vereinigt  werden  kann.  Mit  Rücksicht 
auf  2)  lässt  sich  die  Relation  für  die  Sehne  s  darstellen  durch : 

«2  =  q2^2  ^  g2  —  2^Ap,cos Ccos  [G  —  H)  +  2 mhQ, {co8ß,„cos^cos  [H —  K!)  + 1 
+  sin/]?,,,  sin  t}  —  2  mg  cos  ß„,  cos  (G  —  X,„)  +  m^. 

Schreibt  man  abkürzend: 

cos  (p  =  cos  ^  cos  (Cr  —  H) 

V  =  cos/;?,,, cos  Ccos(lf —  X,„]  +  sin/C?,„sint 
^  =:z  2ff{vcos(p  —  cos/]?,,, cos  [G  —  X,,,)} 

y,   =    ^C0S9)  A 


V' 


ffsin(p 


'P=^ 


4j 


welche  Grössen   in  einem   gegebenen  Falle  Constanten  sind,    so  wird   man  statt  }] 

schreiben  dürfen : 

s^  =  h'i(Q,  ^  y^—y2m}^  + A^{i  +m0(i  -i-mW)}.      5) 
Wird  weiter: 

X  =  m(D{i  +mW),  6) 

gesetzt,    wobei  x  ^^n  Versuch  zu  Versuch  variabel  ist,    und  beachtet,   dass  i  +% 
wohl  stets  positiv  ist,  so  wird: 


cos^  =  f  Vi  +;C 

Qr=  *  sin^  +  yi  +  y2^, 


7a) 


angenommen  werden  dürfen ;  sin^  muss  stets  den  positiven  Werth  erhalten.    Sollte 
I  +  X  negativ  werden,  was  wohl  kaum  vorkommen  dürfte,  so  hat  man  zu  schreiben: 


tg^' 


:-  y  -  {i~+  X) 


e'  =  AcW  +  y'  +  y^'"- 


7b) 
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Setzt  man  zu  diesen  Transformationsresultaten  auch  jene  Kelationen  (vergl.  20) 
pag.  289)  hinzu,  deren  man  zur  Berechnung  der  Grösse  m  bedarf,  so  ergibt  sich 
für  die  zur  Durchfuhrung  eines  Versuches  nothwendigen  Formeln  folgende  Zu- 
sammenstellung : 

ij  als  Arg.  für  fi  nach  Tafel  VII. 


^  = 


ik{t,„--t,) 


(r,  +  r,J 


(if  =  j  sin^  +  Y\  +  Yi^ 
r,  =  JRfainxfjfSecd, 


m=  C  + 


(r, +rJ3 


cos^  =  f  Vi+X*) 

^„n    gw  — -R^cogy^w 

r„f  =  R,„  sin  i//„,  sec  0„ 


8) 


Bein^  ersten  Versuche  wird  man,  wenn  sonst  keine  Näherungen  bekannt  sind: 

X,  =  log  (r,  +  r„,)a  =  log  (JB,  +  R„,) , 

setzen ,  wodurch  m  =^  o  wird  und  die  Berechnung  des  Formelsystems  8)  sich  in 
etwas  vereinfacht.  Die  Durchführung  der  Kechnung  nach  den  Formeln  8)  führt 
zu  Werthen  von  r,  und  r,„,  deren  Simmienlogarithmus : 

Vi  =  log  (r,  +  n,,)^, 

im  Allgemeinen  mit  dem  Anfangswerthe  x^  nicht  identisch  gefunden  wird;  die 
auftretende  Differenz  wird  man  dazu  verwenden  können,  durch  differentielle  Opera- 
tionen die  Verbesserung  der  ersten  Annahme  über  x^  zu  erlangen.  Die  Differen- 
tiationsresultate gestalten  sich  in  diesem  Falle  etwas  complicirter ,  als  für  die 
Olbers'sche  Methode,  doch  werden  die  Endformeln  immerhin  so  einfach;  dass 
deren  Anwendung  gegenüber  einer  willkürlichen  Variation  und  nachherigen  Inter- 
polation empfohlen  werden  kann.  Man  hat  zunächst  als  Ausgangspunkt  der  Unter- 
suchung, wie  oben  (vergl.  pag.  294): 

Xi  -\-  dxi 

y\ 

Die  nothwendigen  Differentiationen  geben  der  Reihe  nach: 


—  x^    =dxx  —dy^.\ 


dxx  =Mod. 


dJTf  +  rjg 


10*1 


rfy,=Mod.^^--+;-'- 


*  =  — tgiy-^efai 


sm  y  =  Tjfi 


Mod. 


dm  =  — 


sin^ 


Mod. 
3F         10^' 


dx^ 


c?g,  =  +  -  cos  d^dd"  H T-  ds  +  y2  dm 


dx=^  0(1  +  2  mW)  dm 


d(f,=  (cos^cotgi»  4,  sin^)  ^  —  ^  """/(f  !^^)^  <P  (1  +2mW)dm  +  Y2(lm 


=  J^ ^  |*co8^cotg^  (Dd  +  2  m^  -t-  r  1 . 


*)  Wenn  i  +  /  negativ  werden  sollte,  hat  man  die  Formeln  7b)  zu  benützen. 

Oppolzer,   Bahnbestimmangen.   I.    2.  Auflage.  39 
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Setzt  man  daher: 

Q  -  4^5*  ■"  (^+7^.  ( -».".in *-  +  n\ '  ''°) 

SO  wird: 

und  andrerseits  mit  Rücksicht  auf:  rfr,=  sin#,rf^,,  dr,„=  sinö,„rfß„„  dQ,„=^  dm-\- Md^;. 
d[r,  +  r,,,)^  =  ^^^   rfy,  =  (sinö,  +  Jfsin»,,,)  dg,  —  sinÖ„,  (ir-:J:7;;jr  Mocl.  ^^' 

Führt  man  in  diese  Gleichung  den  zuletzt  erhaltenen  Werth  von  dq,  ein  und  macht 
von  der  zweiten  Gleichung  in  g)  Gebrauch,  so  ist  der  verbesserte  Werth  2^  zu  be- 
rechnen nach : 

P  =  l(sinÖ,  -t-  M9ind„,)  Q  +  sinö,,  ,    ]/-.  ] 

w,  =  I  +  P  -^  log   ^^,   =  ^,  —  y, 

In  den  Formeln  10)  und  11)  stellt  der  Factor: 


II 


die  Änderung  von  m  mit  verkehrtem  Zeichen  vor ;  da  nun  der  Endwerth  (r,  +  '*m)f 
dem  wahren  Werth  in  der  Regel  wesentlich  näher  sein  wird  als  der  Anfangswerth, 
so  wird  man  die  zweiten  Differenz werthe  der  Hauptsache  nach  berücksichtigen, 
wenn  man  schreibt: 

Man  wird  daher  in  den  meisten  Fällen  gut  thun,  in  10)  und  11)  statt  ;  -f — ^  zu 
setzen:  ^jp  j^i^i 

wobei : 

log(ioiy«-io4^')  =  ^(y,-x,), 
anzunehmen  ist. 

Die  Durchführung  des  Versuches  mit  0:2  in  Verbindung  mit  der  neuen  Be- 
rechnung von  10)  und  11)  wird  meist  schon  den  wahren  Werth  von  x  in  hinrei- 
chender Annäherung  finden  lassen. 

Will  man  bei  der  ersten  Bahnbestimmung  den  Einfluss  der  Planetenaberration 
berücksichtigen,  so  wird  man  diese  durch  das  folgende  Verfahren  mit  genügender 
Genauigkeit  in  Rechnung  ziehen  können.  Wie  oben  gezeigt  wurde  (vergl.  pag.  296) ^ 
wird  der  Einfluss  auf  M  ein  sehr  geringer  sein,  ebenso  auf  m,  welche  Grösse  selbst 
von  der  Ordnung  der  Zwischenzeit  ist,  weshalb  die  Berücksichtigung  dieser  Ände- 
rungen bei  ersten  Bahnbestimmungen  nicht  nöthig  erscheint.  Einen  wesentlichen 
Einfluss  nimmt  die  Planetenaberration  auf  die  Grösse  r  =  2k (tf„  —  t,]  :  es  ist  im 
Falle  der  Berücksichtigung  derselben  statt  t„,  und  t,  zu  setzen : 

tfff  —  aQ„,  tf  —  aq,. 
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Um  die  Werthe  von  p,  und  q„,  mit  hinreichender  Annäherung  aus  den  voraus- 
gehenden Versuchen  bestimmen  zu  können,  beachte  man,  dass  den  obigen  Differen- 
tialformeln zu  Folge  und  nach  den  Bemerkungen,  welche  zu  den  Kelationen  1 1)  ge- 
macht wurden: 

12) 


also: 


d{tn,  —  t,)  =  —  a  {(Q,n  +  dQ„,)  —   (q,  +  rfß,)), 


ist,  wenn  q„,  und  q,  die  Werthe  der  geocentrischen  Distanzen  des  vorangehenden  Ver- 
suches bezeichnen;  will  man  sofort  die  Correction  von  logr  bestimmen,  so  ist  dafür: 

rfiogT^-x^g-'^y-j^-^^-'  1 

log  X  =  7.3991— 10.  j 

Sind  die  oben  beschriebenen  Versuche  beendet,  so  werden  aus  q,  und  q„,  nach 
der  bei  der  Olbers'schen  Methode  auseinandergesetzten  Weise  (vergl.  pag.  298)  die 
Elemente,  die  Darstellung  des  mittleren  Ortes  und  die  eventuellen  Verbesserungen 
der  Grösse  M  abgeleitet. 

Bei  der  Darstellung  der  mittleren  Beobachtung  durch  die  Elemente  wird  man 
für  die  Correction  der  Beobachtungszeit  derselben,  falls  die  Planetenaberration  noch 
keine  Berücksichtigung  gefunden  hat,  mit  hinreichender  Genauigkeit  setzen  dürfen : 
(vergl.  pag.  299) 

loga  =  7.7613— 10,  j 

-wodurch  die  Correction   in  Einheiten  des   mittleren  Sonnentages  erhalten  wird. 

Hat  man  aber  die  Berechtigung,  die  Näherungsannahmen  über  m  und  M  für 
nicht  hinlänglich  genau  zu  erachten,  so  wird  man  sich  nach  dem  oben  (pag.  299)  an- 
gegebenen Verfahren  mit  r„  r,„  und  s  die  nöthigen  Grössen  verschaffen,  um  wesent- 
lich bessere  Werthe  für  m  und  M  zu  erhalten,  welche  dann  mit  Benützung  des  jetzt 
genähert  bekannten  q,  nach  der  Formel  23)  (pag.  290)  die  Bestimmung  von  (Jf)  und 
für  die  zweite  Näherung  die  Anwendung  des  bequemen  P'ormelsystemes  der  Olbers - 
sehen  Methode  gestatten. 

Die  Zusammenstellung  der  zur  Rechnung  nöthigen  Formeln,  soweit  dieselben 
für  die  ersten  Annahmen  über  M  nach  der  ersten  Methode ,  oder  über  m  und  M 
nach  der  zweiten  Verwendung  finden,  ist  am  Schlüsse  des  vorliegenden  Bandes  im 
Anhang  aufgenommen ;  über  die  eventuellen  Verbesserung  dieser  ersten  Annahmen 
enthalten  die  Rechnungsbeispiele  des  sechsten  Kapitels  (pag.  310  ff.)  die  nöthigen 
Hinweise  und  Auseinandersetzungen. 

39* 
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6.  Über  die  meliifaclien  Losangen  des  Problems. 

Die  Entwicklung  der  in  dem  vorhergehenden  Kapitel  benützten  Gleichungen 
würde  auf  Gleichungen  sehr  hohen  Grades  fuhren;  diese  Bemerkung  weist  sofort 
darauf  hin^  dass  mehrfache  Lösungen  des  Problems  vorhanden  sind.  Um  die  dies- 
bezügliche Untersuchung  möglichst  zu  erleichtem,  sollen  in  den  betreffenden  Glei- 
chungen jene  Vereinfachungen  eingeführt  werden ,  die  zulässig  sind ,  solange  das 
Product :  Quadrat  der  mit  der  Constante  des  Sonnensystems  multiplicirten  Zwischen- 
zeit in  die  negative  dritte  Potenz  des  Badiusvectors,  eine  massige  Grösse  bleibt.  Für 
den  aus  der  Euler'schen  Gleichung  resultirenden  Werth  der  Sehne  soll: 

^    ^    zk{t,„-^  t,) 

gesetzt  werden ;  es  ist  sonach  2r„  mit  r,  +  Vff, ,  und  ^  mit  der  Einheit  identificirt. 
Bezeichnet  man  mit  xf)„  den  scheinbaren  Abstand  des  Kometen  von  der  Sonne  zur 
Zeit  der  zweiten  Beobachtimg,  so  kann  die  Lösung  des  Problems  als  in  den  Glei- 
chungen :  ^^2  =  (^,,_  Ä,cos V;,)2+  Ä^^sin  V/,2 

«^=  (A^^— ^  cos  y)2  4-^2  sin  ^p2  \  ,) 

-  T„  '  ] 

enthalten  gedacht  werden.  Erwägt  man^  dass  g  die  Sehne  zwischen  dem  ersten 
und  dritten   Sonnenorte  darstellt,   so   kann  für  dieselbe  nach  dem  Ausdrucke  auf 

pag.  50  auch:  

<7  =  Ä(C-<,)|/;|;-I, 

gesetzt  werden ;   nun  ist  aber  bis  auf  Grössen  zweiter  Ordnung  der  Excentricität : 


somit  auch: 
oder: 

welcher  Ausdruck  nach  q„  entwickelt,  auf  eine  Gleichung  sechsten  Grades  fuhrt. 
Dieser  kann  aber  noch  eine  etwas  einfachere  Gestalt  gegeben  werden:  setzt  man 
nämlich : 


==  ^  /y2^   »2A' 

9' 


-  =  f         '         -'=^K.^  3) 


80  wird 


a'^z'^ — 2  cos«)  aar +1   =  ,/-, ,  =  ,  4) 


welcher  Gleichung  im  Allgemeinen  sechs  Wurzeln  zukommen,  von  denen  zwei  stets 
imaginär  werden.  Differentiirt  man  nämlich  die  Gleichung  sechsten  Grades  in  der 
Form : 
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nach  X  und  setzt  den  Differentialquotienten  der  Null  gleich,  so  kann  man  beider- 
seits durch  den  Factor  [a^x^ —  2COS9pa^  +  i),  welcher,  so  lange  x  reell  ist,  niemals 
Null  werden  kann,  dividiren  und  erhält  eine  Gleichung  dritten  Grades.  Fasst 
man  das  die  Gleichung  sechsten  Grades  darstellende  Polynom  als  Curve  auf,  in- 
dem man  x  als  Abscisse,  den  Werth  des  Polynoms  als  Ordinate  betrachtet,  so  wird 
dieselbe  im  ganzen  zwei  Minima  und  ein  Maximum  haben;  wegen  des  positiven 
Factors  des  Coefficienten  wird  für  a:  =  ih  oo  die  Ordinate  stets  +  oo ,  es  sind  da- 
her nur  vier  reelle  Wurzeln  möglich,  doch  können  selbst  von  diesen  zwei  imaginär 
werden.  Das  von  x  freie  Glied  der  Gleichung  wird  stets  negativ  sein,  woraus  man 
den  Schluss  ziehen  kann,  dass  die  sechs  Wurzeln  der  Gleichung  in  l^zug  auf  das 
Vorzeichen  folgendermassen  vertheilt  sein  werden: 


i.FaU 

2.  Fall 

3.  Fall 

I. 

Wurzel 

positiv 

positiv 

positiv 

2. 

positiv 

negativ  • 

negativ 

3. 

positiv 

negativ 

imaginär 

4. 

negativ 

negativ 

imaginär 

5. 

imaginär 

imaginär 

imaginär 

6. 

imaginär 

imaginär 

imaginär 

Da  X  dem  Wesen  nach  mit  der  geocentrischen  Distanz  nahezu  identisch  ist,  jeden- 
falls aber  mit  derselben  das  gleiche  Vorzeichen  hat,  und  negative  Distanzen  der  Be- 
obachtung widersprechen,  so  wird  in  den  letzten  zwei  Fällen  nur  eine  brauchbare 
Lösung  der  Gleichung  möglich ;  der  erste  Fall  aber  bietet  drei  brauchbare  Lösungen 
dar.  Nur  zwei  positive  Wurzeln  können  daher,  wiewohl  dies  behauptet  wurde, 
niemals  eintreten :  ist  mehr  als  eine  positive  Lösung  möglich ,  so  sind  stets  deren 
drei  vorhanden;  in  der  überwiegenden  Anzahl  des  Vorkommens  dieser  Gleichung 
wird  man  aber  nur  den  dritten  Fall  als  vorhanden  annehmen  dürfen ,  indem  es  einer 
ganz  besonderen  Combination  von  Umständen  bedarf,  um  der  Gleichung  5)  vier  reelle 
Wurzeln  zu  ertheilen,  es  muss  nämlich  asini//,,  im  Verhältnis  zu  er  cos  i//,, —  cosy 
sehr  klein  werden,  wenn  dieser  Fall  eintreten  soll  und  ausserdem  sind  mehrfache 
Beschränkungen  vorhanden.  Wären  in  einem  vorgelegten  Falle  thatsächlich  drei 
positive  Wurzeln  für  x  vorhanden,  so  wird  übrigens,  wenn  nicht  zwei  derselben  ein- 
ander sehr  nahe  liegen,  die  Darstellung  des  mittleren  Ortes  meist  die  Entscheidung 
bringen ,  welche  Wurzel  die  wahre  ist.  Aus  leicht  begreiflichen  Gründen  ist  es  mir 
nicht  gelungen,  einen  solchen  Fall  für  einen  wirklich  beobachteten  Kometen  auf- 
zufinden, weshalb  die  folgenden  drei  Beobachtungen  fingirt  wurden.  Als  Grund- 
lagen der  Rechnung  wurden  angenommen: 

t  k  ß  L  \o^R 

1883  Octob.  18.5  212^54'  i7"8  +  6°36'  3i"i  205^13'  28^2  9.998087 
,,  19.5  210  20  6-0  +7  5  14-6  206  13  7-0  9«997968 
,,       20.5     207  30     39     +  6  59  30-1     207   12  48-0     9.997849 
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und  daraus  findet  sich: 

logif      o-oio  300 

G     297^7' 3 1"8 

log  sin  iff, 

9.244  770 

log^       8.538  477 

log  cos  V/, 

9.993  191 

H    133^51' 5"2 

log  sin  V,« 

9-085  746 

log  cos  t       9.997  922 

logcosi//,,, 

9.996  752 

log  sin  ^       8-989  413 

log  sin  q> 

9.480  855 

logÄ       8.991  050 

log  cos  <p 

9»979  148 

Die  Versuche  ergeben  als  die  drei  brauchbaren  Wurzeln: 

1.  Wurzel  2.  Wurzel  3.  Wurzel 

logf/'z+r,,,)  0.193065  9.498022  9.474366 

Q,  +0.216  044        +0.919  542        +0.956  079, 

von  denen  die  zweite,  wenn  man  die  Annäherungen  hinreichend  weit  durchführt, 
sich  bei  der  Darstellung  der  mittleren  Beobachtung  als  die  wahrscheinlichste  er- 
weist, wiewohl  auch  die  dritte  Wurzel  als  genügend  befunden  werden  könnte;  in 
der  That  wäre  in  diesem  Beispiele  ohne  Hinzuziehung  einer  vierten  Beobachtung 
die  Entscheidung  schwierig,  ob  man  die  zweite  oder  dritte  Wurzel  zu  wählen  hat, 
da  beide  Wurzeln  einander  verhältnismässig  nahe  liegen. 

Es  wird  nun  auch  über  das  Zeichen  entschieden  werden  können,  mit  welchem 
die  Wurzel  in  dem  Ausdrucke: 


Q  =  ^cos(p  ±^\/s^-^  ff^sincp^ ,  6) 


von  dem  bereits  oben  (pag.  293)  die  Rede  war,  genommen  werden  muss.  Im  Grenz- 
falle :  s  =  ff^  für  den  cos  (p  noth wendig  positiv  sein  muss,  würde  mit  Benützung  des 
unteren  Zeichens  p  =  o,  woraus  die  Unbrauchbarkeit  des  unteren  Zeichens  ein- 
leuchtet, da  im  vorgelegten  Falle  q  noth  wendig  grösser  als  die  Einheit  wird.  Aus 
dem  Umstände,  dass  bei  dem  Probleme  durch  Variation  der  zur  Verfügung  stehen- 
den Parameter  ein  Übergang  von  einer  negativen  Wurzel  in  eine  positive  nicht 
denkbar  ist,  weil  für  q  =  o  niemals  eine  Lösung  stattfinden  kann,  wird  man  den 
Schluss  ziehen  dürfen,  dass  das  untere  Vorzeichen  der  Gleichung  6)  der  negativen 
Lösung  (eventuell  drei  negative  Lösungen),  das  obere  Zeichen  dagegen  der  posi- 
tiven Lösung  (eventuell  drei  Lösungen)  vorbehalten  bleiben  muss. 

6.  Beispiele. 

Die  für  die  Bestimmung  parabolischer  Elemente  entwickelten  Methoden  sollen 
nun  durch  ausführliche  Beispiele  erläutert  werden.  Am  Schlüsse  dieses  Bandes 
findet  sich  eine  übersichtliche  Zusammenstellung  der  zur  Rechnung  nöthigen  For- 
meln, auf  welche  Formelsammlung  sich  die  bei  den  folgenden  Rechnungen  gemach- 
ten Hinweise  (Anhang)  beziehen. 

Es  seien  die  Elemente  des  Kometen  III  1881  aus  den  folgenden  drei  Pulko- 
waer  Beobachtimgen  zu  ermitteln: 
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mitt.  Zt.  Pulkowa  app.  a  app.  d 

1 88 1  Juni  25     11^^25"*  53*2  5^^42*^29*01  +53°    1' 34"6 

„     28     II    29    45.8  5    58     11.94  +62    55   35.8 

Juli     1      II    39     52.9  6    20     1030  +70     4  53.3. 

Der  die  Convergenz  fordernden  Bedingung  nahe  gleicher  Zwischenzeiten  ist  in  fast 
vollkommenem  Masse  genügt  (vergl.  Anhang  I).  Da  vorausgesetzt  wird,  dass  keine 
Näherungen  für  die  Elemente  bekannt  seien,  so  sollen  die  im  Anhange  für  diesen 
Fall  aufgeführten  Vorschriften  genau  befolgt  werden,  wiewohl  man  sich  in  der 
thatsächlichen  Anwendung  manche  XJbergehung  gestatten  darf. 

Unter  Annahme  der  Längendifferenz  —  i'^  7***  43*74  zwischen  Berlin  und  Pul- 
kowa erhält  man  die  folgenden  auf  den  Berliner  Meridian  reducirten  Zeitangaben, 
welche  mit  Hilfe  der  Tafel  XIX  Band  II  in  Decimaltheile  des  Tages  umgesetzt  sind, 
ferner  für  diese  Zeiten  die  aus  dem  Berliner  Jahrbuche  für  1881  entlehnten,  auf 
das  mittlere  Äquinoctium  i88i-o  bezogenen  Längen  und  Breiten  der  Sonne,  sowie 
die  derselben  Quelle  entnommenen  Logarithmen  der  Distanzen : 

t  L  B  logÄ 

1881  Juni  z^'^zgzyt  94®  21' 52"o  — o"76  0-007178 

,,     28-431968  97    13   41-8  —  1-07  0007210 

Juli     1-438995  100     5   44-5  —  1-22  0-007219. 

Für  die  Reduction  der  beobachteten  Rectascensionen  und  Declinationen  auf  das 
mittlere  Äquinoctium  des  tropischen  Jahresanfanges  gibt  das  Berliner  Jahrbuch  für 
1881  folgende,  den  drei  Beobachtungszeiten  entsprechende  Zahlen: 


/ 

logS' 

G 

logÄ 

H 

logt 

+  38"oo 

1-2227 

8"  34' 

1-3104 

176"   0' 

9-7933 

+  38-47 

1-2280 

8    31 

1-3101 

173   22 

0-0115 

+  38-94 

1-2333 

8   26 

I  -3096 

170   43 

0-1556. 

Hiermit  stellt  sich   die   Berechnung   der  Reduction   auf  den   scheinbaren   Ort  wie 

folgt  (vergl.  Anhang  I.  A,  2): 

I.  2.  3. 

«       85^37'  89^33'  95«    3' 

G  +  er       94    II  98      4  103    29 

H  +  a     261    37  262    55  265    46 


tg«J 

0-1233 

0-2914 

0-4409 

8in(G4-a) 

9-9988 

9-9957 

9-9878 

^ogff 

1-2227 

1-2280 

1-2333 

cos  (G  -+-  a) 

8„8630 

9»«47i 

9»3677 

aecd 

0-2208 

0-3419 

0-4676 

sin  (H  +  a) 

9n9953 

9»9967 

9„9988 

logA 

1-3104 

1-3101 

1-3096 

cos{H+a) 

9ni637 

9„09io 

8„8682 

sin  5 

9-9025 

9-9496 

9-9732 
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+  38"oo 

+  38"47 

■     +38"94 

ff  sin  [G  +  a)tgd 

+  22-12 

+  32-74 

+  45-92 

hsm(H  +  a)8ecd 

—  33-62 

—  44-53 

—  59-70 

Red.  in  Rect. 

+  26-50 

+  26.68 

•4-25.16 

icosd 

+  o"37 

+  o"47 

+  o"49 

ffcos[G  +  a) 

1-22 

—  2-37 

—  3-99 

k  cos  {H  +  a)  sin  d 

-2-38 

—  2-24 

—  142 

Red.  in  Decl. 

—  3-23 

—  4-14 

—  4-92. 

Diese  Reductionen  wären  mit  umgekehrten  Zeichen  an  die  scheinbaren  Orte  an- 
zubringen, um  dieselben  auf  das  mittlere  Aquinoctium  des  Jahresanfanges  zu  be- 
ziehen; weil  aber  bei  Bahnbestimmungen  das  kleine  von  der  Erdbahnexcentricität 
abhängige  Aberrationsglied  (vergl.  pag.  115)  mitzunehmen  ist,  wurde  dasselbe  wie 
folgt  berechnet  (vergl.  12a)   12b)  pag.  115): 

logÄo  =  9-534         So  =  sso'^o         •;  =  —  o"o25 


Ä„  +  a 

I. 

75''6 

2. 

79"5 

3- 
85°o 

secd 

0-221 

0-342 

0-468 

nhi{H„  +  a) 

9.986 

9-993 

9.998 

logÄ„ 

9-534 

9-534 

9-534 

CO8  {Ho  +  «) 

9-396 

9-261 

8.940 

sind 

9902 

9-950 

9-973 

da 

+  o"55 

+  o"74 

+  i"oo 

hoCOs{Ho  +  ajsinrfo 

+  o"o7 

4-  o"o6 

+  o''o3 

»„cos^ 

—  0«02 

—  o-oi 

O'OI 

dd 

+  0-05 

+  0-05 

+  002. 

Vereinigt  man  diese  Werthe  mit  den  vorigen  und  ändert  das  Vorzeichen  der  er- 
haltenen Summen,  so  resultiren  folgende  Correctionen  der  drei  Beobachtungen, 
welche  die  Reduction  auf  das  mittlere  Aquinoctium  des  Jahresanfanges  bewirken 
und  neben  denen  die  auf  das  mittlere  Aquinoctium  bezogenen  Rectascensionen  und 
Declinationen  des  Kometen,  und  zwar  die  Rectascensionen  in  Bogenmass,  angesetzt 

Ja                Jd  mittl.  a                  mittl.  d 

—  27"o5  +3"i8  85^36' 48"!  +53°   i'37"8 

—  27.42  +4-09  89  32  31.7  +62   55  39.9 

—  26.16  +4.90  95     2     83  +70     4  58.2 

Wollte  man  die  Reductionsconstanten  aber  mit  Hilfe  der  Tafel  X  ermitteln,  so  würde 
sich  die  Berechnung  derselben,  wie  folgt,  gestaltet  haben  (vergl.  pag.  243  und  249) 

Juni  Juni  Juli 


Greenwicher  Zeit 

25.3921 

28.3948 

1.4018 

Tafel  Xa  i 

77-858 

77.858 

77.858 

Fusstafel 

Arg.  I 

+  0.107 

+  0.108 

+  o.iio 

Tafel  Xb 

48.187 

49.009 

49.830 
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Google 


Tafel  Xa  ] 

0 

74-064 

10     

74064 

74-064 

Fusstafel 

>  Arg.  II 

—  0-006 

—  o-oo6 

—  o-oo6 

Tafel  Xb  I 

97-411 

97-367. 

97323 

Arg. 


I  26-152 

II  71-469 


26.975 
71.425 


27.798 
71.381 


log  ff  sin  G 


+  o"532 

+  I-95I 
0.39498 


+  0"520 

+  1-976 
0.39724 


+  o"504 
+  2001 
039881 


fj  COS  LT    J 

+  9"778 

+  9"989 

-1-  io"i99 

^           IXd 

+  6-745 

+  6-741 

+  6-737 

log  ff  cos  Cr 

1-2 1809 

1-22350 

1-22881 

G 

8°  33' 

8°  29' 

8°  25' 

^ogff 

1-2229 

12283 

1-2335 

/ 


fXc 

|Xd 

/ 


+  22"468 

+  15-545 
+  38-01 


+  22"954 
+  15-536 
+  38-49 


+  23"436 
+  15-527 
4-  38-96 


logÄ 

1-3039 

1-3035 

1-3030 

Tafel  Xe  <     H 

176"  5' 

173"  25' 

170°  44' 

i 

+  o"595 

+  i"ooo 

+  i"403 

log  »■ 

9-7745 

0-0000 

0-1471 

Mit  Hilfe  dieser  Beductionscoef&cienten  ergibt  sich  die  Berechnung  der  Reduction 
auf  den  scheinbaren  Ort  wie  folgt: 


G  +  a 
H+a 

I. 

94°  10' 
261  42 

2. 
98°    2' 
262    58 

3- 
103°  28' 

265  47 

tg(J 

sin  [G  +  a) 

cos  (G  +  a) 

0-1233 
9.9989 
1-2229 
8«86i3 

0-2914 

9-9957 
1-2283 

9ni453 

0-4409 
9-9879 
1-2335 
9n367i 

secd 

0-2208 

0-3419 

0-4676 

sin  [H  +  a) 

9n9954 

9«9967 

9»9988 

logÄ 

1-3039 

1-3035 

I  -3030 

cos  (H  +  0) 

9ni594 

9n0879 

8„8665 

sind 

99025 
+  38"oi 

9-9496 
+  38"49 

9-9732 

/ 

+  58"96 

^sin(G  +  a)tgJ 

+  22-13 

+  32-76 

+  45-95 

Asin(JEf  +  a)secö 

—  33-12 

—  43-86 

—  58-80 

^Ja 

+  27-02 

+  27-39 

+  26-11 

icosd 

4-  0-36 

4-  o"46 

+  o"48 

ffco8{G-\-  a) 

—  1-21 

-2-36 

—  3-99 

hco9(H+  a)  sine! 

—  2.32 

—  2-19 

—  1-39 

-^6      _ 

^_.— .3l'7._ 

—  409 

—  4-90. 

0  p  p  0 1 1  •  r ,   BkknbeiUniiitingeii .   1 

1.    2.  Aolltg«. 
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Diese  Reductionen  enthalten  bereits  das  kleine  Aberrationsglied;    die  Unterschiede 
gegen  die  obigen  Werthe: 

+  o"o5 


+  003 
+  001 


003 

O-CX) 


o«oo 


erklären  sich  aus  der  veränderten  Annahme  über  die  den  Tafeln  zu  Grunde  geleg- 
ten Präcessions-,  Nutations-  und  Aberrations-Constanten.  Für  die  weiteren  Rech- 
nungen wurden  die  früher  erhaltenen  Zahlen  benützt. 

Zunächst  sind  nun  die  oben  erhaltenen  mittleren  Rectaacensionen  und  Dec- 
linationen  mit  Hilfe  der  mittleren  Schiefe  der  Ekliptik  (nach  dem  Berliner  Jahr- 
buch 23^  27'  i7"i)  in  Längen  und  Breiten  umzusetzen;  die  Rechnung  gestaltet 
sich  wie  folgt  [Anhang  I.  A.  4)] : 


I. 

2. 

3- 

cosa 

8-883  585 

7  902  606 

8n943  372 

cosd 

9-779  189 

9-658  119 

9-532  322 

sina 

9998  726 

9-999  986 

9-998  320 

Hind  =  HBUiN 

9  902  503 

9949  602 

9-973  214 

9-902  963 

9-949  605 

9-973  408 

ncosN 

9-777  915 

9-658  105 

9-530  642 

N 

53"6'28''4 

62°55'42"9 

70°9'i3"5 

N—e 

2939  "-3 

39  28  25-8 

4641  56-4 

sin  {N—e) 

9-694  384 

9-803  270 

9-861  989 

n 

9-999  540 

9-999  997 

9-999  806 

cob(N —  e) 

9-939  038 

9-887  570 

9-836  217 

sin  A  cos /9 

9.938  578 

9-887  567 

9-836  023 

9-999  391 

9-999  995 

9-999  587 

cos  Icosß 

8-662  774 

7-560  7i5 

8„475  694 

sin/? 

9-693  924 

9-803  267 

9-861   795 

cos/? 

9.939   187 

9-887  572 

9-836  436 

k 

86°58'o"2 

89<'43'48"2 

92°29'5i"3 

ß 

+  29  37  6-9 

+  39   28  24-7 

+  46  40  i8-6 

- 

Probe: 

N  —  \e 

41°  22' 49"9 

5i''i2'4"4 

58°25'35"o 

sin(iV— i«) 

9-820  239 

9-891   733 

9-930  423 

n  sin  \  e 

9-307  581 

9-308  038 

9-307  847 

cos  (iV  —  -J^  e) 

9-875  255 

9.796  982 

9-718  994 

2  cosa 

9-184  615 

8-203  636 

9„244  402 

M  sin  \  B  sin  {N —  ^  e) 

9-127  820 

9-199  771 

9-238  270 

sec/S 

0-060  813 

0-112  428 

0.163  565 

sin  (k  —  a) 

8-373  248 

7-515  835 

8,646  237 

l  —  a 

I°2l'l2"l 

o''ii'i6"5 

—  2°32'i7"o 
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__     3<5     

\(d  +  ß)  41^  19' 22" 3  51"  i2'2"3  58*^22' 38^4 

sec|(Ä  +  /^)  o«i24  359               0-203  013               0-280  402 

nsin|€COs(iV — ^s)  9'i82  836               9105  020               9-026  841 

sini(cJ  — /?)  9-307   195               9-308033               9.307  243 

\(d-ß)  ii%2'i5"2  ii%3'37"7  11*^42' i9"9 

d^ß  23   2430-4  23   27  15.4  23   24  39-8. 

Die  Proben  zeigen  eine  genügende  Übereinstimmung.  Die  bisher  ausgeführten 
Rechnungen  wird  man  bei  ersten  Bahnbestimmungen  stets  in  ähnlicher  Weise  zu 
machen  haben,  nur  kann,  wenn  die  Beobachtung  eine  mikrometrische  ist,  die  für 
die  Vergleichsteme  geltende  Reduction  auf  den  scheinbaren  Ort  ohne  wesentlichen 
Nachtheil  zur  Reduction  auf  das  mittlere  Äquinoctium  des  Jahresanfanges  (dieselbe 
ist  subtractiv  an  den  beobachteten  Ort  anzubringen)  verwendet  werden;  die  folgen- 
den Rechnungen  hingegen,  welche  die  Parallaxe  und  die  Sonnenbreite  aus  dem 
Probleme  eliminiren,  wird  man  bei  ersten  Kometenbahnbestimmungen  in  der  Regel 
übergehen  dürfen,  dieselben  sind  hier  nur  ^durchgeführt  worden,  weil  es  gilt  ein 
Musterbeispiel  herzustellen. 

Zunäxiht  ist  für  diese  Zwecke  die  Ortsstemzeit  zu  ermitteln.  Da  die  obigen 
Beobachtimgen  Meridianbeobachtungen  sind,  die  in  der  unteren  Culmination  er- 
halten wurden,  so  hätte  man  einfach  für  die  geforderten  Angaben  die  um  1 2^  ver- 
grösserten  Rectascensionen  anzuwenden,  es  soll  aber  von  dieser  zufälligen  Erleich- 
terung hier  kein  Gebrauch  gemacht  werden.  Die  Rechnung  stellt  sich  wie  folgt 
[Anhang  I.  A.  6)  und  7)] : 


I. 

2. 

3- 

Ortszeit 

1 1^*25*^53*2 

ii'^  29*^45*8 

ii'^  39*"  52*9 

Accel.  für  Berl.  Zeit  (Tafel  I) 

I    41-5 

I    42-2 

I    43-8 

Stemzeit  im  Berl.  Mittg  (Berl.  Jahrb.) 

6    14    54.2 

6    26    43-9 

6    38    33-6 

Ortsstemzeit  in  Zeit 

17    42    28-9 

17    58    II. 9 

18    20    10-3 

,,         in  Bogen 

265°  37'2 

269°  33'o 

275°  2-6. 

Die  geocentrische  Polhöhe  für  Pulkowa  ist  59®  36'3  und  logA  =  9-9989.  Die  Pol- 
höhe als  Declination,  die  Stemzeit  als  Rectascension  betrachtet  (vergl.  pag.  37), 
sind  in  Länge  und  Breite  zu  verwandeln ;  da  sich  diese  Angaben  aber  auf  das  wahre 
Äquinoctium  beziehen,  während  die  Reduction  für  den  locus  fictus  an  Coordinaten 
angebracht  wird,  die  für  das  mittlere  Äquinoctium  des  Jahresanfanges  gelten,  so 
wären  diese  Grössen,  wenn  man  streng  vorgehen  wollte,  eigentlich  auf  das  mittlere 
Äquinoctium  (mit  Ausschluss  der  Aberration)  zu  reduciren.  Bei  der  Kleinheit  der 
diesbezüglichen  Correction  braucht  man  aber  auf  diesen  Umstand  nicht  weiter  Rück- 
sicht zu  nehmen  und  es  wird  mehr  als  genügend  sein,  wenn  man  zur  Verwand- 
lung die  wahre  Schiefe  der  Ekliptik  verwendet  und  die  damit  erhaltenen  Längen 
allein  für  Präcession  und  Nutation  corrigirt,  während  die  Breiten  unverändert  bei- 
behalten werden.     Man  ^hat  also  : 
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I. 

Ö1D        

2. 

3- 

cosö 

8„8830 

7«895i 

8-9440 

cos^' 

9-7041 

9-7041 

9-7041 

sinö 

9n9987 

o„oooo 

9n9983 

n'ainN' 

9-9358 

99358 

9-9358 

9-9362 

99358 

9-9363 

n'c(mN' 

9„7028 

9n704i 

9n7024 

N' 

120°  ig'o 

120"  23'6 

120»  i7'6 

e 

23    27.2 

23    27-2 

23    27-2 

N'—e 

96   51-8 

96   56-4 

96    50-4 

sin  (N'—  c) 

9.9969 

9-9968 

9.9969 

n' 

9.9996 

0-0000 

9.9995 

cos{N'—b) 

9n0774 

9„o822 

9«o759 

cos  b  sin  [l) 

9„0770 

9„o822 

9n0754 

9n9784 

9n9998 

9„97i6 

cos  ft  cos  (/) 

8„587i 

.      7n5992 

8-6481 

(^ 

252»  4'o 

268°  7'o 

290°  3o'o 

—  (Präc.  4-  Nut.) 

—   0-7 

—   0.7 

—     0.7 

/ 

252    3-3 

268   6-3 

290   29-3 

sini 

9.9965 

9-9968 

9-9964 

cosJ 

9-0986 

9-0824 

9-1038 

b 

82»  47'4 
0-9385 

83°  3'4      - 

82°  42'2 

hTi  :  R„ 

0-9385 

0-9385 

ÄTTsini  :  R^ 

4-  8"6io 

+  8"6i6 

4-  8"6o8 

B  —  hTtsinb  :  i?(, 

—  9-370 

—  9-686 

—  9-828 

log  [B  —  Att  sin  h  :  R^ 

On97i7 

0^9861 

o„9925 

L^-l 

7°  23'9 

7°  29'9 

7°35'9 

sin  (I-o  —  ;,) 

9-1098 

9-1156 

9-1213 

cotg/J 

0-2453 

0-0843 

9.9746 

cos  (2/0  —  ^) 

9.9964 

9.9963 

9-9962 

io-^ 

202°  i8'6 

189°  7'4 

i69°36'4 

sin  (Z-o  —  /) 

9n5794 

9„2002 

9-2562 

log  (Ä  TT  cos  J  :  jBJ 

00371 

0-0209 

0-0423 

cos  (io  —  /j 

9^9662 

9n9945 

9n9928 

logrfZ,, 

o„3268 

o„i86o 

0^0884 

logrfZ/i 

9„6i64 

9„2209 

9-2988 

rfL, 

—  2"l22 

-  i"535 

—  l"2  26 

rf£i 

—  0-413 

' —  o-i66 

+  0-199 

^i„ 

—  2-5 

—  17 

—  1-0 

log  (flogst 

25368 

2-3901 

2-2867 

log</logÄi 

1-3267 

1-3388 

1-3585 

l_ar  =  8"848l 
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rflogi«, 

+  344 

Ol  l 

+  246 

+  «93 

Einheiten  der  sie- 

rflogiij 

+      21 

4-      22 

+    23 

benten  Decimale. 

rflogi?o 

+  365 

+  268 

+  216  j 

y 

cosec/t? 

0-3061 

0-1967 

01382 

logidt:  C) 

1-2850 

1-1900 

I-I379 

dt 

+  O'OOOOOI 

o-oooooo 

o-ooo  000. 

Die  Grundlagen  für  die  weitere  Rechnung  [Anhang  II.  A.   i)]  sind  daher: 

t  l  ß  L  logR 

1881  Juni  25.429277       86^58'    o"2       +29^37'    6"9        94°2i'49"5       0-007215 


„    28.431  968 

89   43  48-2 

+  39   28   24-7 

97    13  40-I 

0-007  237 

Juli     1.438995 

92    29  51-3 

+  46   40   i8-6 

100     5   43.5 

0-007  241 

Nunmehr  ist  die  Entscheidung  zu  treffen,  welche  Methode  für  die  Bestimmung  von 
^,  und  Q,„  eingeschlagen  werden  soll;  nach  den  Formeln  Anhang  II.  A.  2)  findet  sich: 


tg{K,  —  L„) 

9nH93 

\^g[ß,-ß,„) 

3n0099 

sinß„ 

98033 

logcompl.  [l,„  —  A,) 

7-4790 

w. 

168°  i8'3 

sec/S,, 

0-1124 

ßm  —  ß. 

+   I023'2 

w, 

104°    3'6 

^ttt    "~~     ^f 

+  331-9 

w,  -  W^ 

-  64"  i4'7. 

Nach  Anhang  II.  A.  3)  wäre  also  eigentlich  01b ers'  Methode  zu  verlassen,  weil 
der  Cosinus  des  Winkels  W, —  W^  kleiner  als  eine  halbe  Einheit  ist;  die  rasche 
geocentrische  Bewegimg  lässt  aber  erwarten,  dass  die  Olbers'sche  Methode  auch 
in  diesem  Falle  gute  Resultate  liefern  werde,  umsomehr  als  den  Beobachtungen  eine 
hohe  Genauigkeit  zugeschrieben  werden  muss.  Man  findet  nach  Anhang  II.  B.  a,  i): 


A„  —  L„ 

352°  30'  8"i 

z. 

8n893  797 

sin  [l„  —  L„] 

97.115568 

Z^ 

9-189934 

^Sßn 

9.915695 

Add. 

9990  158 

sin/?, 

9-693  924 

^. 

8„752  701 

cotg/ 

9ni99  873 

N^ 

9-061  667 

sünß,,, 

9-86i  794 

Add. 
Z 

0-015  729 

l.  -  U 

349°  44'  20"l 

8-883  955 

Kfff          l^if 

355    16   11-2 

hft           ^tr 

0478  137 

sin  (A,  —  L„) 

9n250  747 

N 

8-768430 

cos/S, 

9-939  187 

t„  —  t. 

0.477  511 

sin  (A„,  —  i,,) 

8„9j6  266 

Z  [t,„  —  t„] 

9-362  092 

C08/?„, 

9-836435 

N{t„  —  t,) 

9-245  941 

logjtf 

0-116  151. 

Da  3f  grösser  als  die  Einheit  ist,  so  kann  man  daraus  schliessen,  dass  sich  det 
Komet  zwischen  der  ersten  imd  dritten  Beobachtung  von  der  Erde  entfernt  hat. 
Nach  Anhang  II.  B.  a.   2) : 
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l,  -  U    352"*  36'  io"7 

0 

352°  24'  7''8 

cos(A,  —  ij     9-996370 

cos  {K„  —  i,„) 

9.996170 

cos/?,    9.939187 

cos/?,^ 

9836435 

8m(;i,  — A)     9ni09  728 

sin  [k,„  —  L„,) 

9n»2i  294 

sin  1//,  cos  P,    9^048  9 1 5 

Bmxp„,cosP,„ 

8«957  729 

9.989  140 

9.996  648 

smi/;,8inP,     9-693924 

smtp,„sinP„, 

9-86 1  794 

sini//,    9.704784 

sin  ip„, 

9  •865  146 

cosi//,    9-935  557 

cosxp„, 

9-832  605, 

Nach 

Anhang  IL  B.  a.  3) : 

A„-L,     5%3'54"o 

ffcoB(G  —  L,) 

7,701  064 

sin(Zr,,,  —  i,)     8.999434 

9-999  469 

R„,    0.007  241 

jrsinfG—  L,) 

9-006  675 

cos  [L„,  —  i,)     9.997  823 

G-X, 

92°  49'  56''7 

Ä,,,cos  [L,„  —  2y,)     0005  otf 

G 

187    II  46-2 

R,    0.007215 

logi^ 

9.007  206. 

Subtr.     7.696000 

Nach 

Anhang  n.  B.  ct.  4): 

Kn-K    5^3i'5i"i 

Acostsin(JEf — 

- 1,„)      8.923  183 

8in(^„  — A,)     8- 983  996 

9-971659 

cos/J,    9-939187 

Äcostcos(S'-— 

-  X,„)      8.495  332 

cos  [l„,  —  AJ     9.997  974 

H- 

-X.„      69<'3i'3i"7 

—  cos/?,  cos  (A,,,  —  X)    9^937  161 

H    162      1   23.0 

Mcosß,,,    9.952  586 

hi 

sinC       9.659214 

Add.     8.558  171 

h 

ßos^       8-951  524 

3f  sin/?,,,     9.977  945 

sin^       9*991  812 

—  sin/?,     9^693924 

DOsC       9.284  122 

Add.     9-965  290 

log/«       9>667  402. 

Nach 

Anhang  II.  B.  a.  5) : 

O  —  H      25°I0'23"2 

sin  ^  cos  Q 

8.912873 

cos  (Cr  —  i/)      9.956662 

9.998  495 

sin  (Cr  — IT)     9.628751 

sin  ^  sin  Q 

9.991  812 

cosy     9.240784 

sin  9) 

9-993317. 

Nach 

Anhang  II.  B.  a.  6a): 

ff  :  h     9.339  804 

log  5,     9-711999 

^cosqp  :  //     +  0.038  070 
log^     9-333  121 
t,„  —  t,    0.778854 


logC,     9.872387 

logÄ,,,     9.756  236 

Ä,co8 1/;,     +  0.876  540 


Digitized  by 


Google 


3<9     

logr     9-315465  /  +0.838470 

^  sin  9     9 .000  523  log  R,„  cos  iff,,,  9-839  846 

log -4    9-685  058  B„,cosxlJ,„  :  M  +  0-529  291 

/,„  -f  0.491  221. 

Da  bei  diesem  Beispiele  die  Absicht  vorliegt,  die  Planetenaberration  der  Haupt- 
sache nach  zu  berücksichtigen,  so  wurde  nach  Anhang  II.  B.  a.  6b)  berechnet: 

(M—  i)     9^4866 
(Jtf— i):(C  — ^.)     8.7077 
logx     6.1068. 

Die  Versuche,  nach  Anhang  II.  B.  a.  7a),  7b)  und  7c)  geleitet,  sind  im  folgenden 
nebeneinander  angesetzt;  die  für  die  Planetenaberration  nach  dem  ersten  Versuche 
resultirehde  Correction  erweist  sich  schon  hinreichend  genau,  so  dass  die  dies- 
bezüglichen  Formeln  im  zweiten  Versuche  nicht  mehr  durchgerechnet  wurden.  Um 
Raum  zu  sparen^  sind  die  nach  7c)  berechneten  Zahlen  unter  der  Columne  des 
dritten  Versuches,  durch  einen  Doppelstrich  abgetrennt,  angesetzt  worden : 


I.  Versuch 

2.  Versuch 

3.  Versuch 

l^g  ('*'  +  ''"')  a  =  ^ 

0.301  030 

0.189  520 

0-189856 

^x 

0.150  515 

0-094  760 

0-094  928 

ix 

0-451  545 

0.284  280 

0.284  784 

logij 

8863  920 

9031  143 

9-030639 

V 

+  0-073  100 

+  0.107434 

+  0-107  310 

Tafel  VII  fi 

0000  097 
0150  418 

o-ooo  210 
0.094550 

0-000  209 

y(r,  +  r„,)a  :  ^i 

0-094719 

cos^ 

9-835  476 

9.779650 

9-779819 

\^& 

0.027  ^69 

0.122  593 

0-122  327 

rtg^ 

+  0.229  240 

+  0.285  571 

+  0285  396 

rtg^-/: 

—  0-609  230 

—  0.552  899 

—  0-553074 

ri%^  —  f,„ 

—  0-261  981 

—  0205  650 

—  0-205  825 

iog(rtg^-/) 

9^784  781 

9n742  646 

9n742  783 

iog(rtg^-/.) 

9^418270 

9n3i3i29 

9ii3i3  498 

tgö. 

0^072  782 

0^030  647 

0^030  784 

tgö.. 

9^662  034 

9n556  893 

9n557  262 

cosö, 

9-810059 

9-833621 

9-833  548 

cosö,,, 

9.958  447 

9-973  470 

9-973427 

n 

9.901  940 

9878  378 

9-878451 

r,n 

9.913940 

9-898917 

9-898  960 

Add. 

0-295071 

0-290882 

0-290897 

log(r, +  r,,),  =  y 

0-209  Ol  I 

0-189799 

0-189  857 

x  —  y 

+  0*092  019 

—  0000  279 

—  o-ooo  001 
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sinft,, 

9„6205 

ÖXU 

9«5304 

rtgd  +  y  0.2673 

MBind,,, 

9n7367 

9,6466 

log(rtgd  +  y)  9-4270 

2 

sinö. 

9„8828 

9»8643 

10^  :  (rtg*  +  y)  0-8740 

1-^ 

Add. 

0-2341 

0-2057 

—  tg^y  :  Äsin*  9n0336 

1 

siny 

8-8640 

9-0314 

lo^dx:  {rtg»  +  y)  9„92i3 

zcos^y^ 

0-3004 

0-2998 

rflogp,  +  0-0901 

tgiy 

8-5636 

8-7316 

log?,  9-5171 

K 

sin^ 

9-8626 

9-9022 

XQ,   +0-000042 

p 

Asin^ 

9-5300 

9-5696 

\ogz  —  xq,  9-315423 

tgiy(io^:  lo») 

8-6556 

8-7313 

log^  +  XQ,   9-685  100. 

'iy,  lo*:  Äsin^ioJ' 

9-1256 

9-1617 

sinö,  +  Msm6,„ 

o„ii69 

o„070o 

log(«— I) 

9n2425 

9»23i7 

log« 

9-9166 

9-9188 

log(x—  y) 

8-9639 

6„4456 

z/a: — 0'iii5i  +0-000336. 

Da  in  dem  dritten  Versuche  der  Anfangswerth  x  mit  dem  Endwerthe  y  innerhalb 
der  Unsicherheit  der  logarithmischen  Rechnung  stimmt,  so  erscheint  der  wahre 
Werth  von  x  ermittelt  und  man  kann  die  Zahlen  des  letzten  Versuches  zur  weiteren 
Rechnung  verwenden. 

Nach  Anhang  IL  B.  a,  8a)  wird: 

log^,      9.509829 

log^,,,     9-625  980, 

und  die  der  Hauptsache  nach  für  die  Planetenaberration  verbesserten  Zeiten,  welche 
der  folgenden  Rechnung  zu  Grunde  liegen,  sind: 

t,  =  Juni  25.429  277  • —  o-ooi  867  =  Juni  25.427  410 
t„  =  ,,  28.431968  —  0.002153=  ,,  28.429815 
t,„  =  Juli      1 .438  995  —  0-002  439  =  Juli      1 .436  556. 

Würde  man  vermuthen,  dass  der  der  Rechnung  als  Grundlage  dienende  Werth 
von  M  zu  wenig  genau  sei,  so  könnte  man  nach  den  Formeln  34)  bis  36; 
(pag.  299)  die  Perihelzeit  und  logy  ermitteln  und  mit  den  erhaltenen  Werthen  von 
n,  r„j  r,„,  f?„  v,„  t?;„nach  den  Formeln  21)  (pag.  289)  und  22)  (pag.  290)  den  verbesserten 
Werth  von  üf,  der  dort  mit  [M]  bezeichnet  ist,  ableiten;  da  aber  das  vorliegende 
Beispiel  hauptsächlich  den  Zweck  hat,  zu  zeigen,  wie  die  Rechnung  bei  einer 
ersten  Bahnbestimmung  zu  fuhren  ist,  um  zur  Kenntnis  genäherter  Elemente  zu 
gelangen,  so  soll  dieselbe  nicht  unterbrochen  werden,  umsomehr,  als  auf  die  Ver- 
besserung des  angenommenen  Werthes  später  eingegangen  wird. 

Nach  Anhang  II.  C.   i)  wird  gefunden: 

cos  [l,  —  L,]  cos/Sf,    9.935  557  cos  [l„r  —  L„,]  cosß„,    9.832  605 

^,co8  [l,  —  L,)  cos//,    9.445  386  ^wcos  {l,„  —  L„,)  cos/?,;,    9-458  585 
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R, 

0-007  215 

~.         t 

1««  1 

B^ 

0-007  241 

Subt. 

9-86o  778 

Subt. 

9-855  694 

r,co8i,8in(/, —  L,) 

8„558  744 
9n999  478 

n« 

rCOS 

K. 

sin 

(C-A.) 

8,583  709 
9»999  401 

r,co8i,co8(/, —  L), 

9n867  993 

r„, 

cos 

K, 

cos 

f(C-i;.) 

9„862  935 

r,smb. 

9-203  753 
9-990063 

r,„sini„, 

9-487  774 
9-964  574 

r,aosb, 

9-868  515 

n„cosft,^ 

9-863  534 

l.  —  L, 

182°  48' 31' 

"8 

hff  Lf/f 

i83°o'34"3 

l 

277     10    2\ 

•3 

l,« 

283   6   17-8 

tgfi, 

9-335  238 

tgb,„ 

9-624  240 

logr, 

9-878452 

logr„, 

9-898  960. 

Die  Werthe  von  logr,  und  logr,,,  stimmen  mit  jenen  des  letzten  Versuches  innerhalb 
der  Unsicherheit  der  logarithmischen  Rechnung  überein. 
Nach  Anhang  IL  C.  2) : 

Da  die  heliocentrischen  Längen  zunehmen,  ist  tgt  positiv. 


L  - 1. 

5°55'56"5 

tgt8in(/,—  Q) 

9-335  238 

cos  (/,„  —  /,) 

9.997  668 

9-997  449 

tgi,  cos  {/,„  —  /,) 

9-332  906 

tgtC08(/,  T-  Q) 

0-298  963 

tgi,« 

9-624  240 

/,-Q 

6°  12'  i5"6 

Subt. 

9.980  386 

a 

270058'    5"7 

log  Zähl. 

9-313292 

tg» 

0-301  514 

sin  (/,„  —  /,) 

9-014329 

- » 

63°  27'  37"7 

sint 

9-951  642. 

Nach  Anhang  II.  C.  3a)  und  3b) : 

cost 

9-650  128 

i,„  —  a 

12°  8'  12"l 

8m(/,  —  Q) 

9033  724 

sm(L—  ö) 

9-322725 

sin(/,  —  Q)cos» 

8683  852 

8in(/,„  —  Qjcosi 

i    8.972853 

tgi,sini 

9-286880 

tg*,„8ini 

;  9-575882 

Add. 

0-096  716 

Add. 

0-096716 

log  Zähl. 

9-383  596 

log  Zähl. 

9-672  598 

C09(/,—  Q) 

9-997  449 

cos(/„,  —  Q) 

9-990 183 

«, 

13°  40'  28"3 

«,« 

.     25°42'5"3 

u„f  —  u,     12°  1'  37"o. 
Die  Probe  ergibt  mit  ausschliesslicher  Benützung  der  Zahlen  des  letzten  Versuches : 

^f^     9.315632 
log«     9^220704 

8   +0.166228        V(:^ 
n   +0.755877 

rm    +  0.792  428 

22    +1.714533  ^.^       ^,     -    -   --JProbe. 

2    +  0-857  266,5 

Oppolzer,   BahnbestiminaDgen.    I.    2.  AufUge.  41 


i^-r.) 

9-005  993 

[2  -  r,„) 

8-811  833 

[2~r,)[^-r,„) 

8-908913 

yr,r,„ 

9-888  706 

\  {u„,  —  u,] 

6"  0'  48"6 

Um  —  «, 

12    I    37-2 

Diiferenz 

0-2 
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Da  die  Differenz  beider  Resultate  nur  o"2  beträgt,  sind  keine  Correctionen  im 
Sinne  der  Formeln  3c)  anzunehmen  und  die  Kleinheit  des  Unterschiedes  beider 
Resultate  bestätigt  die  Richtigkeit  der  Rechnung. 

Nach  Anhang  II.  C.  4): 


i  («,„  —  «,) 

6°o'48"5 

sin  ^  V, 

■.Vq 

9.291  704 

COtg|{M,„  — «,) 

0.977  398 

9-993  800 

Vr, 

9-939  226 

COB  \  V, 

:Vq 

o-o6o  774 

coseci(M„,  —  M,) 

0-979  795 

\v, 

9°  39'  3o"7 

Vr,:, 

9-949  480 

V, 

19    19     1-4 

logl 

1-038  172 

Vq 

9-933026 

log  II 

1-030315 

9 

9-866  052 

Subt. 

8-261  389 

,'k 

9-799  078 

(Iß     354°  21'  26"9 

7t       265      19     3'26. 

Nach  Anhang  II.  C.  5): 

log3f,     II 50  036  log3f,,,     1-374207 

Jt,    —8.89434  Jt„,    —14.90338 

T    Juni  16.53307  T    Juni  16-53318 

im  Mittel  r  =  Juni  16-533  125. 
Die  Elemente  sind  somit: 

r=  1881  Juni  16-533  125  mittl.  Berl.  Zt. 
7c  =  265°  19'  32"6 

Q  =270   58     5-7  i  mittl.  Äquin.   1881-0 
i=    63    27  37.7 
\ogq  ==  9-866052. 

Die  Berechnung  der  Darstellung   des   mittleren  Ortes   nach    diesen  Elementen  ge- 
staltet sich  wie  folgt: 

Nach  Anhang  II.  D.   i) : 

^,,  —  T  +  II .896  690 


log(<„- 

T) 

1.075426 

logJf,, 

1-276348 

v„ 

25°  28'    6"2 

Anhang  II.  D. 

2): 

ttn 

19   49   33- J. 

^v„ 

I2°44'3"i 

r„  sin«,,  cos» 

9-068  219 

C08|V„* 

9.978  369 

R„sm{L„—  Q) 

9»044  793 

r„ 

9.887  683 

Subt. 

8-743  680 

COStl„ 

9.973  464 

Q" 

sin  (X°,  -  Q)  co8/S«>„ 

7-788473 

sinu,, 

9.530408     , 

9,999  898 

r„svau„ 

9.418  091 

9" 

C0B(A°„—  Q)C08/9°„ 

9«453  9i5 

L„—a 

186°  15'  34"4 

^„sin/S",, 

9-369  733 

CO8  {L„  —  ß) 

9n997  403 

9.887  563 
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8in(L„  — Q)     9n037  556  Q^co^ß^n  9-454017 

r„co6U,,    9.861  147  l^^n  —  Q         178*^  45'  44"3 

R„cos(L„ — Q)     0^004640  X\         89   43  500 

Subt.     9-592  768  ß^„    4-  39    28   29-5 

log?,.     9-566454 

*  dk„co8ß„    —  i"4 

dß„    —4.8. 

Die  Darstellung  des  mittleren  Ortes  ist  eine  befriedigende  und  man  könnte  sich 
damit  umsomehr  begnügen,  als  gewöhnlich  erste  Bahnbestimmimgen  den  Zweck 
verfolgen,  genäherte  Ephemeriden  rapch  beizuschaffen.  Dieselbe  ist  jedoch  einer 
Verbesserung  fähig;  denn  berechnet  man  nach  der  ersten  Formel  in  Anhang  II. 
D.  3)  cotgT^,  so  findet  sich: 

A^  — i.     352^  30' 99 
sin(iP,,  —  L„)     9^115  540 

^gß°n    9-915716 
cotgT«    9^199824, 

welcher  Werth  um  49  Einheiten  der  sechsten  Decimale  von  dem  oben  (pag.  317)  er- 
mittelten Logarithmus  von  cotg/ abweicht.  Es  soll  nun  das  vorliegende  Beispiel  in 
der  Richtung  weiter  Verwendung  finden,  dass  an  demselben  die  früher  entwickelten 
Methoden,  die  zu  Grunde  gelegten  Annahmen  zu  verbessern,  erläutert  werden. 

Zimächst  soll  jener  Werth  von  M  ermittelt  werden,   welchen  die  Anwen- 
dung des  Carl  in  i'schen  Kunstgriffes  gibt.    Durch  die  vorhergehenden  Bechnungen 

wurde  eefimden :  1  .    r        '        « 

^  log  cotg/      9^199  873 

log  cotg/°    9^199824 

somit  ist  nach  37)   (pag.  300)  log  cotg/'     9,1199922, 

also,  wenn  man  statt  cotg/  den  hier  bestimmten  Werth  von  cotg«/'  in  die  Formel 
fiir  M  eiuführt  [Anhang  II.  B.  a  1)]: 

logZ,  8^893846  logiV;  8,^752701  Z:N  0.115379 

\0gZ2  9-189934  logJVi  9061  716  (t,„  —  t„)  :  (t„ — t,)  0-000626 

Subt.  9-990059  Subt.  0015825  log(3f)  0-116005, 

logZ  8-883905  logiV  8-768526 

so  dass  der  nach  dem  Carlini'schen  Kunstgriff  verbesserte  Werth  von  Jlf,  der 
mit  (Jf)  bezeichnet  ist,  ,um  146  Einheiten  der  sechsten  Decimale  gegen  den  ursprüng- 
lichen Werth  verkleinert  erscheint.  Sicherer  jedoch  und  befriedigender  wird  der 
Werth  von  M  durch  die  Anwendung  der  Formeln  21)  (pag.  289)  und  22)  (pag.  290) 
bestimmt  werden  können.  Die  Rechnimg  mit  Benützung  der  früher  erhaltenen  Zahlen 
ergibt : 


v,„  —  v„ 

5"5^'32"2 

It,„8m{L„,  —  L„) 

8.706  457 

v„  —  v, 

6     9     4-8 

ü,sin(i,- 

'-L„)[r„r,„]  :  [r,r„] 

8^706  558 

sin  (v„,  —  v„) 

9-OIO  169 

Subt. 

6-3667 

sin  (v„  —  V,) 

9030012 

mN 

5n0732 
41* 
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sin  (Vf„  —  v„)  :  sin  {v„  —  v,) 
Tm,  :  r, 

[r„r„;\  :  [r,r,;\ 

L,  — ■  L„ 

sin  [L,  —  L,) 

It,[r„r„]  :  [r,r,] 

sin(2y,„  —  Lf) 


N 

8.7684 

m 

6„3048 

m  :  [ßj 

6n7950 

Z:N 

0115  525 

M 

o-ii6  190 

Subt. 

9-999  793 

log(ilf) 

0-115  983. 

9.980157 

0-020  508 
O'OOO  665 

—  2°5i'5o"6 
8^698  678 
0'007  880 
2°  52'  3"4 

8-699   216 

Dieser  verbesserte  Werth  von  (M)  hätte  aber  auch  im  Verlaufe  der  Rechnung  er- 
halten werden  können,  wenn  man  von  der  pag.  320  eingeschalteten  Bemerkung 
Gebrauch  gemacht  hätte;  es  wäre  dadurch  die  Berechnung  der  Ausdrücke  An- 
hang IL  C.  i)  II.  C.  2),  II.  C.  3a),  3b),  II.  D.  1)  II.  D.  2)  erspart  worden.  (Jf 
weicht  von  dem  ursprünglichen  Werthe  um  168  Einheiten  der  sechsten  Decimale, 
und  von  dem  nach  Carlini^s  Verfahren  erhaltenen  um  22  Einheiten  ab;  doch 
verdient  der  zuletzt  ermittelte  Werth  voraussichtlich  den  Vorzug  und  soll  deshalb 
zur  weiteren  Verbesserung  der  Elemente  Verwendung  finden.     Man  wird  demnach 

mit  dem  Werthe  :  ,      ,^ 

logJf  =  0.115983, 

die  Rechnung  nach  Anhang  II.  B,  a,  zu  wiederholen  haben  und  hierbei  ohne  Ände- 
rung in  der  Anordnung  wie  oben  (pag.  317)  verfahren,  nur  wird  man  bei  der  Durch- 
führung der  Versuche  sofort  von  den  bereits  erlangten  Näherungen  Gebrauch  machen. 
Da  die  Änderungen  in  \ogM  klein  sind,  so  empfiehlt  es  sich  im  vorliegenden  FaUe, 
die  Correction  von  q,  durch  Anwendung  der  oben  [46)  und  47)  pag.  303]  gegebenen 
Differentialformeln  zu  bestimmen,  wobei  rflog3f  =  — 0'000i68  anzunehmen  ist. 
Die  Rechnung  nach  46)  mit  Benützung  der  vorhandenen  Zahlen  stellt  sich  wie 
folgt: 

ijju      903085 
2cos^y'    0-29977 

tgiy     8.73108 

8inÖ,„  9n53o69 

3f sin  6f^f  9^64684 

sin»  9f|86433 

'  Add.  0-20576 

Äsin^  9*56955 

(sin  d,+  M  sin  d,„)  tg  |  y  8„8o  1 1 7 

Subt.  9-91884 

log  Nenner  9-48839 

Q,8md„,  9n04052 

Q,sm0„,tg^y  7n77i6o 

Subtr.  9-98887 

log  Zähler  9fi35725 

dQ,:  dM  =  9^86886. 


C08  f  co6{H—  k,„)  cos  ß,„ 

8-33177 

Ä  sin  ^  sin/?,,. 

9-52101 

Add. 

002722 

log  [....] 

9-54823 

log?/ 

9-50983 

log« 

9-22070 

G  — 1„, 

94°4i'55 

coB{G  —  X„,) 

8„9i336 

gconß.» 

8-84364 

logl 

7«7570o 

log  II 

905806 

Add. 

0-02119 

log  {....} 

9n0792  5 

Q.S 

0-28913 

P 

9^36838 
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Weiter  findet  sich  nach  47)  (pag.  303) : 

M:  Mod.        0-47837 

dlogM         6„2253i 

Md  log  M :  Mod .         6^70368 

dQ,    +  o-ooo  374. 

Da  die  geocentrische  und  helioeentrische  Bewegung  des  Kometen  bedeutend  ist, 
wird  der  Differentialquotient  dQ, :  d  log  M  nicht  sehr  gross  gefunden ,  wiewohl  der- 
selbe im  Nenner  (vergl.  10)  pag.  280)  ein  Glied  erster  Ordnung  enthält;  die  ver- 
besserte geocentrische  Distanz,  welche  zur  Berechnung  der  neuen  Elemente  ver- 
wendet werden  soll,  ist  sonach: 

Q,  =  0-323  466  +  0000  374  =  0-323  840, 

und  es  findet  sich  mit  dem  verbesserten  Werthe  von  log^  =  0-115  983  : 

logp.  9-510330 

logpfff         9-626313. 

Da  sich  die  Berechnung  der  Elemente  und  die  Darstellung  des  mittleren  Ortes  in 
derselben  Weise,  wie  dies  oben  geschehen  ist,  bewerkstelligen  lässt,  werden  hier 
nur  die  Ilauptmomente  der  Rechnung  angeführt;  es  soll  aber  besonders  hervorge- 
hoben werden,  dass  die  in  Anwendung  gebrachten  Zeiten  um  die  mit  den  Zahlen 
der  ersten  Rechnung  erhaltenen  Werthe  der  Planetenaberration  verbessert  sind  und 
für  C„  jener  Werth  angenommen  wurde,  welcher  dem  für  die  Darstellung  des  mitt- 
leren Ortes  gefundenen  q„  entspricht,  nämlich  t,,  =  Juni  28-429  841 ;  diese  Zahl 
unterscheidet  sich  nicht  wesentlich  von  dem  früher  erhaltenen  Näherungs werthe. 

l,  =  27  f  10'  37"3  L=  283"  6'  29"3 

tg*;=  9*335926  tg5,„=         9-624703 

r,=        9-878  296  r,„=      9-898  900 

«,=     i3°4i'37"o  u„,=    25^43' 2o"7 

v,=     19    25  43-4  v,„=    31   27  27-1. 

Elemente. 
T  =  1881  Juni  16-489  005  mittl.  Berl.  Zeit. 
TT  =  265?i3'56"4 

Q  ==    270    58       2-8  .    .     V 

'      "^  V  mittl.  Aqum.  i88i-o 

t  =     63    28   39- 1 

log?  =     9.865  750. 

v^  =       2f  34'  54"5             logr,,  =  9.887  577 

X„^=       89   43  47.5             \ogQ„=  9-566861 

ßf=  +  59    28   25-1           cotg/«=  9ni99  883 

dX„co9  //,  =  +  o"5                               dß„  =  —  o"4. 

Die  Darstellung  des  mittleren  Ortes  ist  in  Hinsicht  auf  die  nur  sechsstellig  geführte 
Rechnung  mehr  als  hinreichend  genau  und  berechtigt  zu  dem  Schlüsse,  dass  die 
Beobachtungen  und  die  Rechnung  mit  keinen  wesentUchen   Fehlern   behaftet  sind 
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und  die  parabolische  Hypothese  sich  innerhalb  des  beobachteten  Bogens  als  genügend 
erweist.  Die  Differenz  von  zehn  Einheiten  der  sechsten  Stelle  in  den  Logarithmen  der 
Grössen  cotg/^und  cotg /erklärt  sich  hinreichend  aus  der  Unsicherheit  der  Bechnung; 
eine  Änderung  von  o"6  in  der  Länge  würde  dieselbe  sofort  verschwinden  machen. 

Die  Berechnung  der  Elemente  des  Kometen  erscheint  somit  beendet ;  imi  aber 
die  ganze  Rechnung  einer  durchgreifenden  Prüfung  zu  unterwerfen,  soll  noch  aus 
den  erhaltenen  Elementen  eine  genaue  Ephemeride  berechnet  werden,  wobei  sidi 
Gelegenheit  bietet,  die  Anlage  einer  solchen  Rechnung  durch  ein  ausführhches 
Beispiel  zu  erläutern.  Um  den  Gang  in  den  Differenzwerthen  der  zu  erhaltenden 
Coordinaten,  soweit  es  die  Rechnung  gestattet^  möglichst  regelmässig  zu  gestalten, 
soll  die  Ephemeridenrechnung  siebenstellig  geführt  werden ;  man  wird  aber  nicht 
erwarten  dürfen,  dass  die  Darstellung  der  Orte  adäquat  der  siebenstelligen  Rech- 
nung gefunden  werden  wird,  weil  die  Verbindung  der  beobachteten  Orte  mit  den 
Elementen  nur  durch  eine  sechsstellige  Rechnung  hergestellt  erscheint. 

Mit  e  =  23*^  27'  i7"o7  wurden  aus  den  obigen  Elementen  nach  den  Formeln  14) 
(pag.  18)  die  Äquatorconstanten  ermittelt  und  mit  Rücksicht  auf  die  parabolische 
Form  der  Bahn  zur  Berechnung  der  rechtwinkligen  heliocentrischen  Coordinaten 
die  Formeln  16)  (pag.  19)  gewählt;    hierdurch  erhielt  man: 

^'       356°25'5o"oo  logm     9-5158673 

B'      243   25   18-17  l^g'»      98576287 

C      328   28  51-95  \ogp      9.827  1323. 

Die  nachfolgende  Ephemeride  enthält  alle  für  die  Herstellung  derselben  nöthigen 
Zahlen.  Die  bei  der  Rechnung  auftretenden  Sonnencoordinaten,  sowie  die  zur  Re- 
duction  auf  das  wahre  Äquinoctium  erforderlichen  Grössen  y,  y,  Cr,  sind  dem  Ber- 
liner Jahrbuch  entnommen.  -Die  mit  Jf>  und  z/logsecjt?^  bezeichneten  ZeUen 
betreffen  die  successiven  Differenzwerthe  der  wahren  Anomalien  und  die  mit  umge- 
kehrten Zeichen  genommeneir  Differenzen  von  log  cos  ^  v^ ;  diese  Zahlenreihe  dient 
dazu,  um  aus  den  für  den  ersten  Ort  erhaltenen  Werthen  von  A'+v,  B'+tj 
C  -f-  t>,  log  m  sec  \  t?^,  log  n  sec  \  t?^.  log  p  sec  ^  v^  durch  successive  Addition  die  für 
die  übrigen  Orte  geltenden  zu  bekommen,  so  dass  die  Übereinstimmung  der  Werthe 
des  letzten  Ortes  mit  dem  direct  berechneten  eine  Controle  für  die  Richtigkeit  der 
Zwischenzahlen  liefern  wird.  Die  Correctionen,  welche  schliesslich  an  die  ermittel- 
ten Rectascensionen  und  Declinationen  angebracht  erscheinen,  stellen  die  Reduction 
auf  den  wahren  Ort  vor  und  sind  nach  den  einfachen  Formeln  (vergl.  pag.  251): 

Ja  =  f+ff8m{G  +  a)\^d 
Jd  =  ^  cos  (G  +  a)  , 
berechnet,  denn  die  Fixstemaberration  wird,  weil  man  dieselbe  bei  Vergleich  mit 
den  Beobachtungen  stets  gleichzeitig  mit  der  Planetenaberration  durch  die  Sub- 
traction  der  Aberrationszeit  von  der  Beobachtungszeit  berücksichtigt,  bei  Epheme- 
riden  niemals  in  Rechnung  gezogen.  Die  Ephemeride  gibt  geocentrische  Orte, 
weshalb  die  Beobachtungen  vor  Vergleich  mit  denselben  um  die  Parallaxe  (vergl. 
P^-  35)  2U  corrigiren  sind. 
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Die  vorstehenden  Zahlen  geben  also  folgende  Ephemeride,  neben  welcher  die  Diffe- 

renzwerthe  angesetzt  sind: 

1881  i2*m.Berl.Zt.    «  1.  Diff.  2.  Diff.      3.  Diff.     4.  Diff. 
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I.  Diff.  2.  Diff.  3.  Diff.      4.  Diff.    Aberr.  Zt. 
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^     +2    38     5.7  +1    26.5  +8-6 

29  +  65   45  48-9   ,  —16   55.4  +   0.6  3   13. 1  +0.4 

,^     ,  +2    21    10.3  +1    27-1  +9-0 

30  +  68     6  59.2  —15   28.3  —   3-1   3  22.1  +0.4 

+  2      5  42.0  +  I    24.0  +9-4 

1+70   12  41.2  —14  4.3  3  31.5  +0.2 

+  151    37*7  +Q'6 

2  +  72      4   18.9^       Di//  ^  41.1^^ 


Die  Beobachtungszeiten  der  zur  Bahnbestimmung  benützten  Beobachtungen  werden 
wegen  der  Aberration  der  Reihe  nach  um  2"*  4 1*4,  3^*4*0,  3"*  30*9  zu  vermindern 
sein.  Interpolirt  man  für  die  so  verbesserten  Beobachtungszeiten,  nachdem  dieselben 
auf  den  Berliner  Meridian  übertragen  sind,  aus  der  vorstehenden  Ephemeride  die 
Kectascensionen  und  Declinationen ,  so  erhält  man  der  Reihe  nach : 

a  d 

3Ä  ^2^  29*01  +  53°    i'  59"5 

5  58     11.87  .      +  62    55   57.3 

6  20     10-26  +70      5     8.6. 


Die  Beobachtungen  sind  vor  ihrer  Vergleichung  mit  diesen  Zahlen  für  die  Parall- 
axe zu  verbessern.  Da  die  Beobachtungen  im  Meridian  in  der  unteren  Culmination 
angestellt  wurden ,  so  wird  die  Berechnung  der  Parallaxe  nach  den  einfachen  For- 
meln 31)  (pag.  36)  vorgenommen  werden  können;  man  hat  nach  Ermittlung  der- 
selben : 


L : 

Beob.-Reohng. 

Beob.  « 

Parallaxe 

Beob.  d 

Parallaxe 

da               dd 

5^^  42*"  29*01 

0*00 

+  53"     I'  34"6  ' 

+  25"2 

0*00     +  o"3 

5    58     11-94 

000 

+  62    55    35.8 

+  20-2 

+  007     —1.3 

6    20     10-30 

000 

+  70     4   53-3 

+   161 

+  0.04     +  o-S 
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Die  Unterschiede  sind  kleiner,  als  sie  nach  einer  nur  sechsstellig  geführten  Elementen- 
rechnung erwartet  werden  durften  und  geben  daher  Zeugnis  für  die  Richtigkeit 
der  gesammten  Rechnung. 

Man  kann  die  vorstehende  Ephemeride  auch  zur  Bildung  eines  Normalortes 
(vergl.  Band  II  pag.  371)  benützen,  doch  darf  man  dann  nur  Beobachtungen  zu- 
sanmienfassen ,  welche  einander  verhältnismässig  nahe  liegen.  Der  Grund  dieser 
Beschränkung  liegt  darin,  dass  die  obige  Ephemeride  auf  Beobachtungen  beruht, 
die  nur  um  je  drei  Tage  von  einander  abstehen,  weshalb  die  für  die  Bildung  des 
Normalortes  erforderliche  Bedingung,  dass  die  Abweichung  der  Ephemeride  von 
den  Beobachtungen  der  Hauptsache  nach  linear  mit  der  Zeit  fortschreite,  für  grössere 
Zeitintervalle  möglicherweise  nicht  erfüllt  sein  kann.  Es  soll  der  Normalort  für 
Juni  28*5  gebildet  werden,  der  in  dem  weiter  unten  folgenden  dritten  Beispiele 
Verwendung  finden  wird.    Die  zur  Grundlage  dienenden  Beobachtungen  seien: 

Ortsseit  a  cf  Aberr.  Zt.    log^ 

iSSi  Juni  28  Pulkowa  (Meridiankreis)     11*  29*"  45*8  5*  58»"  ii'94  -f  62®  55'  35"8  —  3~  4'©    9-5670 

„     ,,    „  (Pa88.In8t.u.Vert.Kr.)     11    29    45.8  5    58     ii«95  -f  62  55  363  —3    4-0    9-5670 

„     ,,      Madrid  (Meridiankreis)     11    29    590  5    58    47-7o  -f- 63    11  24'0  — 3    4-7    95687 

„     ,,        Strajsburg  (Refractor)    14   34      «o  5   59    24*79  +  63   27  24.0  —  3    5.5    9-57o6. 

Berechnet  man  zu  diesen  Beobachtungen  die  Correctionen  für  Parallaxe,  wobei  für 
die  letzte  Beobachtung  das  Formelsystem  30)  (pag.  35)  zu  benützen  ist  und  inter- 
polirt  für  die  um  die  Aberration  corrigirten  Berliner  Zeiten  aus  der  obigen  Ephe- 
meride die  polaren  Coordinaten,  so  erhält  man: 


Parallaxe 

Berechnete  Coordinaten 
a                             cf 

Beob.-Rechng. 

in  a            in  cf 

da              di 

0*CX)      +  20"2 

5^ 

^&^  11*87      +62°  55' 

57"3 

+  0*07     -i"3 

0.00      +  20-2 

5 

58      11.87      +62    55 

57-3 

+  0.08     —  0.8 

o-oo    +  23-2 

5 

58     47.05      +63     II 

48.1 

+  0-65     —  0.9 

—  169     +17-7 

5 

59     23-14     +63    27 

43-1 

—  o«04     —  1-4 

Die  oben  stehende  Ephemeride  bedarf  daher  im  Mittel  der  Correction  : 

da  =  +  0*19         rf(J  =  —  i"i, 

die   man    für   die   Berliner  Mittemacht  des   28.  Juni    geltend  annehmen   darf;  die 
Terbindung  dieser  Correction  mit  dem  Ephemeridenorte  gibt  den  wahren  Ort: 

1881  Juni  28.5     a  =  89°  39'  3i"6 
d  =  +  63      7   42.1. 


Es  sind  nun  die  Formeln,  welche  bei  dem  Eintritte  des  Ausnahmsfalles  mit 
Vortheil  in  Anwendung  gezogen  werden  können,  durch  ein  ausführliches  Beispiel 
zu  erläutern. 

Zu  diesem  Zwecke  sollen  drei  Beobachtungen  des  Kometen  III.  1869  ge- 
wählt werden,  den  seine  Wiederkehr  im  Jahre  1881  als  periodisch  erkennen  liees; 
dieselben  sind: 

Oppolzer,  Bahnbestimmnngen.  I.   2.  Aoflage.  42 
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Beobacht.  Ort      Ortszeit  app.  a                     app.  d 

1869  Novb.  29     Wien         10^  13*^»  39*  22^^  56*^  57*57  +  15°  28'  20^0 

,,     Decb.     4     Bonn           9   45     25  23    29     52*32  +  18    23  27-9 

,,         ,,         9     Krakau     10  44      4  06    22-54  +21      5   33-2. 

Da  vorausgesetzt  wird,  dass  keine  Näherungen  für  die  Elemente  bekannt  seien,  80 
sollen  für  die  Reduction  der  Beobachtungen  die  im  Anhange  aufgeführten  Vorschrif- 
ten befolgt  werden,  wiewohl  man  sich  bei  der  thatsächlichen  Anwendung  mandie 
Übergebungen  gestatten  darf.  Diese  die  Bahnbestimmung  vorbereitenden  Kechnun- 
gen  sollen  jeäoch  nur  in  den  Hauptresultaten  mitgetheilt  werden,  da  das  voran- 
gehende Beispiel  schon  Gelegenheit  geboten  hat,  die  Anlage  der  Kechnung  zu  zeigen, 
(vergl.  pag.  311  ff.)  Nimmt  man  die  Längendifferenzen  der  drei  Beobachtungsorte 
gegen  Berlin  mit —  11''*  56*8,  +  25*^*11*6,  —  26*^15*2  an,  reducirt  damit  die  Orts- 
zeiten auf  den  Berliner  Meridian,  verwandelt  dann  die  erhaltenen  Zeiten  in  Dedmal- 
theile  des  Tages  (Tafel  XIX  Band  II)  und  entlehnt  dem  Berliner  Jahrbuche  die 
zugehörigen  Sonnencoordinaten  und  die  Reductionsgrössen  für  die  Berechnung  der 
scheinbaren  Orte,  so  findet  man  folgende  Grundlagen  der  Rechnung: 

1869                                X                  B  loglt            f  logg  G  logÄ  H       logi 

Novb.  29-417850  247®44'37"o  -f- ©"84  9-993818  +  27"46  1.1146  23**    7'  i-jos6  ao°  34' 0.4885 

Decb.    4.424035  252  49  3i'2  +  0'S9  9*993502  -f- 28.23  1-1251  22  40  1-3076  15  490.3800 

„        9*429037  257    54  44.8  — 0-03  91.993222  -f- 29-01  1*1355  22     9  1.3091  II     6  0.2301. 

Nach  Anhang  I.  A.  2)  erhält  man  die  Reductionen  auf  den  scheinbaren  Ort  nebst 
den  kleinen  Aberrationsgliedern  (vergl.  pag.  311,  312)  und  die  daraus  resultirenden 
mittleren  Orte  wie  folgt: 

Reduct.  kl.  Aberr.  Gld.  mittl.  a                        mitü.  cf 

a                    cf  «                 (f 

1  +29"67     +21^25  -o"i5     +o"o6  344"  13' 54"o  +  15^  27' 58^7 

2  +32-47     +21*50  —  o-ii     +0*08  352    27   32.4  +18    23     6*3 

3  +35-93     +21-24  —005     +0*10  I    35     2^2  +21      5   11-9. 

Die  Längen  und  Breiten  der  Sonne  bedürfen  keiner  Correction,  weil  die  dem  Berliner 
Jahrbuche  entlehnten  Coordinaten  sich  bereits  auf  das  mittlere  Aquinoctium  des 
Jahresanfanges  beziehen.  Mit  der  mittleren  Schiefe  [e  =  23®  27'  22^5)  wurden  die 
Rectascensionen  und  Declinationen  nach  Anhang  I.  A.  4)  in  Längen  imd  Breiten 
verwandelt  (vergl.  pag.  314)!;  es  ergab  sich: 

A  ? 

1  35i"46'i9"9         +20«  25'    9"5 

2  o   41    17.4         +  19   48  37.9 

3  10     8   37*2         +  18   38   59*1. 

Zur  Berücksichtigung  der  Parallaxe  und  zur  Elimination  der  Sonnenbreiten  wurde  der 
Übergang  auf  den  locus  fictus  gemacht  [Anhang  I.  A.  6)  und  7)] ,  die  Hauptmomoite 
der  Rechnung  waren  (vergl.  pag.  315  ff.): 
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I.  2.                                     3- 

.    flp'     +48^i'i  +5o^32'4  +49''52'5 

logÄ     9-9992  9-9991  9'999i 

e     42''ii'7  40°4'3  59''4o'i 
e  =  23°  27'3 

—  (Nut,  +  Präc.)  =     —  05 

/          55°    o'2  54°  31 '7                       68«  i2'8 

*     +  30    12-8  +33      3.2  +28   42-0 

dL           +    7"8  +    9"o                       +  io"6 

JlogR    +o«ooooii  4-0*000007          ^     +o«ooooo6 

lo^dt               +  0-3  +  o*3                         -{-  0-4. 

Man  hat  daher  für  die  weitere  Rechnung  (vergl.  Anhang  II.  A.   i): 

X  ß  L  logi2 

1869  Novh.  29.417  850     351«  46'  i9'9  +  20°  25'    9"5  247«  44'  44^8  9.993  829 

Decb.     4.424035         o  41    17.4  +19   48  37.9  252   49  40.2  9*993509 

,,         9-429037       10     8  37-2  +18    38   59-1  257    54   55.4  9.993228. 

Zuerst  ist  die  Entscheidung  zu  treffen,  welche  Methode  zur  Ermittlung  von  q,  und  q,„ 
eingeschlagen  werden  soll.     Nach  Anhang  II.  A.  2)  findet  sich: 

tg(A„  — i„)  0^4918  ^og(ß,  —  ß,„)  2.0260 

sinß,,  9.5301  logcompl.  (k„,  —  k,)  6-9577 

Wq  96°    i4'o  sec/?„  0-0265 

ß,n  —  ß,  —    io6'i73  W,           5«5o'7 

K„  —  X,  -I-  1 102.288  W,—  W^  ^  90°  23'3  ; 

cos[W, —  W^  wird  beläufig  Yus?  ^s  ist  daher  Olbers'  Methode,  die  hier  voraus- 
sichtlich nicht  einmal  eine  Annäherung  abgeben  wird,  völlig  unanwendbar,  weshalb 
man  die  Formeln  des  Anhanges  II.  B.  /?.  zu  benützen  haben  wird. 

Nach  Anhang  II.  B.  ß.   i)  ergibt  sich: 

X,ff  —  Xf  +  iio2'288 

ß,  —  ßn,  +    106-173 

iog(i,„  — A;i  3.042  295 

^og{ß,  —  ß„,)  2-026014 

tg/8in(A„  — JT)  9-556  579 

9-999  739 

tg/cos  ik„  —  11)  i-oi6  281 

K  —  n  i°59'i4"o 

—  il  I    17   56.6 

cotg/  8.983  458 

A,-iT  353^    4'i6"5 
K„  —  n       II    26  33-8 


sin/?,,, 

9  504  854 

sin  {i.„,  —  TT) 

9-297  516 

cos/:^« 

9-976  575 

iV. 

9-274  091 

iVi 

8„488  3i2 

Subt. 

9922  328 

N 

9.196  419 

log  i4  —  /,) 

0.69^  507 

\og(t,„-t,) 

i-ooo  485 

log  (t„,  —  t„) 

0-699  404 

r!" 

9-236  n8 

x" 

9-537  096 

42  • 
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L„  —  n    254°7'36"8  t'     9.236015 

sin  {Lf,  —  JI)     9n983  116  r' :  t^'    9*999  897 

B„sm  {L„  —  JI)     9^976  625  Z:  N    9.969  833 

sin/]?,    9-542  686  log  Jf    9.969  730 

8m(A,  —  11)     9^081474  tV   8.773111 

cos/?,    9'97i  815  Ä„8in(Z/„  —  TT)  :  N    0^780  206 

Zi     9.053  289  logP    9n553  317 

Z2     8526  144  Add.     0300  729 

Add.     Ol  12  963.  R,  4-  R,„    0.294  558 

Z    9-166252  (ii, +  i?,„)3    0.883674 

C    +  0.046  735. 
Anhang  II.  B.  ß.  2) : 

X,—  L,     i04°i'35"i  K,  —  L,„     ii2^i3'4i"8 

cos  [l,  —  L)    9^384  478  cos  {l,„  —  L,„)     9^577  833 

cos/i?,    9.971  815  cos/?,,,    9.976  575 

sin  (k,  —  L,)     9-986  854  sin(A,„  —  L„,)     9-966  463 

sinijjfCOsP,    9.958669  sinifj,„cosP„,     9-943038 

9.970  172  9*972  898 

sini//,sinP,    9-542686  sin  (/;,„  sin  P„,     9504854 

sini//,     9.988497  sine/;,,,     9.970140 

COS!//,     9n356  293  cos  (//,„     9^554408. 

Anhang  II.  B.  ß,  3) : 

i,,,  —  L,     10**  10'  io"6      ^cos  [G  —  L,)    8^226  116 

sin(L„,  —  L,)     9.246  899  9.997  974 

Äf/     9.993228  ^8in(G  —  L,)     9.240127 

co8(Z/„,  —  L,)     9-993  123  G  —  L,      95**  31'  49"6 

Ä„,cos(i„,  —  i,)     9-986351  G     343    1634.4 

-ß.    9*993  829  logjr     9.242  153. 
Subt.    8.239  7^5 

Anhang  II.  B.  ß.  4)  und  5): 


A,„           A, 

i8°22'i7"3 

H 

-A„, 

91°    6'  i7"8 

sm(A,„  —  A,) 

9  498  554 

H 

loi    14   55-0 

cos  (A„,  —  X,) 

9-977  281 

logÄ 

9-476  737 

cos/?, cos  (A.„; —  l,) 

9.949  096 

sin^ 

9„227  718 

Mcosß,,, 

9-946  305 

cos^ 

9-993  713 

Subt. 

7-809  333 

Ms'mß,,, 

9-474  584 

sin/?; 

9-542  686 

(G- 

-H) 

242°  i'  39"4 

Subt. 

9-229  871 

coa(G- 

-H) 

9„67i  215 

C08^sin(lf— ^„) 

9-470  369 

sin  (G  - 

-H) 

9„946  046 

9-999  919 

sin^ 

cosQ 

9n939  759 
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hco8l^co6(H—  X,„)     7„ 

,755  638 

9n99i  972 

Asin^    8„ 

,704  455 

sin  q)  sin 

Q    9„227  718 

9-993  713 

sin 

9     9-947  787 

Äco8^    9.470450 

CO6 

q>     9^664  928. 

II.  B.  ß.  6): 

cos  ^  cos  (J? —  3i,„) 

8„278  901 

ff-.h 

9-765  4»6 

Vi 

8„255  476 

y, 

—  0.269  367 

Vi 

8„732  572 

logyj 

9.380  780 

Add. 

0-124  945 

log^ 

9.189  940 

log»/ 

8«857  5.17 

log  .4» 

8.379  880 

G  -  K„ 

333°  7'  57"2 

log<2> 

1,072  812 

cob{G  — 1,„) 

9-950  391 

yj 

7-715034 

C08/?„C0s(Cr  —  X,„) 

9.926  966 

I   _v2 

9-997  741 

VCOS^) 

8.522  445 

logV 

o„545  049 

Subt. 

9.982  543 

/ 

—  0-223935 

^■.2ff 

9n909  509 

/„ 

—  0-352  887 

29 

9-543  183 

logÄ 

9.982  326 

log? 

9»452  692 

log5„, 

9.963  368. 

Die  Resultate  der  Versuche,  unten  neben  einander  gestellt,  zeigen,  dass  der  dritte 

Versuch  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnung  den  zu  Grunde  gelegten  Zahlen 

genügt.     Es  sind  hierbei  zur  Berechnung  des  Einflusses  der  Planetenaberration  die 

Formeln  Anhang*  II.  B.  ß,  7c)  benützt  worden;    da  aber  die   aus  den  betreffenden 

Zahlen  resultirende  Correction  schon   nach  dem  ersten  Versuche  eine  hinreichende 

Annäherung  ergab,  so  wurde  eine  weitere  Verbesserung  nicht  mehr  angebracht ;  für 

den  ersten  Versuch  wurde  : 

E,  +  E,„  =  (r,  +  r,„)a , 


angenommen,  wodurch 

m  =  0  wird. 

Anhang  II,  B.  ß.  7a) : 

I.  Versuch 

2.  Versuch 

3.  Versuch 

log  (r,  +  r„.)a  =  x 

0.294  558 

0-353  268 

0-353  857 

\x 

0.147  279 

Ol  76  634 

0.176  928 

1^ 

0.441  837 

0-529  902 

0.530785 

logi? 

9.095  259 

9-007  196 

9006  313 

Tafel  VII  1    ^ 

+  0-124  526 
O-OOO  282 

+  0-101  671 
0-000  188 

+  o.ioi  464 
o-ooo  187 

x'V 

9-537  378 

9.537  286 

9-537  285 

8 

9.390099 

9.360  652 

9-360  357 

3« 

I  -059  804 

1-061  571 

F:   (r,+  r,„) 

\ 

—  0-031  154 

—  0.031  027 

m 

+  0.015  581 

+  0.015  708 

logm 

8.192  595 

8196  121 
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mW 

ao 

*      

8«737  644 

8,741  170 

I  +mV 

9-975  589 

9-975  385 

mO 

9^265  407 

9„268  933 

X 

9,240996 

9n244  3i8 

i+X 

9-916  886 

9-916  182 

Vi  +  X 

9-958  443 

9-958  091 

A:  s 

9-799  841 

9829  288 

9829  583 

cob9- 

9-799  84» 

9*787  731 

9-787  674 

sin^ 

9'889  865 

9-897  510 

9-897  544 

s:h 

9-913  362 

9-883  915 

9-883  620 

ssind-  :  h 

4r  0.635  663 

+  0-604  540 

+  0-604  177 

myt 

0 

+  0-003  744 

+  0-003  775 

9' 

+  0-366  296 

+  0-338917 

+  0-338  585 

logQ, 

9-563  832 

9-530  093 

9-529  667 

Mq, 

4-  0-341  635 

+  0-316  099 

+  0-315  789 

q... 

•4-  0-341  635 

+  0-331  680 

+  0-331  497 

Q,-f. 

9-771  022 

9-750  394 

9750  138 

Qiit /m 

9-841  686 

9-835  416 

9-835  300 

tangö. 

9-788  696 

9768  068 

9-767  812 

tang  d,„ 

9-878  318 

9-872  048 

9-871  932 

cos  $, 

9-930  389 

9-935  854 

9-935  920 

cos  6,,, 

9-901  912 

9.904  170 

9-904  212 

r, 

0-051  937 

0-046  472 

0-046  406 

r„, 

0-061  456 

0-059  198 

0-059  '56 

AM. 

0-296  297 

0-294  713 

o- 294,701 

og(r,+  r„,)e=  y 

0-357  753  ■ 

0-353  9I1 

0-353  857 

z  —  y 

—  0-063  195 

—  0-000  643 

0 

ang  II.  B.  ß.  7b) : 

Anhai^  IL  B.  ß.  7c) 

zum  I. 

VerBuch         zum  z.  Venuch 

zum  I.  Versuch 

siny 

9-0955              9-0074 

log  10*         0-2946 

2C08^y* 

0-2993             0-2999 

log  Compl.  Mod.         0-3622 

tangiy 

8-7962              8-7075 

*         {^- 

-y):n          8,7687 

2»l«F 

9n0387 

dqr-  Q           9n4255 

1+     ZOT* 

9-9497 

\ogdq.          8„479i 

^(i+zmV) 

91.4527             9n4024 

dQ^     —  0-0301 

2ssin^ 

9-5810             9-5592 

logrfipj'* —  0-0281 

/ 

9n87i7             9n8432 

«??/»•**'+  0-0152 

y 

8„8575            8„8575 

dq,„    —  0-0129 

Add. 

0-0401             0-0427 

dQ,—  dq„    —0-0172 

log  [-•--]    9n9ii8     9n8859 
(n+r„,)»a(r,+  r„,)%   1-3046      i-4i44 


logZ 


0-0247 
7-875 
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3^^(r,+  r^)Vr.+r^)\  8^7258 

8^6160 

log  Compl.  (tn, —  t)          9.000 

l(y-^) 

+  0-0316 

+  0.0003 

log  a            7.399 

loga 

8n7574 

8^6163 

d  logf''     +  0.000002 . 

-a[...] 

8^6692 

8n5022 

tangl/  :  sin^ 

8.9063 

8.8100 

Subtr. 

9.861 1 

0-0134 

Qh 

8-5303 

8.5156 

Q 

9.0536 

9.0389 

sin  d„, 

9.7802 

9.7762 

Msind,,, 

9.7499 

9-7459 

sind, 

9.7191 

9.7039 

Add. 

0.2859 

0-2805 

Anhang  II,  B.  ß.  8) 

log(...) 

0.0358 

0*0264 

mit  den  Zahlen  des  dritten  Versuches. 

Ö(...) 

9-0894 

9.0653 

Jtx  =  —  0001954 

a  sin  e„, 

8n5376 

8n3925 

Jt2=t  —  0.001934 

Subt. 

9.8569 

9.8963 

Jt^=  —  O-OOI913 

P 

.   8.9463 

8.9616 

Die  fdr  die  Folge  zu  verwendenden 

log(n  — i) 

8.8831 

8-9610 

Beobachtungszeiten  sind  daher: 

logn 

0-0320 

0-0380 

t,    Nov.  29.415896 

log  [x  —  y) 

8^8007 

6^8082 

t„    Dec.    4-422 loi 

Jx 

+  0.05871 

+  0.000589. 

t„,  Dec.    9.427124. 

Würde  man  vermuthen,  dass  die  der  Rechnung  zu  Grunde  liegenden  Näherungen 
zu  wenig  genau  sind ,  so  könnte  man  gleich  hier  die  Perihelzeit  und  log  q  nach 
den  Formeln  33),  34),  35)  und  36]  (pag.  299)  ermitteln,  mit  den  so  erhaltenen 
Werthen  von  r,,  r,„  r,„,  ü,,  t),,  und  v,„  nach  den  Formeln  23)  (pag.  29p)  unter  Be- 
nützung der  eben  gefundenen  Näherung  für  f,  den  Werth  [M)  berechnen  und  mit 
diesem  ganz  den  bei  01b  ers'  Methode  zu  benützenden  Formeln  (Anhang  II.  B.  a) 
gemäss  die  weitere  Annäherung  zu  erreichen  suchen;  da  aber  das  vorliegende  Bei- 
spiel hauptsächlich  den  Zweck  verfolgt,  zu  zeigen,  wie  man  die  Rechnimg  bei  einer 
ersten  Bahnbestimmung  zu  führen  hat,  um  zur  Kenntnis  der  genäherten  Elemente 
zu  gelangen ,  und  da  auf  die  in  diesem  Falle  sehr  geringfügige  Verbesserung  der 
ersten  Näherung  später  ohnedies  näher  eingegangen  wird,  so  soll  dasselbe  nicht 
unterbrochen  werden. 

Aus  Q,  imd^w können  nun  die  Elemente  nach  den  Formeln  II.  C.  des  Anhanges 
bestimmt  werden;  da  sich  diese  Rechnung  in  ganz  derselben  Weise  gestaltet,  wie 
in  dem  ersten  Beispiele,  so  genügt  an  dieser  Stelle  die  Mittheilung  der  Ilauptzahlen  : 

Anhang  IL  C.  i)  : 

log  Q„,  9-520  480 

/.r  63«  9'  9"8 

log  tg  b,„  8-968  043 

logr,^  0-059  158- 


log  f,  9-529  667 

/.  51^35' 3o"o 

log  tg  b,  9-028  408 

log  r,  0-046  406 
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Man  findet  hier  log  r„f  um  zwei  Einheiten  der  sechsten  Decimale  grösser,  als  im 
letzten  Versuche;  dieser  Unterschied  erklärt  sich  ausschliesslich  aus  der  Unsicher- 
heit der  logarithmischen  Rechnung,  weshalb  für  die  folgenden  Rechnungen  durch- 
wegs das  arithmetische  Mittel  beider  Werthe,  nämlich: 

logr,„=  0059  157, 
angenommen  wurde. 

Anhang  II.  C.  2)  :  Q  =  292°  56'  42"o  %  =    6°  56'  g"6. 

,,        ,,  C.  3a)  u.  3b):  u,=  118°  28'  ii"8  u,„=  130^0'  l"2 

Probe :  [u„, —  u,)  =  1 1°  31'  49^2 . 

„        „  C.  4)  :  V,  =     10^  49'  28"6  v„,=  22""  21'  i8"o 

OJ    =    lOf  38'  43"2  7t   =   40«  35'  25^2 

log  q  =  0-042  524. 
„         „  C.  5)  :  Td)  =  20.36752  7(3)  =  20.36742 

T  =  Nov.  20-367  470; 

die  Elemente,  übersichtlich  zusammengestellt,  sind  daher: 

T  =  1869  Nov.  20-367  470  mittl.  Berliner  Zeit 

^   =      40*"  35'  2^2    \ 

Q   =  292°  56'  42"o  \  Mittl.  Aequinoct. 
i  =       6«  56'    9"6  I  1869.0 

log  q  =       0.042  524; 

die  Hauptzahlen  für  die  Darstellung  des  mittleren  Ortes  nach  Anhang  II.  D.  findet 
man:  ^^  _  y    =  +  x4-054  631 


t>„  = 

i6°4o'3i"i 

.      log  r„  = 

0-051  753 

A,°= 

o°4i'i3"3 

V-  JT    =  1°  59'  9"9 

ßf== 

19°  48'  3"8 

sin  (Kr-  n)   =  8.539  788 

dl„  coaß   = 

+    3"9 

tang/^„°=  9556  354 

dß„  = 

+  34-1 

cotg  J°  =  8-983  434. 

Diese  Darstellung  ist  keine  genügende,  doch  trifft  die  Methode  deshalb  kein  Vor- 
wurf, denn  der  für  cotg  J^  gefundene  Werth  stimmt  mit  dem  der  Rechnung  zu 
Grunde  gelegten  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnung;  man  hätte  nur  A,,°um  0^4 
zu  vermehren,  damit  der  berechnete  Ort  völlig  in  dem  gewählten  grössten  Kreise 
liege,  und  es  hat  die  Methode  also,  da  die  Differenz  von  0^4  in  der  Länge  sich 
durch  eine  sechsstellige  Rechnung  nicht  verbürgen  lässt,  in  der  ersten  Annäherung 
auf  die  strengen  Werthe  geführt;  weitere  Annäherungen  würden  keine  bessere  Dar- 
stellung erzielen  lassen.  Da  der  Komet  der  Aussage  der  Beobachter  nach  ausser- 
ordentlich schwierig  zu  beobachten  war,  so  könnte  die  grössere  Abweichung  immer- 
hin den  Beobachtungsfehlem  zugeschrieben  werden,  doch  hat  gewiss  auch  die  schon 
früher  erwähnte  Thatsache,  dass  der  Komet  eine  sehr  kurze  Umlaufszeit  hat,  einen 
Beitrag  zu  dieser  grossen  Differenz  geliefert. 
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Wiewohl  nach  den  gemachten  Bemerkungen  durch  eine  Verhesserung  der 
Näherungsannahmen  in  der  Darstellung  des  mittleren  Ortes  nichts  wesentliches 
gewonnen  werden  kann,  sollen  zur  Erläuterung  der  diesbezüglichen  Methode  die 
Werthe  für  die  zweite  Annäherung  aufgesucht  werden.  Die  hierzu  nöthige  Berech- 
nung der  Formeln  23)  (pag.  290)  gestaltet  sich  überaus  einfach,  da  ein  grosser  Theil 
der  in  denselben  auftretenden  Grössen  und  Coefficienten  durch  die  vorangehenden 
Rechnimgen  bekannt  ist;  die  mit  Benützung  der  bereits  ermittelten  Zahlen  voll- 
ständig durchgeführte  Rechnung  stellt  sich  wie  folgt: 

L,  —  n  2^(f  2'  4i"4  i2,8in  [L,  —  JT)        9n964  1 1 1 

L,„—  n  259  12  52.0  [r„r„i\ :  [r,  r,]       9.999  913 

sin  [L,  —  JT)  9n97o  282  I    —  0-920  500 

sin  {L,„ —  JI)  9n992  260  R,,  sin  iL„ —  JI)        9n976  625 

^fff—  v„  5^40'  46"9  [  r,  r,„] :  [  r,  n,]       o-  299  86 1 

^'^—^,  551     2.5  II     +1.890  104 

v„,—  f)^  II  31  49.4  III     —0-967  138 

sin (v„, —  v„)  8995  491  I  +  II  +  III     +  0.002  466 

sin  (f)„—  V,)  9.008  329       log  (I  +  II  +  III)        7.391  993 

sin(t?„/ —  V,)  9300  786  log  m          8-195  574 

sin  (c,„—  vj}  :  sin(t?„ — v,)  9-987  162  log  (m  :  [q,])       8.665  9^7 

r,„:  r,  0.012751  log3f         9.969746 

sin  [Vf„ — V,) :  sin  [v,, —  t?j  0-292  457  Add.         0-021  056 

r„r.  r„  0.007  404  log  [M]         9.990  802 ; 

mit  diesem  Wferthe  von  log  [M)  wird  die  Rechnung  in  derselben  Weise ,  wie  bei 
der  Olbers'schen  Methode  fortgesetzt,  so  dass  es  wohl  nicht  nöthig  erscheint,  ihren 
Gang  hier  besonders  anzuführen.  Bildet  man  das  Verhältnis  q,„:  q,,  wie  dies  die 
Zahlen  des  letzten  Versuches  (vergl.  pag.  334)  ergeben,  so  findet  man  für  dasselbe 

den  Logarithmus: 

log|^'=  9-990813; 

dieser  Werth  stellt  gewissermassen  denjenigen  Logarithmus  von  [M)  dar,  welcher 
der  ersten  Bahnbestimmimg  zu  Grunde  gelegt  war,  und  weicht  von  dem  eben  er- 
haltenen strengen  Werthe  nur  um  1 1  Einheiten  der  sechsten  Decimale  ab,  liegt 
also  hinsichtlich  der  Unsicherheit,  mit  welcher  m  :  q,  erhalten  werden  kann,  völlig 
innerhalb  der  Genauigkeitsgrenzen  einer  sechstelligen  Rechnung,  so  dass  in  der  That, 
wie  dies  schon  oben  (pag.  336)  bemerkt  wurde,  durch  Einführung  des  verbesserten 
Werthes  von  [M]  eine  bessere  Darstellung  des  mittleren  Ortes  nicht  erreicht  werden 
wird. 

Um  nun  an  einem  dritten  und  letzten  Beispiele  für  die  Bestimmung  parabo- 
lischer Elemente  jenes  Verfahren  zu  erläutern,  welches  eingeschlagen  werden  kann, 
wenn  bereits  Näherungen  für  die  zu  suchenden  Elemente  vorliegen,  sollen  zwei 
Beobachtungen  des  Kometen  III.  1881  in  Verbindung  mit  dem  oben  ipag.  329)  ge- 

Oppolter,   BahnbeHtimmQnflfen.   I.    2.  Aoflage.  43 
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bildeten  Normalorte  herangezogen,  und  die  oben  (pag.  325)  ermittelten  Elemente 
hierbei  als  Näherungswerthe  benützt  werden.  Die  beiden  Beobachtungen,  welche 
von  dem  Normalorte  der  Zeit  nach  nahezu  gleich  weit  abstehen  und  die  Zwischen- 
zeit von  61  Tagen  umfassen,  seien: 

Beobachtungsort      Ortsieit  app.  a  app.  &  log  q  Abemt 

1881  Mai  28  Cordoba      6^52*^5*7       5^^  1*^35*90    _3i«59'4"3     ^.8048     —  s'^iS'i 
,,     Juli  28  Marseille  10  39    5*0    1239    22-53    +80  57  39"o     9-9818     — 7   58-2. 

Neben  diesen  Beobachtungen  sind  die  aus  den  genäherten  Elementen  abgeleiteten 
geocentrischen  Distanzen  und  die  daraus  resultirenden  Aberrationszeiten  angesetzt: 
die  Yorbereitimg  dieser  Beobachtungen  zur  Bahnbestimmung  kann  daher  nach  den 
Vorschriften  des  Anhanges  I.  B.  durchgeführt  werden.  Cordoba  liegt  5*  lo***  20*0 
und  Marseille  32*^0*3  westlich  von  Berlin;  mit  Rücksickt  auf  die  Aberrationszeiten 
werden  daher,  da  der  mittlere  Sonnenort  sich  schon  auf  Juni  28-5  Berliner  Zeit 
bezieht,  und  der  Bildung  nach  die  Aberrationscorretion  enttuQt,  die  drei  Beobach- 
tungszeiten und  die  für  dieselben  dem  Berliner  Jahrbuche  zu  entlehnenden  Sonnen- 
coordinaten  und  Reductionscoefficienten  sein: 

mitd.  Äquat.  i88i*o 

X  B  logÄ  /  \o%g  G 

1 881  Mai  28-498  005       67°4o'36"7     —  d'bz     0-006017     +  33"6i     1.1690    8^11' 

Juni  28-500000       97    17  35-4     —  i«o8     0-007210     -+-38-48     1-2281     8  31 

Juli  28-460499     125    52  50-2     — 1-07     0-006534     +42-90     1-2742     7   18. 

Die  beiden  äusseren  Beobachtungen   sind  nach  Anhang  I.  B.  3)  von  der  Parallaxe 

zu  befreien;    die  Rechnung  stellt  sieh  mit  Benützung  der  Tafel  III  wie  folgt* 

Cordoba  Marseille  Cordoba  Maneille 

Ortszeit      6*  52»**  5*7         10*  39»»  5*0  y  83**  2*5      97"  »'3 

Accelerat.    -f-    i    7'7           +145.0  y  —  cf  115  i«6      164-7 

Stemeeit  im  B.  Mittag  -f-  Red.       4  25  11.6            8  25    5-9  A  :  (>  9*8974      9'^$^^ 

Orts-Sternzeit  6     11  18  350          19    555-9  sin  (6  —  a)  sec  cT  00703      0-8009 

6  26  33 '4  Parall.  in«  +0*93     4-2*83 


e  —  tt 


{6  16  59-1 
94**  14' 8 


96"  38'  3  siniy  —  <fj  9-9572  9-4414 

coscf    9*9285               9-1962  sin>^  9*9968  99967 

sin  (6  — «)     99988                9*9971  sin  fy  —  d)co9ecy  9-9604  9*4457 

cos  (6  — «)     8^8696               9no629  D  :  Q  0^8566  0-7991 

tangy'    9m783i               99714  Parall.  incf  —6^6  -^  1"%, 

Bringt  man  diese  Correctionen  an  die  beobachteten  Werthe  an,  so  erhält  man,  da 
die  Aberration  bereits  vollständig  berücksichtigt  ist,  sofort  wahre  Orte  d.  h.  die 
Coordinaten  erscheinen  auf  das  wahre  Äquinoctium  bezogen,  auf  welches  sich  übrigens 
seiner  Bildung  nach  auch  der  Normalort  bezieht;  berechnet  man  mit  Hilfe  iex 
oben  mitgetheilten  Reductionscoefficienten  Jf,  ff  und  G  nach  Anhang  I.  B.  4)  die 
mittleren  Coordinaten  und  setzt  die  Hauptzahlen  der  Rechnung  neben  einander  hier 
an,  so  findet  sich: 

wahre  «.  wahre  <f.     /H-^in((?-f-a)tg<f.  gcoBlO-^a),     mittl.  «.  mitd.  <f. 

I  75«24'i2"4  —  31^59'  io"9  +24"4  +  i"6  75«23'48"o  -3,«59'i2''5 
Z  89  39  31.6  .+-63  7  42.1  +7i;5  —  2-4  89  38  201  +63  7  44-5 
3  189   51    20«4     +80   57  40-8  +  8-1    — i8-o     189  51   12-3     4- 80  57  58«8. 
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Diese  mittleren  äquatorealen  Coordinaten  sind  mit  der  mittleren  Schiefe  der  Ekliptik 
für  i88i-o  (€  =  23*^27'  i7"i)  nach  den  Formeln  des  Anhanges  I.  B.  6)  in  eklip- 
tikale  umzusetzen  (über  die  Anordnung  der  Rechnung  vergl.  pag.  15  und  pag.  314) 
imd  man  erhält: 


k 

ß' 

I 

68°  28'  20*3 

-54"2ri7"3 

2 

89   47   16.7 

+  39   40  28-6 

3 

112   46  35'i 

4-  66   26  49-1. 

Um  nun  auch  die  Sonnenbreiten  zu  eliminiren,  hat  man  sich  der  Formel  des  An- 
hanget I.  B,  7)  zu  bedienen  und  findet  demnach: 

I.                 2.  3. 

coBß'     9-7655  9-8863  9«6oi6 

—  B    9-7924  0.0334  0.0294 

I  :  Q     01953  0.4318  0-0182 

dß'     +o"6  +2"2  +o"4. 

Es  liegen  also  [vergl.  Anhang  II.  A.  1)]  der  Bahnbestimmung  folgende  Zahlen  zu 
Grunde: 

mittl.  Berliner  Zeit                   X  ß                               L                     logR 

1881  Mai  28.498  005        68°  28'  2o"3  —  54°  21'  i6"7        67**  40'  36"7       0-006  017 

Juni  28.500000        89   47    16.7  +39   40  30.8        97    17   35-4       0-007210 

Juli  28460499      112    46  35-1  +  66    26  495       125    52   50-2       0.006534. 

Bei  der  grossen  heliocentrischen  Bewegung  von  mehr  als  100°  würde  die  Anwen- 
dung der  bei  ersten  Bahnbestimmungen  als  zulässig  erkannten  Näherungen  kaum 
eine  hinreichende  Convergenz  der  Hypothesen  darbieten,  weshalb  man  die  For- 
meln 23)  (pag.  290)  zur  Bestimmung  des  Werthes  von  (M)  benützen  wird.  /  und  JI 
soUen  nach  den  Formeln  12b)  (pag.  285)  und  12c)  (pag.  286)  ermittelt  werden,  weil 
wegen  der  Gjösse  der  geocentrischen  Bewegimg  die  Näherungsformeln  12a)  (pag.  285) 
kaum  eine  genügende  Annäherung  geben  würden. 

Die  oben  berechnete  Ephemeride  ergibt  für  Juni  28*5  sofort: 

rfa  =  4-  372*72  =  +  5590"^ 
dd=  +  ioo22"8 ; 
die  Rechnung  stellt  sich  wie  folgt: 


cosa 

7-7995 

cos  ß  sin  Tj 

7-3994 

dßi 

+  10023" 

sin  6 

9-5999 

C08/5? 

9-8863 

dßi 

—  8" 

sina 

o-oooo 

cosßcosri 

9-8863 

dß 

+  10015" 

sin^ 

9.9504 

siniy 

7-5131 

{dlcOBß)t 

+  33" 

cos« 

9.9625 

cos  TJ 

00000 

{dXcoaß)^ 

+  2527" 

COSÄ 

9-6551 

da 

3-7475 

dXcoaß 

2560" 

logl 

9-6176 

log()^A,cos/!:f 

3-4082 

log  II 

9-5503 

da  cos  d 

3.4026 

dl 

3-5219 

Add. 

0-2687 

dd 

4-0010 

dß 

4-0006. 
43» 
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Man  hat  daher  für  tg/co8(i„  —  11}  [vergl.  12a)  pag.  285^  anzunehmen:  %52i  300, 
wobei  die  fehlenden  Decimalen  durch  Nullen  ersetzt  sind;  dieser  Relation  braucht, 
wie  es  in  der  Natur  der  Sache  liegt,  nur  näherungsweise  genügt  zu  werden,  wäh- 
rend die  andere  Relation  ziu:  Bestimmung  von  /  und  11 : 

tg/sin  (X„  —  JT)  =  tg/^„ , 

in  voller  Schärfe  in  Rechnung  gezogen  werden  muss;  letztere  Relation  enthält 
nämlich  die  Bedingung,  dass  der  grösste  Kreis  durch  die  mittlere  Beobachtung 
hindurch  gelegt  erscheine,  während  die  erstere  die  Lage  desselben  bezeichnet, 
welche  Lage  an  sich  willkürlich,  hier  aber  so  bestimmt  ist,  dass  den  Beobachtimgs- 
fehlem  der  möglichst  geringe  Einfluss  eingeräumt  wird. 

Die  Berechnung  von  [M]  nach  den  Formeln  23)  (pag.  290)  erfordert  die 
Kenntnis  der  drei  Radienvectoren  und  wahren  Anomalien,  so  wie  der  Werthe  von 
n  und  cotg/,  wofür  man  mit  Hilfe  der  oben  (pag.  325)  ermittelten  Elemente  d^ 
Kometen  erhält: 


I. 

2. 

3- 

Jt    —  18-991  000 

+  I2-OIO  995 

+  41-971  494 

log^^             1^278  548 

I-079  579 

1-622  954 

logJlf            1^479  923 

1-280  954 

1-824329  (Tafel  IV) 

V    -.38°5i'2"9 

+  25°43'2o"4 

+  69°  50'  52"4 

\v    —  19   25   31.4 

+  12    5«   402 

+  34    55    26-2 

cos|i;2          9*949092 

9-977  932 

9-827  535 

logr          9-916  658 

9887  818 

0-038  215; 

für  die  Berechnung  von  11  und 

cotgJ  hat  man: 

tgß,  =  tgJsin(k„  —  n)  = 

9-918  808 

9-967  711 

—  Jß  =  tg/cos(^„  —  TT)  =  9^521  300 

A.  — JI=  111^49'  i5"9 
logcotg/=  0-048  903 

—  n=:22''  l'59"2; 

nimmt  man   noch  log  [^J  =  9-804  780  an,  [welcher  Werth  "aus  den  oben  (pag.  325) 

ermittelten  Elementen  resultirt,  so  stellt  sich  dann  die  Rechnung  von  [M]  nach  23) 
(pag.  290)  wie  folgt: 

K  —  n       90^  30'  i9"5                                 sin  (v„,  —  V,)  9-976  450 

l„,—  n      134   48   34-3         sin  [v„,  —  v„)  :  sin  (v,,  —  i^,)  9887  002 

L,  —  n        89   42   35-9                                             n„  :  r,  0-121537 

L„ —  71      119    19   34-6        sin  [v,„  —  v)  :  sin  [v„  '^—  v)  0-020  698 

L,„—n      147    54  49-4                                             r^-r,,  0-150397 

sin  {L,  —  JI)     9  -999  994                                  R,  sin  [L,  —  il)  o-oo6  01 1 

sin  (A,  —  il)     9.940  439                                      [r„r„,]  :  [r,r„]  0008  559 

sin(L„,  —  JI)     9-725  255                                                          I  +  1-034  117 

III  =  i?,„sin  [L„,  —  n)    9.731  789                           —  JK„sin  [L„  —  H)  9^947  649 
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v„,  —  v„ 

44°    7'32"o 

[r,r,„]  :  [r,r„] 

0-171  095 

v„  —  v, 

64   34  23-3 

II 

—  1-314448 

Vm V, 

108  41   55-3 

III 

+  0.539  249 

sin  (v,„  —  v„) 

9842  754 

I  +  II  +  III 

+  0-258  918 

sin  (v„  —  V,) 

9-955  752 

log  (1  + 11  + III) 

9-413  »63 

sin/if. 

9n909  898 

logiVj 

o-oii  126 

cos/?. 

9-765  495 

Subt. 

9-859  544 

sin  (X,  —  JT) 

9-999  983 

logiV 

9,870  670 

log^ 

9.765  478 

OT  =  (I  -1-  II  +  III)  :  N 

9n542  493 

logZ, 

9,958  801 

log[?,] 

9-804  780 

Add. 

0-215  038 

Z:N, 

0-303  169 

logZ 

0,173  839 

[r„r,„]  :  [r,r„] 

0-008  559 

sin/?,,, 

9-962  223 

logM 

0-311  728 

cos/?,,, 

9'6oi  621 

m  :  [?,] 

9n737  713 

sin(A„,  — JI) 

9-850  924 

Subt. 

9-865  295 

logiV, 

9-452  545 

.    log(3f) 

0-177  023. 

Mit  diesem  Werthe  von  log(3f)  ist  die  Rechnung  ganz  nach  den  für  die  Olbers- 
sche  Methode  gegebenen  Vorschriften  durchzufiihren ;  da  für  dieselbe  aber  bereits 
oben  (pag.  3 1 7  ff.)  ein  ausfuhrliches  Beispiel  gegeben  wurde,  so  beschränke  ich  mich 
hier  auf  die  Mittheilung  der  Hauptmomente  der  Rechnung ;  man  wird  finden : 


G 

186°  43'  3"o 

em<p 

9-991  343 

^0^9 

9-994  268 

cmtp 

9-295  970 

H 

178°  29' 42"! 

sxntj). 

9-909  919 

logÄ 

0-349  410 

cosj/>. 

9-765  453 

sin^ 

9-991  159 

sint/;,,. 

9-964  334 

cos^ 

9-300  457 

COS%f)„, 

9-590  161. 

Die  für  die  Auflösung  der  Gleichungen  durch  Versuche  nöthigen  Hilfsgrössen  sind : 

logr  0.321673  \o%B„,  9-793845 

log  r  9-636  201  log  Ct„  9-970  868 

log^  9-663938                     /  +0.503577 

logÄ,  9.915936                     /,,  +0.175565. 

Für  z  wird  man  im  ersten  Versuche  jenen" Werth  nehmen,  welcher  aus  den  ge- 
näherten Elementen  für  log  (r,  +  r,„)  folgt,  hier  also  a:  =  0282  705  und  dann 
y  ==  0.282  698  finden;  die  Differenz  von  7  Einheiten  der  sechsten  Decimale  wird 
mit  Hilfe  der  bekannten  Differentialformel  zur  Bestimmung  des  wahren  Werthes 
von  X  verwerthet  werden  können;  es  findet  sich  log»  =  00953  und  hiermit  der 
wahre  Werth  loga;  =  0*282  699,  aus  welchem  sich  weiter  ergibt: 

logn    =  9-916  645 

logn,,  =0.038  215 

logß,   =  9-804  786 

log?,,,  =  9-981  809. 
Aus  den  beiden  letzten  Werthen  können  die  Elemente  abgeleitet  werden. 
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Bei  diesen  Versuchen  nähert  man  sich  der  Grenze  der  (i  Tafel ;  würde  dieselbe 
überschritten  werden,  so  könnte  man  sich  des  auf  pag.  297  und  298  auseinander- 
gesetzten Verfahrens,  welches  die  Euler'sche  Gleichung  in  ihrer  ursprünglichen 
Form  in  Verwendung  zieht,  bedienen ;  die  Auflösung  nach  dieser  Methode  soU  hier 
ausfuhrlich  erläutert  werden.  Man  wird  den  ersten  Versuch  auf  den  Werth  q,  =  [f] 
aufbauen  und  erhalten : 

+  0-637  940 

+  0*047  100 

8673  021 

8-757  085 

9.999  292 

4-  0-958  966 

9.751  185 

9.780  317 

9-932  655 

+  0.550677 

9-740  897 
0-104  69^ 
9.790  888 

Unter  der  hier  gemachten  Annahme  über  q,  findet  sich  fiir  log  6  i  (t,„  —  t)  der 
Werth  0-798  790,  während  aus  der  Zwischenzeit  der  Werth  0-798  794  folgt;  es  ist 
somit  ^  =  -}-  O'ooo  004.  Verwerthet  man  diesen  Unterschied,  um  mit  Hilfe  der 
Difierentialformel  den  wahren  Werth  von  q,  zu  finden,  so  stellt  sich  die  Rechnung 
wie  folgt: 


[Q.] 

M- 

-  R,COBtfl, 

log([?,]- 

-B.coatp,) 

tgö. 

cosö. 

W  [?J 

(M)  [Q,]  - 

R„,C08tp„, 

tangö,,, 

cosö,,, 

[?J 

—  f  sinqp 

log  ([?,]- 

—  ^sinqp) 

tang^ 

cos^ 

logn 

9-916  644 

logr,,, 

0-038  213 

Add. 

0-244  485 

r;  +  r„, 

0-282  698 

s 

0.194723 

Add. 

0.259  266 

Subt. 

9-351  306 

r,  +  r,„  +  8 

0-541  964 

Vr,  +  r„,  +  8 

0-270  982 

r,  +  r,„  —  8 

9.546  029 

Vr,  +  r,„  —  8 

9-773  014 

logl 

0-812  946 

log  II 

9^319043 

Subt. 

9.985  844. 

*                                       8inö„, 

9-7130 

[M)smd„ 

9-8900 

logl 

0-6845 

sine, 

8-7564 

logll 

97390 

Add. 

0-0308 

Add. 

0-0466 

{M)smd,„  +  sinö. 

9-9208 

log(i  -.N) 

0-73H 

Asin^ 

0-2450 

4&N:  Mod. 

8-4688 

Add. 

0-1685 

(t,„  -  t,) 

1-7851 

Subt. 

0-0452 

log^ 

4-6021 

[M]  8in<?„,  +  «me;+  Äsin* 

0-4135 

logdQ, 

4-8560 

[M]  sin  dm  +  sin  6,  —  h  sin  ^ 

9^9660 

rf?, 

+  0-000  007 ; 

es  ist  sonach  der  verbesserte  Werth  von  p,  =  +  0-637947,  daher  mit  Rücksicht  auf 

den  Werth  log  iM)i  ,  00 

^^    ^  log?,  =9.804785 

log?,,,  =  9-901  808, 

aus  welchen  Werthen  die  Elemente  abgeleitet  werden  können.  Wie  man  sieht, 
stimmen  die  so  erhaltenen  Werthe  innerhalb  der  Unsicherheit  der  logarithmisehen 
Rechnung  mit  jenen,  welche  die  erste  Methode  geliefert  hat ;  für  die  Ableitung  des. 
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Elemente  sind  jedoch  die  früher  (pag.  341)  erhaltenen  Zahlen,  nämlich  log  ^,  =  9  »804  786 
und  logp,„  =  9*981  809  benützt  worden.  Die  Hauptmomente  der  Kechnung  (über 
deren  Anlage  vergl.  pag.  320 ff.)  sind: 

Anhang  II.  C.   i)  :                          /,  =  247«  12'  59"!  l,„  =  313"  35'  i8"o 

log tg  *.  =  9fi9o6  992  log tg  b„,  =  0-132  600 

logr,  =  9-916  645  logr,,,  =  0-038  215. 

Anhang  II.  C.  2)  :                         Q  =  270«  58'    6"i  i  =  63**  28'  56"o. 

„         „    C.  3a)  u.  3b):          w,  =  3i5"24'54"5  u„,  =  t^^    i    2% 

Probe  {u,„  —  u,)  =  108°  42'  7^2  \ 
es  ist  also  anzunehmen: 

u,=       315°  24' 54"?  «.'=    64°    7'2"4. 

Anhang  II.  C.  4)  :              v,  =  —    38°  51'    5^4  ^r.  =    69«  5i'  2^3 

w  =        354°  16'    o"i  7t  =  265°  14'  6"2 
logj  =  9-865  734. 

;,         M    C.  5) :           ^(1)  =        16-48835  ^(3)  =  16.48859 

r=  Juni  16-488  470. 

Die  Darstellung  des  mittleren  Ortes  nach  Anhang  II.  D.  wird  (vergl.  das  ausführ- 
liche Beispiel  auf  pag.  322  und  323): 

t„ —  T=       I2-OII  530 
Vn  =  +  25^  43'  28"9 
logr,,  =       9-887  806  dX„  =  +  io"o 

r„=       89^47'    6"7  dk„cosß,,  =  +    7"7 

A  =  +  39"  40' 38"8  dß„  =  -    8"o. 

Berechnet  man  nun  cotg/°,  so  findet  sich: 

logcotg/°  =  0-048  876, 

welcher  Werth  um  27  Einheiten  der  sechsten  Decimale  kleiner  ist,  als  logcotg/; 
es  sind  somit  die  Verbesserungen  der  Dreiecksflächen  einer  Correctur  fähig.  Bei 
der  Grösse  der  heliocentrischen  Bewegung  liesse  sich  jedoch  eine  rasche  Convergenz 
nicht  mit  Sicherheit  erwarten,  wenn  man  die  Formeln  23)  (pag.  290)  zur  Ermitt- 
lung eines  neuen  Werthes  für  log  (3£)  auf  Grundlage  der  eben  erhaltenen  Elemente 
heranzöge;  es  wird  in  einem  solchen  Falle  die  willkürliche  Variation  von  log ('3/)" 
und  das  Einschlagen  des  auf  pag.  300  auseinandergesetzten  Weges  weit  empfehlens- 
werther  sein.  Indem  rflog  (M)  =  -}-  o-ooo  400  angenommen  wurde,  ergab  die  An- 
wendung der  Formeln    46)   und   47)    (pag.   303)    (vergl.    das  ausführUche  Beispiel 

^^***   ^^"^^ '  dQ,  =  —  o-ooo  422 ; 

es  ist  sonach  für  die  Ableitung  der  Elemente  anzuwenden: 

log?f  =  9*804  498 


log  e„,  =  9-981  921, 

.Google 
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aus  welchen  Zahlen  die  folgenden  Besultate  erhalten  wurden: 
Anhang  II.  C.   i)  :  i  =  247°  13'  o"8  l„  =  31  f  35'  29^2 

logtg b,  =  9^906  538  logtgi,^  =  0.132  774 

logr,  =  9-916  632  logn,,  =  0.038  266. 

Q  =     270°  56'  42"2  i  =    6f  28'  47"5 

u,=      3i5°26'59"3  u„,=    64°    S'io'V 

v,  =  —  38''  49'  59"4  v,„  =    69°  5 1 '  1 2" 2. 

w  =     354°  16'  58"7  TT  =  265°  13'  4o"9 

logy  =  9.865  772. 
,,        7,     ,7    5)  '  ^(1)  =  16.48040  7(3)  =  16.48030 

r=  Juni  16.480  350. 
Die  Darstellung  des  mittleren  Ortes  fand  sich: 
t„ —  T  12.01965 

v„  25°  44'  i6"o 

log  r„  9.887  868  dX„  =  —  64^4 

A,°        89°  48'  2i"i     dk„cos  ßr,  =  —  49"5 
ß.""   +  39°  43'  i9''i  dß„  =  — 168"3. 

Die  Formeln  38)  (pag.  300)  ergaben  die  folgenden  Bedingungsgleichungen: 

+  io"o  =  +   74^4  ^ 
—   8.0  =  +160.3  ^7 
woraus  sich  nach  39)  (pag.  301)  der  wahrscheinlichste  Werth  von  x,  nämlich: 

loga:  =  8^4631, 
findet,  der  in  der  Darstellung  des  mittleren  Ortes  die  Fehler: 

dl„cosß„=  +9"4 

dK=  —3-3  7 
übrig  lässt.   Da  die  heliocentrische  Bewegung  sehr  gross  ist,  so  wird  man  sich  zur 
Ermittlung  der  wahrscheinlichsten  Elemente  mit  Vortheil  der  Formel  41)  (pag.  301) 
bedienen  und  daraus  erhalten : 


Eo 

El 

^1-^0 

■{Ei-E^x 

T 

16-488  470 

16480  350 



0008120 

+   0.000236 

7t 

265°  14'  6"2 

265°i3'4o"9 

^    — 

25"3 

+            o"7 

Q 

270   58  6-1 

270     56    422 



83-9 

+            2.4 

t 

63  28  56-0 

63     28    47.5 



8-5 

+            0.2 

log  j 

9-865  734 

9.865    772 

+ 

0-000038 

OOOOOOI. 

Es  sind  daher  die  aus  den  obigen  Beobachtungen  nach  der  benützten  Methode  er- 
mittelten und  als  wahrscheinlichste  zu  bezeichnenden  Elemente: 

(f  III  1881: 
r  =  1881  Juni  16.488  706  mittl.  Berl.  Zeit 


jt  =  265«  14'  6"9     I 

Q  =  270    58    8.5     \  mittl.  Äqi 

i  z=     tx    28  562     ' 


uin.  18810 


63    28  56 
log  q  =     9.865  733 
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Diese  Elemente  sollen  die  äusseren  Beobachtungen  völlig,  die  mittlere  aber  nach 
Massgabe  der  aus  den  Bedingungsgleichungen  folgenden  Werthe  darstellen.  Eine 
directe,  sechsstellig  geführte  Rechnung  bestätigt  diese  Voraussetzung  innerhalb  der 
Unsicherheitsgrenzen  der  Rechnung;    es  findet  sich  nämlich: 

I.  2.  3. 

dl  cos  ß        —  o"5         +9"5         +o"4 
dß        —  0.3        —  3-6         +  0.6. 

Die  Darstellung  des  mittleren  Ortes  ist  nicht  ganz  befriedigend,  wäre  jedoch  immer- 
hin durch  Beobachtungsfehler,  die  den  äusseren  Beobachtungen  anhaften,  erklärbar, 
wenn  nicht  in  diesem  Falle  die  Abweichung  der  Hauptsache  nach  der  EUipticität 
der  Bahn  des  Kometen  zugeschrieben  werden  müsste. 

7.  Bestimmang  der  Bahn  eines  Sternschnuppensch warmes  aas  seinem 

Badiationspnnkte. 

Durch  die  epochemachenden  Arbeiten  Schiaparelli^s  kann  es  als  erwiesen 
betrachtet  werden,  dass  die  Sternschnuppen  kleine  kosmische  Körper  sind,  welche 
sich  schwarmweise  in  nahezu  parabolischen  Bahnen  um  die  Sonne  bewegen;  ge- 
langt nun  ein  solcher  Schwann  oder  gelangen  Bruchtheile  desselben  in  unsere 
Atmosphäre,  so  erscheinen  uns  diese  Körperchen  in  der  unter  dem  Namen  Stern- 
schnuppen bekannten  Form.  Die  einem  Schwärme  angehörigen  Sternschnuppen 
werden  sich  der  Hauptsache  nach  parallel  mit  einander  fortbewegen,  die  einem 
Beobachter  sichtbaren  Meteore  dieses  Schwarmes  also  von  einem  Punkte  des  Him- 
mels herzukommen  scheinen;  in  der  That  hat  die  Beobachtung  erkennen  lassen, 
dass  innerhalb  eines  beschränkten  Zeitraums  die  scheinbaren  Bahnen  vieler  Stern- 
schnuppen, nach  rückwärts  verlängert,  sich  nahezu  in  einem  Punkte,  dem  Radiations- 
punkte, schneiden.  Die  Lage  dieses  Radiationspunktes,  dessen  Länge  mit  /  imd 
dessen  Breite  mit  b  bezeichnet  werden  soll,  ist  bedingt  durch  die  relative  Bewegung 
des  Schwarmes  gegen  den  Beobachter.  Bezeichnet  man  die  drei  den  Coordinaten- 
achsen  parallelen  Componenten  dieser  relativen  Bewegung  mit  ^,  -^  und  ^,  die 
Änderung  der  Coordinaten  des  Beobachtungsortes  mit  "  ,  ^  und  ^ ,  und  endlich 
die  Änderung  der  heliocentrischen  Coordinaten  der  Meteoriten  mit  ,  ,  ^^ ,  ^^ ,  so 
bestehen  die  Gleichungen :  jj,        j|       j  Y 


dt  dt  "*"   dt 

dy  __  dji         dV 

dt    ~  dt  '^   dt 

fjz  _  d::      dZ 

dt    ~~   dt  "^   dt 


I) 


Der  heUocentrische  Ort  der  Sternschnuppe  im  Moment  der  Sichtbarkeit  kann  ohne 
merklichen  Fehler  als  itlentisch  mit  dem  heliocentrischen  Erdort  angenommen  wer- 
den, so  dass  ihre  heliocentrischen  Coordinaten  als  bekannt  zu  betrachten  sind.  Wären 
die  relativen    Geschwindigkeiten  -y ,  -,|  und  '  ^  gegeben ,  so  würden  die  heliocentri- 

Oppolzer,    Bahnbestimmungen.    I.    2.  Auflage.  •ll 
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sehen  sofort  mit  Hilfe  der  Relationen  i)  gefunden  werden  können  und  man  hatte 
daher  genügende  Angaben  zur  Ermittlung  der  Elemente.  Die  nach  den  Achsen 
zerlegten  relativen  Geschwindigkeiten  sind  aber  durch  die  Angabe  des  fiadiations- 
punktes  nur  theilweise  bekannt.  Bezeichnet  man  die  relative  Greschwindigkeit  mit  yi, 
so  dass  y  das  Verhältnis  der  relativen  Geschwindigkeit  gegen  die  Gauss 'sehe 
Attractionsconstante  h  vorstellt,  so  wird: 


-TZ  =  —  yA;  cos  /  cos  Ä 
T~  =  —  yk  sin  /cos  b 
=  —  yk  sin  b  , 


2) 


dt 

in  welchen  Formeln  das  negative  Vorzeichen  seine  Erklärung  darin  findet,  dass 
die  Sehlinie  der  Bewegungsrichtung  entgegengesetzt  ist.  Da,  wie  oben  erwähnt, 
aus  Schiaparelli^s  Untersuchungen  hervorgeht,  dass  die  Sternschnuppen  sich  in 
parabolischen  Bahnen  bewegen,  so  besteht  nach  Gleichung  25)  [pag.  50]  die  Relation: 


tr+@r+(r=^'=4'.      3) 


in  welcher  JB  den  heliocentrischen  Abstand  der  Erde  darstellt.    Die  Gleichungen  i 
quadrirt  und  addirt,  ergeben  mit  Rücksicht  auf  2)  und  3) : 

*w  x=  yU-2 —  2yAco8/cosJ-^  —  2yÄsin /cosÄ -^ 2yk%\nbj-  + 


+(?)■+ rir+is)"' 


welche  quadratische  Gleichung,  da  die  Änderungen  der  Coordinaten  X.  Y  undZ  als 
bekannt  vorausgesetzt  werden  können,  nur  die  Unbekannte  y  enthält.  Ist  somit  7 
bekannt,  so  sind  die  zur  Ermittlung  der  Elemente  nöthigen  Angaben  vorhanden. 

Die  Änderungen  der  Coordinaten  des  Beobachtungsortes  sind  aus  zwei  wesent- 
lich verschiedenen  Bewegungen  zusammengesetzt,  nämlich  einer  jährlichen  und 
einer  täglichen.  Letztere  wird  im  Maximum  etwa  sechzigmal  kleiner  sein  als  die 
erstere,  kann  demnach  bei  solchen  Rechnungen,  bei  denen  nicht  die  äusserste  Ge- 
nauigkeit angestrebt  wird,  übergangen  werden.  Es  wird  sich  daher  empfehlen,  die 
Ekliptik  als  Fundamentalebene  zu  wählen,    demnach: 

dZ 

zu  setzen,  unter  welcher  bereits  bei  der  Annahme  über  die  Bedeutung  der  Coor- 
dinaten /  und  b  vorgreifend  benützten  Voraussetzung ,  die  Gleichung  zur  Bestimmung 
von  y  die  Form  (vergl.  25)  pag.  50) : 

,>-fcosi(cos/f +sin/^i')  =   ^-(i-.)  =  .,      4) 

annimmt ;  hierbei  ist  die  Erdmasse  als  gegen  die  Sonnenmasse  verschwindend  klein 
angenommen.  Zur  Bestimmung  der  Geschwindigkeiten  ^  und  -tt  kann  man  die 
bei  der  Aberration  pag.  1 1 3  ermittelten  Werthe  anwenden  und  erhält ,  wenn  man 
in  den  bezüglichen  Ausdrücken,  weil  hier  die  Ekliptik  als  Fundamentalebene  gewählt 
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ist,  €  =  o  setet :  dX^       _^    ^^(sin©  +  sin^) sin«:') 

dt  coBff      dt   ^  *  *^  '    \  c) 

dY                 I        dM .       ^    ,      .  M 

-jT-  = •  -TT  (cos©  +  Sin  r/)  COS  TT ) ,  j 

dt  cos  tp      dt  ^  '  ^  ^ '  ^ 

Man  hat  aber,  wenn  wieder  die  Erdmasse  im  Verhältnis  zur  Sonnenmasse  vernach- 
lässigt wird:  ^^  _     ^    _ 

dt     —    a^k  ~      ' 
und,  wenn  man  ausserdem  die  zweiten  Potenzen  der  Erdbahnexcentricität  übergeht: 
-i-  -jT^  =  sinO  +  sinqp8in7r'=  «sin©'    j 
—  4-  "^  =  cosO  +  sin(jpcos7ir'=  «cos©'.  | 
Quadrirt  und  addirt  man  die  Gleichungen  6),  so  findet  sich  (vergl.  25)  pag.  50): 

wofür,  wenn  die  zweiten  Poteuzeii  der  Excentricität  fortgelassen  werden,  gesetzt 
werden  darf: 

s  =  ^'>  7a) 

ausserdem  wird  innerhalb  derselben  Genauigkeitsgrenzen: 

0'  =  ©  +  sin  qp  sin  [tv'  —  ©) ,  7b) 

und  die  Gleichung  4)  erhält  demnach  die  höchst  einfache  Gestalt: 

«   ,  coBft  Bin  (/  —  ©')  -» 

Die  Einführung  eines  Hilfswinkels  wird  die  Auflösung  dieser  quadratischen  Glei- 
chung wesentlich  bequemer  gestalten;    setzt  man  nämlich: 

^ ^=^.=   C0tg5f,  9) 

so  wird: 

4-1  —  cos  Ä  . 

y  =  — — ; .  10) 

'sin  8  ' 

An  den  Hilfswinkel  z  kann  man  die  Bedingimg  knüpfen,  dass  derselbe  stets  klei- 
ner als  180°  angenommen  werde,  daher  sin;?  stets  positiv  sei;  dann  wird,  da  für  y 
der  Natur  des  Problems  nach  ein  positiver  Werth  resultiren  muss,  in  10)  stets  nur 
das  obere  Vorzeichen  der  Einheit  gewählt  werden  dürfen  und  : 

7  =  tg^z,  11) 

sich  ergeben.  Die  Gleichungen  7),  9)  und  11)  enthalten  in  höchst  einfacher  Weise 
die  Bestimmung  von  /  aus  dem  Radiationspunkte ;  ist  aber  /  gegeben,  so  sind  nach  2) 
die  relativen,  nach  i)  die  heliocentrischen  Geschwindigkeitscomponenten  bekannt 
und  es  stellt  sich  die  Aufgabe,  aus  diesen  Grössen  und  den  durch : 

X  =  —  R  cos  0     I 

y  =  —  jR  sin  0     >  12) 

2  =  0,  j 

bestimmten  heliocentrinühen  Coordinaten  die  Elemente  abzuleiten. 

44* 
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Betrachtet  man  die  Masse  der  Sternschnuppen  gegen  die  der  Sonne  als  rer- 
schwindend  klein,  so  ist  das  im  Zeitelemente  di  durch  den  Badiusvector  überstri- 
chene  Flächenelement  bestimmt  durch  (vergl.  i)  pag.  51): 

r^dv  =  kVpdL 

Projicirt  man  dieses  Flächen  dement  auf  die  Coordinatenebenen  und  bezeichnet  den 
Winkel,  welchen  die  Bahnebene  mit  den  letzteren  bildet,  durch  den  Buchstaben  1, 
der  mit  zwei  den  in  Betracht  gezogenen  Coordinatenebenen  entsprechenden  Indices 
zu  versehen  ist ,  so  sind  offenbar  die  Projectionen : 


kVydt 


cos« 


'xy^ 


kVpdt  cosi 


kVpdtcosi^ 


'yz- 


Betrachtet  man  jenes  Flächenelement  als  positiv,  dessen  zugehöriger  projicirter  Ra- 
diusvector,  vom  positiven  Ende  der  auf  der  Projectionsebene  senkrechten  Coordinate 
aus  gesehen,  die  Fläche  in  dem  der  Bewegung  des  Uhrzeigers  entgegengesetsten 
Sinne  überstreicht,  so  sind  die  Flächenelemente  in  den  diesbezüglichen  Coordinaten- 
ebenen ausgedrückt  durch : 

xdy  —  y<&,  zdx  —  xdz^  ydz  —  zdy. 

Bedenkt  man,  dass  die  Bahnebene  imd  die  Coordinatenebenen  im  Durchschnitt  mit 
der  Ilimmelskugel  grösste  Kreise  bilden,  von  denen  die  durch  die  Coordinaten- 
ebenen gebildeten  sich  rechtwinklig  schneiden ,  bezeichnet  den  sphärischen  Abstand 
des  aufsteigenden  Knotens  der  Bahnebene  in  der  XF- Ebene,  vom  Frühjahrspunkte 
im  Sinne  der  Zeichen  gezählt,  mit  Q,  die  Neigung  mit  «,  so  ist  offenbar,  wenn 
man  die  grössten  Kreise  in  dem  oben  über  die  Bewegungsrichtung^  des  Eadiu»- 
vectors  und  seine  Projectionen  festgesetzten  Sinne  auffasst: 

cos  i^y^  =  cos  t 


cos  (180° —  L 


cos  1 


und  man  hat  daher: 


ys 


=  cos  Q  sin  t 
=  sin  Q  sin  t , 


7  i/~~  •  dy  dx 

kVpco^i  =    "^dt-yTt 

k  Vp  cos  Q  sin  i    =    x^  —  z  jr 


kVpsin  Q  sin «    =     y-^  —  z  -^ 


dt 

dz 

'di 


13) 


Ersetzt  man,  die  Bewegung  fortgesetzt  als  parabolisch  betrachtend,  p  durch  2y,  und 
bedenkt,  dass  zufolge  der  Wahl  der  Ekliptik  als  Fundamentalebene  Z  und  dessen 
Ableitung  der  Null  gleich  sind,  so  findet  sich  mit  Rücksicht  auf  i)  (pag.  345  j 
2)  (pag.  346)  und   12)  (pag.  347)  : 


kVzqcosi 


=        i2  sin  O 


dx 

dt  ' 

dz 


R  cos  ^ 


'dt 


k\  2q cos  Q  sin «    =  —  II cos 0 ^7  =  y^i^cosO sin b 

j —  d" 

AV2ysinQsin«    =  — Äsin©^  =  yAiisinOsini. 


14) 
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Da  kV2q  sin i  einerseits,  ykR  anderseits  den  gemachten  Voraussetzungen  nach  stets 

positiv  sind,  so  wird,  je  nachdem  sin  &  positiv  oder  negativ  ist,  9  =  0oder  9  =  0+i8o° 

sein  müssen;    man  leitet  daher  ohne  Schwierigkeit   aus  diesen  beiden  Gleichungen 

die  Relation:  

Vzq  sin  »  =  ifc  y  Ä  sin  4  15) 

ab ,  in  welcher  das  Vorzeichen  mit  dem  Zeichen  von  sin  b  identisch  genommen 
werden  muss,  so  dass  Vzq  sin  i  jedenfalls  positiv  wird.  In  der  ersten  Gleichung 
in  14)  wird  mit  Rücksicht  auf  i)  (pag.  345),  2)  (pag.  346),  6)  und  7a)  (pag.  347) : 

yjqcosi  =  sinofsino' —  yiJcos/cosJ}  +  cos0{cos0'+  yRsinlcosb) 

oder,  da  cos  (0  —  0')  sich  nur  um  eine  Grösse  zweiter  Ordnung  der  Excentricität 
von  der  Einheit  unterscheidet,  daher  dieser  innerhalb  der  als  zulässig  angenommenen 
Vernachlässigungen  gleich  gesetzt  werden  darf: 

Yzq  cos  »  =  I  +  yÄ  cos  J  sin  (/  —  0) . 

Man  hat  daher  für  die  Bestimmung  von  i  und  q  die  beiden  Gleichungen: 

VzqBiai  =  ±  yltsinb 


Vzqcost  ^  I  4-  yjRcosftsin  (/  —  0). 
Um  die  wahre  Anomalie  v  zu  finden,  differentiire  man  die  Gleichung: 


r  = 

9 

nach  der  Zeit,   wodurch 

man  erhält: 

dr 
dt'~ 

^     1       d^ 

oder  mit  Rücksicht  auf 

Gleichung  i)   [pag  51]: 

es  ist  demnach: 

dr 
dt~ 

/tgit;, 

dr 
""dt 

17) 


da  aber: 

rdr  =  xdx  +  ydy  +  zdz , 


und  z  =  o  ist,  so  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  i)   2)  6)  und  7a): 

L  i^^^  =  yÄcosicos  (/  —  0)  —  sin  (0'  —  0), 

daher: 

*«  1  ..        yÄcosicos  (/  —  0)  —  Bin  (0'  —  0  o 

tgiy=  —y^ .  18 

Hierbei  ist  \  v  zwischen  den  Grenzen  —  90*^  und  +  90®  eingeschlossen ;  als  Probe 

kann  die  Relation: 

q  =  ücos^v^,  19) 

benützt  werden. 
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Das  Argument  der  Breite  u  wird,  je  nachdem  der  Stemschnuppenschwarm  im 
aufsteigenden  (sin  5  negativ)  oder  absteigenden  Knoten  (sinÄ  positiv)  sich  befindet, 
entweder  cP  oder  i8o°,  der  Abstand  des  Perihels  vom  Knoten  also  beziehungsweise: 

(sinJpositiv)     cj  =  u  —  t;  =  i8o°  —  v 
(sin  ft  negativ]     cj  =  u  —  v  =  —  v, 

und  die  Länge  des  Perihels: 

(o  +  Q  =e  —  v  +  i8o°; 


TT  : 


20) 


aus  V  könnte  noch  die  Zeit  des  Perihels  abgeleitet  werden,  doch  wäre  eine  derartige 
Angabe  fiir  einen  in  die  Länge  gezogenen  Schwärm  bedeutungslos. 

Stellt  man  die  bisher  entwickelten  Formeln  zusammen  und  bezeichnet  mit 
/  und  b  die  Länge  und  Breite  des  Stemschnuppenschwarmes ,  mit  O  die  für  die 
Epoche  des  Radiationspunktes  geltende  Sonnenlänge,  mit  R  den  geocentrischen 
Abstand  der  Sonne  für  dieselbe  Epoche,  so  ergeben  sich,  wenn  man  für  die  Be- 
stimmung von  7t'  und  e  die  Werthe  den  Le-Verrie raschen  Sonnentafeln  entlehnt, 
für  die  Berechnung  der  Bahn  eines  Stemschnuppenschwarmes  folgende  Formeln : 

logc'  =  i«76o9 

tt'  =  280°  21'  +  i'o3  {t  —  1850) 
O'  —  O  =  e'sin{7c'  —  O) 
(0'  —  0)  wird  in  Einheiten  der  Bogenminute  erhalten, 
cotg;?  =  -^  cosÄsin(/  —  0') 

z<:  180°. 

y  =  tg^z 


sinÄ  positiv 
Q  =0 
1^2^  sin  i  =  ysin  b 


sinJ  negativ 
Q  =0+  180° 
Vzqsini  =  — ^sinÄ 


21) 


V2qcoBi  =  I  -t-/cosÄsin(/  —  0) 

TT  =  0  —  V  +  180° 

Probe : 

q  =  Bcos^v^. 

Bei  Vernachlässigung  der  ersten  Potenzen  der  Erdbahnexcentricität  (0'  =  0,  JB  =  i) 
würden  sich  diese  Formeln  noch  etwas  einfacher  gestalten ,  ohne  dass  jedoch  bei 
der  an  sich  so  einfachen  Rechnung  viel  gewonnen  werden  könnte. 

Um  die  vorstehenden  Formeln  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern,  soll  der  in 
der  Abhandlung  von  E.  Weiss  (Beiträge  zur  Kenntnis  der  Sternschnuppen,  Sitzgsber. 
der  k.  Akad.    d.  Wiss.  Bd.  LVII)  mit  Nr.  3  bezeichnete   Radiationspunkt  in  An- 
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Wendung  gezogen  werden.  Für  den  Jahrestag  Juli  28- 5  findet  sich  derselbe  in  l^ezug 
auf  den  Äquator  wie  folgt  angegeben : 

«  =  338°     ,     (l  =  — 28°. 

Denkt  man  sich  diese  Coordinaten  auf  das  mittlere  Äquinoctium  1865  bezogen, 
verwandelt  Rectascension  und  Declination  in  Länge  und  Breite  imd  entlehnt  dem 
Herlinbr  Jahrbuch  die  Sonnenlänge ^  sowie  den  geocentrischen  Abstand,  so  sind  die 
Gbrundlagen  der  Rechnung: 

/  =  329°  5',     4  =  —  17**  24',     0  =  125*^  48',     logÄ  =  0.0065. 
Nach  xlen  Formeln  2 1  ]  erhält  man : 


t—  1850 

156 

sin(/— 0') 

9„5896 

TT' 

280°  37' 

cosJ 

9.9796 

tt'  © 

154  49 

logCompl.jR 

9-9935 

sin  (tt'  —  ©) 

9-6289 

cotgz 

9«5627 

©'-© 

+    24'5 

z 

iio°4'i 

©' 

126«  I2'5 

iz 

55    2-0 

/  — ©' 

202   52.5 

logy 

0-I553 

log/ 

o-i6i8 

log2y 

9.5946 

Q 

SOS*"  48'o 

log? 

9.2936 

/-© 

203    17*0 

cos(/  — ©) 

91.9631 

8m(/  — ©) 

9n5969 

logl 

O.I045 

fcoeb 

0-1414 

sin  (©'  —  ©) 

7-8529 

fco»  b  sin  (/  —  0) 

9n7383 

Add. 

0-0024 

sind 

9n4757 

tg^vV2q 

0,1069 

Vz^sint 

9-6375 

tgiv 

0,3096 

9-8584 

iv 

-    63°53'i 

Vzjcos» 

9-6557 

V 

—  127  46-2 

tg» 

99818 

n 

73   34-2 

% 

43«48'o 

cos^v* 

9-2872 

logV2J 

9-7973 

log? 

9-2937- 

F18  sind  demnach  die  Elemente: 

7t  = 

73°6 

\ 

Q  = 

305°8 

t  = 

43"8 

logy  = 

9-294. 

Die  Berücksichtigung  der  täglichen  Bewegung  der  Erde  und  deren   störender  Ein- 

fluss  können  oft  recht  merkliche  Correctionen  der  erhaltenen  Werthe  hervorbringen ; 

für  den  ersten  Entwurf  jedoch 

mögen  die  hier  in  Anwendung  gebrachten  Näherun- 

gen  genügen. 
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n.  Absohnitt.  Ermittlang  der  Bahnelemente  ohne  bestimmte  Voraussetzang 

über  die  Ezoentrioität. 

I.  Abtheilung. 
Bahnbestimmung  aus  drei  vollständigen  Beobachtungen. 

1.  Aufetellimg  der  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  geocentrisehen  Distanzen« 

Sind  drei  vollständige  Beobachtungen  eines  Himmelskörpers  gegeben,  so  wird 
man,  die  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen  als  bekannt  vorausgesetzt^  aus  den  Glei- 
chungen 8)  (pag.  272)  mit  Hilfe  eines  zweckmässig  geleiteten  Eliminationsverfahrens 
die  drei  geocentrisehen  Distanzen  p,,  q„  und  q,„  bestimmen  können;  es  soll  aber 
mit  Rücksicht  auf  den  Umstand,  dass  die  parallaktisch  veränderten  Sonnenbreiten  B 
im  Maximum  den  Betrag  von  10"  erreichen  können,  statt  des  Cosinus  dieser  klei- 
nen Winkel  die  Einheit ,  statt  des  Sinus  der  Bogen  eingeführt  werden,  welche 
Annahmen  selbst  für  die  genauesten  Rechnungen  als  völlig  gerechtfertigt  bezeichnet 
werden  müssen.  Multiplicirt  man  unter  den  gemachten  Annahmen  die  Gleichun- 
gen 8)    (pag.  272)  der  Reihe  nach  mit: 

sin  ß„  cos  ß,„  sin  k„,  —  sin  ß„,  cos  ß„  sin  k„ 
sin  ß„,  cos  ß,f  cos  l„  —  sin  ß,,  cos  ß,„  cos  A,^ 
—  sin  (l,„  —  l„]  cos  ß„  cos  ß„, , 
addirt  die  Producte  und  setzt  abkürzend: 

K=  —  sin  ß,  cos  ß„  cos  ß„,  sin  {k,„ —  l„)  +  cos  ß,  sin  ß„  cos  ß,„  sin  [X,„ —  k,)  —  1 

—  cos  ß,  cos  ß„  sin  ß„,  sin  (l„  —  k,),      j 
und  : 

-^,  =  +  jR,  {sin/?,, cos/?,,, sin (iw  —  L,)  —  sin /5?„, cos/?,, sin  (l„  —  L,)}  — 

—  jR,  sin  ( A,„  —  l„)  cos  ß„  cos  ß,„  B,  arc  i " 
B,=^  —  R„  {sin/?,, cos/?,,, sin  [l„,  —  L,^  —  sin/?,,, cos/?,, sin (A„  —  i,,)}  + 

+  R,f  sin  ( A„,  —  X,)  cos  ß„  cos  /?,„  B„  arc  i " 
C,  =  +  R„,  {sin/?,, cos/?,,, sin  (A,„  —  Z,,,)  —  sin /?,„ cos /?„ sin  (i„  —  L„,\}  — 

—  R,„  sin  [X,„  —  X,!)  cos  ß„  cos  ß,„  B„,  arc  i ", 

so  wird : 

[r,  r„]  ^ 


2) 


^liLlA  Kq,  =  [''"  """'l  A,+  B,  +  1-^ 


3) 
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MuUiplicirt  man  dagegen  die  Gleichungen  8)  (pag.  272J  der  Reihe  nach  mit: 

sin  ß,„  cos  ß,  sin  X,  —  sin  ß,  cos  ß„,  sin  X,,, 
sin  ß,  cos  ß,„  cos  A,„  —  sin  /?,„  cos  ß,  cos  A, 
sin  [X„f  —  X!j  cos  /?,  cos  ß„,^ 
addirt  und  setzt  abkürzend: 

A„  =  +  jR,  {8in/5?,cos/5?,„sin(A„/  —  L,)  —  cos /5?,  sin /5?„,  sin  (A,  —  L))  — 

—  R,  sin  ( A,„  —  X)  cos  /5?,  cos  ß„,  B,  arc  i " 
B„  =  —  R„  {sin /?, cos/?,,, sin (X,„  —  L,)  —  cos/?, sin/?,,, sin (A,  —  />„))  + 

+  R„  sin  (A„,  —  X)  cos  /?,  cos  /?,„  S,,  arc  i " 
(7„  =  +  R,„  (sin/?,  cos j»„,  sin  [X„,  —  L„,)  —  co8/?,sin/?„,sin(i,  —' L,„))  — 

—  R„,  sin  [X„f  —  X)  cos  ß,  cos  /?,„  B,„  arc  i ", 
so  findet  man: 


4) 


5) 


Midtiplicirt  man   schHesslich   die  Gleichungen   8)    (pag.  272)    der   Reihe    nach    mit 

den  Factoren: 

sin/?, cos/?,, sin A„  —  sin/?,, cos/?,  sinA, 

sin/?„co8/?,cosA,  —  sin/?,  cos/?„cosA„ 

—  sin  (A„  —  X)  cos/?,  cos/?,,, 

so  gibt  die  Addition  der  Producte  nach  Einführung  der  Symbole: 

A,„  =  +  jR,  {sin/?,cos/?„8in(A„  —  L,)  —  cos/?,sin/?„sin(A,  —  L,))  — 

—  Ä,sin  [Xf,  —  X,)  cos/?,  cos/?,,  J5,arc  i" 
B„,  =  —  R„  {sin/?, cos/?,, sin  {X„  —  L„)  —  cos/?, sin/?,, sin  (X,  —  L„)}  + 

4-  -B„sin  (X„  —  X,)  cos/?,cos/?„J5„arc  i" 
C,„  =  +  R,„  {sin/?,co8/?„sin(A„  —  L,„)  —  cos /?,  sin /^„  sin  iX,  —  L„,)}  — 

—  jR„,sin(A„  —  A,)  cos /^,  cos /?„  ß,„arc  i", 
die  Relation: 


6) 


[^/»•^ 


[  ^  'Vf 


7) 


Wären  in  den  Gleichungen  3),  5)  und  7)  die  beiden  Verhältnisse  der  Dreiecks- 
flächen \f,r,^  :  \r,r„^  und  \r„r„^  :  [nr„,]  bekannt,  so  würden  damit  die  geocentrischen 
Distanzen  ^„  p„  und  ß,„  gegeben  sein  und  man  könnte  aus  je  zweien  derselben  ohne 
Schwierigkeit  die  Elemente  ableiten ;  die  Verhältnisse  sind  jedoch  vor  Ermittlung 
der  Elemente  unbekannt  und  können  nur,  solange  das  Product  aus  dem  Quadrate 
der  Zwischenzeit  in  die  negative  dritte  Potenz  des  Radiusvectors  eine  massige 
Grösse  ist,  mit  Hilfe  der  Gleichungen  19)  (pag.  99)  oder  22)  (pag.  100)  näherungs- 
Aveise  bestimmt  werden.  Es  stellt  sich  daher  vorerst  die  Frage,  inwieweit  die  nach 
Potenzen  der  Zwischenzeiten  entwickelten  Glieder  der  angeführten  Reihen  mit- 
genommen werden  müssen,  um  ausreichende  Näherungen  zu  gewähren.  Zur  Be- 
antwortung dieser  Frage  muss  zunächst  die  Ordnung  der  Grösse  Jf,  sowie*  der 
-4-,  B-  und  C-Coefficienten  festgestellt  werden ;  die  letzteren  sind,  wie  dies  aus  den 

Oppolxer,   Bahnbestimmangen.   I.   2.  Auflage.  45 
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folgenden  Transfonnationen  erhellt,  von  der  Ordnung  der  geocentrischen  Bogen,  alto 
erster  Ordnung.     Setzt  man  nämlich: 


G„  =  i^„  —  -J  (K„+  X,) 
(f„  =  8in(Aw —  A,)  cos/?,  cos /:?,^ 

G„,  =  F,„—  i  (k„  +  x;i 

g„,  =  sin  [X„ —  AJ  cos  ß,  cosß,, , 


I     8b) 

I     8c) 


/  sini^,  =  sin  (/?,,,+  /^//)  sin^  (K„—  X„) 
f,  cos  2^,  =  sin  [ß„,—  /?„)  cos^  (^„—  A„) 
/,  sini^,,  =  sin  (/?„,+  ß, ) sin^  [l,„—  l,) 
f„  cos  j;  =  sin  [ß„,—  ß, )  cos|  [K,—  l,] 
f,„  sin  Fi„  =  sui(ß„  +  ß, )  sin  |  (A,,  —  k, ) 
/,,cos  j;„=  sin {/?,,—  ß, )  cos^  (A,, —  l,) 

A,  =  B,f,  sin  (G,  +  i, )  —  ^,  Ä,  J5,  arc  i"  \ 

—  B,  =  It,f,sixi{G,+L,)—ff,Ii„B,axci''   i    9a) 
C,  =  B,„f,  sin  (G,  +  L„,)  —  ff,  R,„B,„a,Tc  i"  j 

A„  =  jR,  /,  sin  (G„  +  L,)  —  ff„B,  B,  arc  1" 

—  B,,  =  R„  f„  sin  (G^  +  i^ )  ^  g„B„B„  arc  1"    i    9b) 
G„  =  jBw/,,  sin  (G„  +  -^w)  —  ff„B„fB,„B,rc  i" 

-4,,,=  jB,  /^sin  (Gw+  L, )  —  ^,;,JB,  -B,  arc  i" 

—  -Bw  =  jB^  /,, sin  (G„,  +  L„)  —  ff,„R„ B„  arc  i"   \   9c) 
Gw=  i2w/,„sin(G,,,+  i,,,)  — ff,„Rf„B,n^xc  i". 

Die  Richtigkeit  dieser  Resultate  wird  sich  in  der  folgenden  Weise  verificiren  lassen: 
täetzt  man  z.  B.  in  der  ersten  Gleichung  in  4) : 


so  wird: 


oder: 


A,  -  A  =  (i (A,.+  A,)  -  A)  —  1  (A.-  A,), 

-4„:  Ä,  =  sin/?,cos//„;Sin{4  (A,,,+  A,)  —  2>,}cos|(A,,,—  A,)  + 

+  sin  ß,  cos  /?,„  cos  { |  (i„,  +  AJ  —  ij  sin  |  (A,^—  A,)  — 

—  cos  ß,  sin  /:?„,  sin  {  \  ( A,„  +  i,)  —  i,}  cos  |  ( A,,,—  A,)  + 
+  cos/:?,sin/?„,co8  {|  (i,„+  A,)  —  i,}  sin|  (A,„—  A,)  — 

—  g,,B,  arc  i", 


A :  Ä,  =  cos  { i  [K,  +  i,)  —  -tj  sin  i  (Aw—  A )  sin  [ß,„  +  /?,)  ~ 

—  sin  { I  %,  +  A,)  —  L)  cos  I  ( A,,,—  A,)  sin  [ß„,  —  ß,)  —  g„  B,  arc  i ", 

und  mit  Rücksicht  auf  8b): 

A:  R.  =  /.sin{F,—  i  [l,„+  A,)  +  A)  —  ^"^'  ^^  i"» 

woraus  der  in  den  Gleichungen  9b)  gegebene  Ausdruck  für  A^  immittelbar  resultirt ; 
die  übrigen  in  9a),  9b)  und  9c)  auftretenden  Coefßcienten  können  in  ganz  ähn- 
licher Weise  erhalten  werden. 

Die  Anwendung  der  Formeln  8)  bedarf  in  Folge  der  Einführung  der  halben 
Winkel  einiger  Vorsicht,  um  die  Resultate  mit  dem  richtigen  Vorzeichen  zu  er- 
halten ;  die  vorgenommene  Abtrennung  zeigt,  dass  man  bei  der  Bildung  der  halben 
Winkel  sich  stets  zu  vergegenwärtigen  habe,  es  müsse  den  Relationen : 
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{(X,-X,)  +\(X„+X,)  =  x„, 
genügt  werden;  diese  Bedingungen  werden  immer  erfüllt  sein,  wenn  man: 

G.  =  F.-  {X„+  \ [X,„-  X,,)) 
G„=  F„— {X,+ {{X,„— X.)) 
G,„=  F,„-{X,+  \(X„-X,)}, 

setzt  und  hierbei  für  die  Bogen  |  {X„, —  X„) ,   ^  {X,„ — X,)  und  \  (X„ —  X,)  jene  Werthe 
benützt,  welche  man  der  Berechnung  von  F„  F„  und  F,„  zu  Grunde  gelegt  hat. 

Entwickelt  man  die  geocentrischen  lüngen  und  Breiten  in  nach  Potenzen  von  r 
geordnete  Reihen,  so  werden  sich  die  folgenden  Ausdrücke  aufstellen  lassen : 


lO) 


es  sind  also  die  in  den  Gleichungen  8a),  8b)  und  8c)  (pag.  354)  auftretenden  Diffe- 
renzen der  Bogen,  somit  auch  ihre  Sinus  erster  Ordnung,  während  die  Cosinus 
dieser  Bogendifferenzen  bis  auf  Grössen  zweiter  Ordnung  der  Einheit  gleichgesetzt 
werden  können ,  und  demgemäss  werden  f, ,  /„  und  /,„ ,  daher  auch  die  Coeffi- 
cienten  A,,  A„y  A„,,  J5,,  -B,m  -B,^  und  C,  C,, ,  C>„  als  Grössen  erster  Ordnung  an- 
gesehen werden  müssen. 

Die  Ordnung  des  Coefficienten  K  kann  in  folgender  Weise  ermittelt  werden : 
denkt  man  sich  durch  den  ersten  und  dritten  geocentrischen  Ort  einen  grössten  Kreis 
gelegt,  dessen  aufsteigender  Knoten  in  der  Ekliptik  durch  JT,  dessen  Neigung  durch  / 
bezeichnet  werden  soll  und  setzt  in  dem  Ausdrucke  für  K  (vergl.  Gleichung  i) 
pag.  352)  : 

l„—x„=  (i^,— n)  —  (k„— n) 
K,-x,=  [i,^- n)  -  {i- n) 
K—  K  =  [K—  n)  ~  (K—n), 


so  wird: 


K  =  —  sin /£f, cos/!?,, cos /^,,, sin  {X,„ —  JT)  cos  (k„ —  il)  + 
+  sin/?,co8/?^co8/?wCos  (k,„ —  11)  sin  {l„ —  JT)  -+• 
+  cos/?, sin/?;, cos/?,,, sin  (X„, —  11)  cos(i, —  il)  — 

—  cos/?, sin /?„cos/?,„cos  (X„, —  IT}  sin  (X, —  JT)  — 

—  cos/?,cos/?„sin/?w8in  (X„ —  JTj  cos  {X, —  JI)  + 
+  COS/?, cos/?,, sin/?,,, cos  (X„ —  JT]  sin  {X, —  JT) ; 


") 


und  es  bestehen ,  wenn  man  mit  u,  und  u„,  die  sphärischen  Abstände  des  ersten  und 
dritten  Ortes  von  JT  bezeichnet,  gemäss  der  Bestimmung  von  JT  und  /: 

tang/8in(A, —  JT)  =  tang/?,  j 

tang/cos(.,-i7,  ="°'^^"'l,-i;-.;''"°'^\  f 

45' 
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die  Relationen: 

cos  (X,  —  n)  cos  ß,  =  cos  u,  ,  cos  {l,„ — 11)  cos  ß„,=  cos  u„, 

sm(l, —  n)coBß/==  sin w, cos/  ,  sin(A,,, —  iI)cos/9„,=  sin w^ cos/    ^    ^3) 

sin  ß,  =  sin  2^,  sin  /  ,  sin  ß„,'=  sin  u„,  sin  / , 

deren  Substitution  in  ii): 

K  =  sin  (u,  —  u,f,)  {cos  ß„  sin  (A„ —  JT)  sin  /  —  sin  /?,,  cos  / } , 

ergibt;  setzt  man  für  den  letzteren  Klammerausdruck,  welcher  (vergl.  die  geome- 
trische Deutung  der  Symbole  (f^,  und  (f",,,  pag.  276)  der  Sinus  des  Perpendikels  vom 
zweiten  Orte  auf  den  durch  die  äusseren  Beobachtungen  gelegten  grössten  Kreis  ist, 
die  Grösse  sin/?^,  so  wird: 

K  =  sin  (u,  —  u,„)  sinp„ .  1 4) 

Die  aus  dem  sphärischen  Dreiecke  zwischen  dem  ersten  und  dritten  Ort  imd  dem 
Pole  der  Ekliptik  folgende  Gleichung: 

cosfw, —  u„,)  =  cos /!^, cos/;?,,, cos  (i, —  l„,)  +  smß,emßnr , 

und  die  hieraus  sich  ergebende  Relation : 

sin\{u,—  u„,y^  =  co8/?,cos/^,„sin|(A,—  A,„)2+  sin|(/^,„—  /?,j2, 

liefern  bei  der  numerischen  Ausfuhrung  eine  gute  Controle  für  u, —  u,„ ,  welcher  Bogen 
der  sphärische  Abstand  der  beiden  äusseren  Orte  und  daher  erster  Ordnung  ist.  Da 
die  Bewegung  eines  Himmelskörpers,  so  lange  man  nur  auf  die  ersten  Potenzen  der 
Zeit  Rücksicht  nimmt,  im  grössten  Kreise  stattfindet  (vergl.  Gleichung  10)  pag.  355) , 
so  ist  p„  nothwendig  von  der  zweiten  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Zwischenzeiten ,  somit 
der  Factor  K  der  geocentrischen  Distanz  dritter  Ordnimg ;  da  aber  die  verschiedenen 
-4-,  B-  und  C-  Coefficienten  erster  Ordnung  sind,  so  müssen  in  den  Verhältnissen  der 
Dreiecksflächen,  die  mit  denselben  multiplicirt  erscheinen,  mindestens  die  Glieder 
zweiter  Ordnung  mitgenommen  werden,  um  die  geocentrischen  Distanzen  auf  Grös- 
sen erster  Ordnung  richtig  zu  erhalten.  Die  Ersetzung  der  Verhältnisse  der  Drei- 
ecksflächen durch  die  Verhältnisse  der  Zwischenzeiten  allein  bietet  daher  keine  aus- 
reichende Annäherung,  weshalb  mindestens  jene  Glieder  berücksichtigt  werden  müssen, 
welche  die  negativen  dritten  Potenzen  der  Radienvectoren  enthalten.  Die  Bestim- 
mung der  geocentrischen  Distanzen  aus  den  Gleichungen  3),  5)  und  7)  (pag.  352,  353) 
führt  sonach,  da  die  Radienvectoren  selbst  Functionen  von  ß,,  q„  und  q„,  sind  (vergl. 
pag.  291),  auf  höhere  Gleichimgen.  Die  Form  dieser  letzteren  wird  eine  verschiedene, 
je  nachdem  man  für  die  Substitution  der  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen  von  den 
Gleichungen  19)  (pag.  99)  oder  22)  (pag.  100)  Gebrauch  macht;  im  ersten  Falle  hat 
man  die  Gleichimg  5)  (pag.  353)  heranzuziehen  und  erhält  aus  dieser  Verbindung  die 
von  Gauss  in  Vorschlag  gebrachte  Lösung;  bei  Benützung  der  Gleichungen  22) 
(pag.  100),  in  welchen  die  Glieder  zweiter  und  dritter  Ordnung  Functionen  von  r, 
und  r„,  werden,  hat  man  dieselben  mit  3)  und  7)  (pag.  352,  353)  zu  verbinden,  um 
zur  Kenntnis  von  q,  und  q,„  zu  gelangen.    Diese  in  dem  vorliegenden  Werke  in  Vor- 
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schlag  gebrachte.  Lösungsart  erscheint  wohl  von  vornherein  etwas  complicirter,  bietet 
aber  nicht  nur  den  Vortheil,  dass  man  die  Annäherung  um  eine  Ordnung  weiter  trei- 
ben kann,  sondern  gewährt  auch  in  jenen  Fällen,  in  welchen  man  die  Glieder  dritter 
Ordnung  fortlässt,  durchschnittlich  eine  stärkere  Convergenz  als  das  Gauss'sche 
Verfahren,  ohne  eine  grössere  Rechnungsarbeit  zu  veranlassen.  Jene  Methode  wird 
daher  in  dem  vorliegenden  Werke  ausführlich  behandelt,  die  Gauss^sche  Lösung 
aber  nur  andeutungsweise  vorgenommen  werden. 

Wollte  man  die  Gleichungen  3),  5)  \md  7)  gleichzeitig  in  Rechnung  ziehen, 
so  könnte  man  sogar  zu  einem  Verfahren  gelangen,  welches  schon  in  der  ersten 
Annäherung  die  Glieder  vierter  Ordnimg  berücksichtigen  würde;  die  bedeutende 
Convergenz  der  oben  erwähnten  Methoden  lässt  es  jedoch  vortheilhaft  erscheinen, 
sich  auf  die  Mitnahme  der  Glieder  dritter  Ordnung  zu  beschränken. 

Die  Gauss'sche  Lösung  des  Problems  gestaltet  sich  in  der  folgenden  Weise: 
Die  Verbindung  der  Gleichimgen  19)  (pag.  99)  und  5)   (pag.  353)  ergibt  sofort: 


Q„=  Ä  +  -3  ,  15a) 


in  welcher  Gleichung  abkürzend: 


*  ~  'K't„-^  K  '^  Kx„ 


15b) 


gesetzt  wurde.  Bezeichnet  man  in  dem  zur  Zeit  der  mittleren  Beobachtung  zwischen 
den  Orten  der  Sonne,  der  Erde  und  des  Himmelskörpers  bestehenden  ebenen  Drei- 
ecke den  Winkel  am  Himmelskörper  mit  z^  an  der  Erde  mit  \p,f^  so  ist: 

^"  ~  sin  z 

^   ^  R„Änti)„ 
"  sin«      ' 

Die  Einfuhrung  dieser  Relationen  in  15a)  ergibt: 

jB,,sini/;„cos;r  +  {It„cosip„ — k)sinz  =  j^-j-r— -gSin«*, 

oder  auch,  indem  man: 

ß  sin  10  =  R,f  sin  ip„ 


i6) 


ßcosco  =  R^cosip,, —  k 


17) 


setzt: 

JfcTsin^:*  =  sin(z  +  ^)^  18) 

welche  Gleichung  übrigeus  nur  scheinbar  transcendent  ist,  da  dieselbe  leicht  auf  eine 
Gleichimg  achten  Grades  reducirt  werden  kann,  deren  Unbekannte  sin 5:  ist.  Hat 
man  sin;?  nach  18)  durch  Versuche  bestimmt,  so  führt  die  Benützung  der  Gleichun- 
gen 1 6)  zur  Kenntnis  von  q,,  und  r„ ;  mit  Hilfe  von  r„  berechnet  man  nach  Glei- 
chung 19)  (pag.  199)  die  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen  -p^^  und  p^  ,  welche 
in  den  Gleichungen  3)  und  7)  (pag.  352,  353)  substituirt,    q,  und  ^,,,  finden  lassen, 
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woraus  man  die  heliocentrischen  Orte  und  die  Elemente  ableitet,   welch  letztere 
theoretisch  bis  auf  Grössen  erster  Ordnung  richtig  sein  werden. 

Zur  Lösung  des  Problems  nach  der  von  mir  in  Vorschlag  gebrachten  Methode 
sollen  zuerst  die  Gleichungen  3)  (pag.  352)  und  7)  (pag.  353)  in  der  Gestalt: 


^'  —  K'^  [r,r,„]  K  "^  {r.r,,;^  K 


19) 


in  Betracht  gezogen  werden.   Ersetzt  man  die  in  denselben  auftretenden  Verhältnisse 
der  Dreiecksflächen  nach  den  Ausdrücken  25]  (pag.  loi)  und  fuhrt  abkürzend  ein: 

r      ^  _L-   ^  ^2  «L  ^    ^J!L 

^'    —  K  ~^  K  t,  "^  K   r, 

T      —    ■_?!.'  Il_  JL.  "*  In  -L.  —in 

fTT\  ^t  ''ff  ijr"_i    ^f  hffuftff 

{II},  —  yt,^'  +  kt;^' 

f  rr\    -^nt  ^/    ux   '_i     -"fff  hf   uf  ff 

1  ■*  *  ffff~—         -p         'Z~     *^tft    "P       IT       ~       »^fft      1 
A         ^ttf  J^        ^tft 

d.  =  1  +  {II},  X 
Qfff  =  Ifff+  {II]fff  ^ ) 


20} 


so  wird: 


1 


21 


in  welchen  Gleichungen  [vergl.  24)  pag.  loi]  x  den  Werth  {r,  +  ff»]~^  darstellt: 
die  Symbole  /  sind  völlig  bekannte  Grössen,  während  für  die  von  den  V-Functionen 
abhängigen  Symbole  {//}  vor  Ermittlung  der  Elemente  nur  Näherungswerthe  nach 
der  Gleichung  23)  (pag.  100)  substituirt  werden  können;  die  Mitnahme  der  ersten 
Glieder  der  letzten  Ausdrücke  reicht,  wie  dies  oben  (pag.  356)  gezeigt  wurde,  aus, 
doch  gestattet  die  hier  gewählte  Form  der  Lösung  auch  noch  die  zweiten  Glieder 
in  Rechnimg  zu  ziehen.     Setzt  inan: 


22) 


so  wird  nach  23)  [pag.  100),  wenn  man  mit  den  verschiedenen  unten  auftretenden 
Gamma-Symbolen  die  vor  Ermittlxing  der  Elemente  nicht  näher  bekannten  Glied« 
vierter  Ordnung  darstellt: 


23) 


«F/"  =  -  I  [rj  -  r,» )  -  4  t,r,„y  +  y/" 
"PJ  =  —  i  (t,2  —  T,„»)  +  4  ^.t.«y  +  7."' 
W,„"  =  -  I  (tJ  -  r,„»)  +  4  ^*y  +  y„," 
die  weiteren  Abkürzungen: 

/.,"  =  -  ^  (t„1-  r,2  ),//,  =  (I  ^)  ,,,"+  (^  L|f)  f,:" 

/'/"  =  -  I  (T-*  —  <')    ,   III  =  -  4  j5  ^,  ^...+  5-  ^."*} 


H) 
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von  welchen  die  beiden  letzten  die  vor  Ermittlung  der  Elemente  unbekannten 
Grössen  zveeiter  Ordnung  darstellen,  veährend  die  übrigen  als  durch  die  Zwischen- 
zeiten bekannt  angesehen  werden  können,  geben  den  Gleichungen  zur  Berechnung 
der  Symbole  {//}  die  Form: 

{II},  =  //,  +  ///.  y  +  r 

{//},,=  Il,+  IIl„y  + 

Ist  die  Rechnung  in  der  ersten  Näherung  durchgeführt,  so  wird  dieselbe  für  rj,  d.  h, 
für  die  Verhältnisse  der  Sectoren  zu  den  Dreiecksflächen  Näherungen  ergeben, 
welche  mit  Benützung  der  Formel  27)  (pag.  loi)  eine  Bestimmung  der  ^-Grössen 
gestatten;  es  wird  nämlich  sein: 


25) 


»,»»,* , 


y;-  _  (.,-.)-fa„-.)  _  ^;«  ^  ^  ^^^^y 
A'   — -— »"w  —  4  ^»^wy 


26) 


Die  eben  durchgeführten  Entwicklungen  zeigen,  dass  man  in  den  Gleichungen  21) 
(pag.  358)  die  Sjrmbole  {//}  als  mindestens  näherungsweise  bekannt  voraussetzen 
darf;  da  aber  in  diesen  Gleichungen: 

^  ar  =  (n  +  r,„)-»,  27) 

ist,  während  ^,  und  {^„f  ebenfalls  bekannte  Functionen  von  r,  und  r,„  sind  (vergl. 
pag.  291),  so  wird  der  diesen  Gleichungen  entsprechende  Werth  von  x  in  jedem 
speciellen  Falle  durch  zweckmässig  geleitete  Versuche  gefunden  werden  können, 
welche  eine  kleine,  im  folgenden  Kapitel  zu  erörternde  Hilfstafel  wesentlich  er- 
leichtem wird. 

Indem  in  Bezug  auf  die  Darstellung  von  r,  und  r,^  als  Functionen  von 
p,  und  q„,  auf  die  früheren  Entwicklungen  (vergl.  pag.  291)  verwiesen  wird,  sollen 
hier  nur  jene  Abänderungen  in  das  Problem  eingeführt  werden ,  die  aus  der  even- 
tuellen Einführung  der  Sonnenbreiten  entstehen.     Es  ist  nämlich: 

r»  =  z«  +  y»  +  r»  =  (|-  X)»  +  (ly  -  F)»  +  (?-  Z)», 
daher,  wenn  man  die  zweiten  Potenzen  der  Sonnenbreiten  fortlässt : 
r2=^2  +  ^2_2(fX+ijy+^Zj=^24_ij2_2^^co8//cos(;i— i)— 2pÄsin//Barcr'; 


setzt  man  also: 


cosi/;  =  cos/!^cos(A  —  -^)  +  sin/^Äarci" 
sin  i/;cosP  =  cos /^ sin  (A  —  L) 
sin  1/;  sin  P  =  sin/?  —  cos  /i^  cos  (A  —  L)  Baxc 


\  28) 
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so  wird:  r^  =  q^  +  IP  —  ZQRcostp, 

und  man  erhält,  unter  der  Annahme: 

N=Rco^\p,    7)  =  Ä8ini//,     tangÖ  =  ?-^^, 
sofort : 

r  =  [q  —  N)  cosecö  =  2>secö. 

Bezeichnet  man  in  dem  Dreiecke :  Sonnenmittelpunkt  —  Himmelskörper  —  Beobach- 
tungsort, den  Winkel  am  Himmelskörper  mit  z^  so  wird : 

rgin(g  +  y;)  j^        rsinc,  , 

man  wird,  wenn  man  die  Winkel  z  und  0  vergleicht,  leicht  bemerken,  dass: 

rninz  =  ^sini//  =  rcosö 

rcosj?  =  Q  —  RcoHxp  =  rsinö, 
somit : 

z,  =  90^  —  d,         ,         z,„  =  90^  —  e,„,  30) 

ist. 

Wendet  man  die  vorstehend  entwickelten  Formeln  auf  den  ersten  und  dritten  Ort 
an,  so  wird  mit  Rücksicht  darauf,  dass  in  jenen  Fällen,  in  welchen  man  die  Sonnen- 
breiten  in  Rechnung  zieht,  ß  so  klein  ist  {ß  <Z  1°),  dass  ohne  wesentlichen  Nach- 
theil das  Product  dieses  Bogens  in  die  Sonnenbreite  übergangen  werden  darf,  «u 
rechnen  sein: 

cos  iff,  =  cos  ß;  cos  (A,  —  L,)  ,  cos  ip,„  =  cos  ß,„  cos  {k„,  —  L,„) 

sin  y;,  cos  P,  ==  00s/?,  sin  (X,  —  L,) 
sin  «//,  sin  P,  =  sin  ß,  —  cos  ^,  B,  arc  1 " 
N,  =  R,coBxl), 


D,  =  RfSintff, 
r,  =  [q,  —  N^  cosec6^;  =  D,sec6, 


sin  ilj,„  cos  P,„  =  cos  ß„,  sin  {l,„  —  L„,) 
sin  yj„,  sin  P„,  =  sin  ß,„ —  cos  ip»,  B,„  arc  i " 

D„,  =  R„,Binip„, 

r„f  =  [Qm,  —  N„,)  cosecö,r,  =  D,„secd,„. 


Über  die  Art  und  Weise,  die  versuchsweise  Auflösung  der  Gleichungen  21, 
bequem  zu  gestalten ,  wird  das  zweitfolgende  Kapitel  die  ausführliche  Anleitung 
enthalten. 

3.  Über  die  mehrfechen  Losangen  des  ProMems« 

Man  kann  der  Gleichung  15a)  (pag.  357)  durch  theoretisch  zu  rechtfertigende 
Vernachlässigungen  eine  einfachere  Gestalt  ertheilen,  welche  dieselbe  besonders  ffir 
die  Untersuchung  der  mehrfachen  Lösungen  des  Problems  geeignet  macht  und  über- 
dies die  Hilfsmittel  an  die  Hand  gibt^  die  im  vorangehenden  Kapitel  aufgeführte 
versuchsweise  Lösung  der  Gleichungen  21)  (pag.  358)  zu  erleichtem;  es  wird  sich 
hierbei  auch  Gelegenheit  bieten,  jene  Fälle  aufzuweisen,  in  welchen  drei  voll- 
ständige Beobachtungen  zur  Ermittlung  der  Bahnelemente  nicht  ausreichen.  Da 
es  bei  solchen  Untersuchungen  aber  nicht  auf  die  äusserste  Genauigkeit  ankommt 
so  sollen  in  diesem  Kapitel  die  Sonnenbreiten  durchaus  der  Null  gleichgesetzt  ge- 
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dacht  werden,    weshalb  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  8)  und  9)  (pag.  276) 
geschrieben  werden  kann: 


[It„  Rf,^ 


^"  +  Ä.  +  f##4c  =  o. 


l  Ri  Rfff]  "       [R,  Rfft] 

Subtrahirt  man  diesen  Nullwerth  von  der  Gleichung  5)   (pag.  353),  so  wird: 

macht  man  von  den  oben  [vergl.  19)  pag.  99]  gegebenen  Reihenentwicklungen  Ge- 
brauch, indem  man  dieselben  gleichmässig  auf  die  Bahn  des  Himmelskörpers  und 
der  Erde  anwendet  und  bleibt  bei  den  Gliedern  zweiter  Ordnung  stehen,  so  findet 

^?"  -  i       6t,        ^"  +  ^, ^"i  W  -  R,}]  ' 

Die  Grössen  A,„  B„  und  C„  können  aber  [vergl.  9b)  pag.  354]  ebenfalls  nach  Potenzen 
der  Zeit  entwickelt  werden,  so  dass  etwa: 

A„  =  —  B„  —  ar,„  +  a'T,,,^  +  .  .  . 
C„  =  —  B„+ar,  +  aV,2  H , 

geschrieben  werden  kann;  lässt  man  die  Glieder  dritter  Ordnung  weg,  so  findet 
sich  leicht: 

Die  geometrische  Deutung  der  Grösse  K  ist  oben  [Gleichung  14)  pag.  356]  gegeben 
worden;  jene  für  B„  lässt  sich  ebenfalls  ohne  Schwierigkeit  auffinden.  Geht  man 
auf  die  in  den  Gleichungen  4)  (pag.  353)  enthaltene  Bedeutung  des  Symbols  B„  zu- 
rück und  setzt: 

x,„  —  L„  =  [i„  —  n)  —  {L„  —  n) 
i,  -  L„  =  [K  —n)  —  (L„  -  n). 

so  findet  sich : 

''  =  sin  ß,  cos  ß,„  sin  (k,„  —  ü)  cos  (L„  — 11)  —  sin  ß,  cos  ß,„  cos  (k„,  —  iZ)  sin  (L„  — 11)  — 

—  co8/9,sin/$f,„sin  (A,  —  H)  cos  {L„  —  ü)  -\-  cos /?, sin /^„,  cos  (A  —  11)  sin  {L„  —  il) , 
und  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  13)   (pag.  356): 

-^  =  sin /sin  (L„  —  H)  sin(t/,  —  u„,). 

Bezeichnet  man  mit  P„  das  sphärische  Perpendikel,  welches  von  dem  mittleren 
Sonnenorte  auf  den  durch  die  beiden  äusseren  geocentrischen  Orte  des  Himmels- 
körpers gelegten  grössten  Kreis  gefällt  wird,    so  ist  —  die  Sonnenbreiten  der  Null 

gleich  gesetzt  — : 

sinP,,  =  sin /sin  [L„  —  H), 

und  man  hat  sonach: 

B„  =  R„  sin  P„  sin  {u,  —  u„,) .  2 ) 

Führt  man  nun  in  1)  für  B„  die  eben  erhaltene,  für  K  die  durch  die  Gleichung  14) 
(p^-   356)  bestimmte  Relation  ein,  so  ergibt  sich  die  Gleichung: 

?'f   _  ^/I^       ^}^  ^n  ( J ^\  ^\ 

R„  2     •  8injp,\Ä,,^        r„^'  ^' 

Oppolzer,  Balmbestinmangen.   I.   2.  Auflag«.  46 
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welche  den  berühmten  Lambert'schen  Satz  über  die  Krümmung  der  geocentridchen 

Bahn  eines  Himmelskörpers  darstellt;  es  sind  nämlich  die  Grössen  q,„  R,,^  r„,  r, und t„ 

der  Natur  nach  positiv,  weshalb  die  Factoren  : 

sinP»       j     I            1 
-. — -  \md  ö-ji aj 

Stets  das  gleiche  Vorzeichen  haben  müssen.     Der  letztere  Factor  wird  negativ,  so- 
bald Ä„>r,o  dagegen  positiv,  wenn  Ii„<^r„,  es  muss  daher: 

sinP,,  mit  sinp,,  ungleich  bezeichnet  sein,  wenn  B,,^  r„ , 
sinP,,  mit  sinp,,  gleich  bezeichnet  sein,  wenn  R„<i  r„  ist. 

Denkt  man  sich  den  durch  die  äusseren  Beobachtungen  gelegten  grössten 
Kreis  die  Himmelskugel  in  zwei  Hemisphären  zerfällend,  so  liegen,  da  die  Perpen- 
dikel P„  und  p„  polare  Coordinaten  darstellen,  die  in  Bezug  auf  diesen  grössten 
Kreis  analog  wie  die  Breiten  in  Bezug  auf  die  Ekliptik  gezählt  werden,  im  ersten 
Falle  der  mittlere  Ort  des  Himmelskörpers  und  der  zugehörige  Sonnenort  in  ver- 
schiedenen, im  zweiten  Falle  aber  in  denselben  Hemisphären;  im  ersten  Falle 
{Ii„'^r„)  ist  daher  das  Bahnstück  gegen  den  Sonnenort  nothwendig  concav,  im 
zweiten  {Ii„<Cr„)  convex,  womit  der  Lambert^sche  Satz  über  die  Krümmung  der 
geocentrischen  Bahn  nach  der  Gleichung  3)  erwiesen  erscheint. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  3): 


i~  =  z 


T?   — ^^  *    •;«.,   »3  —  '^^  4; 


so  nimmt  diese  die  Gestalt: 

^  =  w  — p,  5) 

an,  wobei  mit  Rücksicht  auf  die  Relation  (vergl.  pag.  291): 

in  welcher  ip„  den  scheinbaren  Abstand  des  Himmelskörpers  von  der  Sonne  zur 
Zeit  der  zweiten  Beobachtung  darstellt,  geschrieben  werden  kann: 

A^  =  I  —  2  cos  ip„z  -\-  z*^,  6) 

Die  Gleichungen  5)  und  6)  werden  also  eine  Bestimmung  von  z  ermöglichen  und 
führen  entwickelt  auf  eine  Gleichung  achten  Grades,  deren  eine  Wurzel  der  Null 
gleich  ist.  Von  den  acht  Wurzeln  dieser  Gleichung  kommen  aber  nicht  alle  für 
das  vorliegende  Problem  in  Betracht,  denn  alle  imaginären  und  negativen  Wurxeb 
haben  keine  Bedeutung,  da  z  nothwendig  einen  reellen  positiven  Werth  erhalten 
muss.     Schreibt  man  die  Gleichung  5)  in  der  Form: 


7^^  =  ^  —  ^^ 


(I  2C08<^,,S  -f-  Z^l 

und  zeichnet  die  aus  dem  rechten  und  linken  Theile  entstehenden  Curven,  indem 
man  die  Werthe  von  z  ak  Abscissen  annimmt,  so  entsteht  aus  dem  linken  Theile 
(der  Wurzelausdruck  /  /^  vorerst  mit  seinem    doppelten   Zeichen   genommen)   eine 
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symmetrisch  ober-  und  unterhalb  der  Abscissenachse  verlaufende  Curve.  Das  Maxi- 
mum beziehungsweise  Minimum  entspricht  der  Abscisse  z  =  cos  r/'„ ;  für  die  Wende- 
punkte sind  die  Abscissen  cosi//,,  ±  l^sin«/;,,,  und  die  gegen  z  =  cosi//„  symmetrisch 
verlaufende  Curve  nähert  sich  mit  ihren  linken  und  rechten  Asten  asymptotisch  der 
Abscissenachse ;  diese  Curve  schneidet  die  Ordinatenachse  in  der  Ordinate  m.  Die 
aus  dem  rechten  Theile  der  Gleichung  entstehende  Curve  ist  aber  eine  gerade 
Linie,  welche  die  Ordinatenachse  in  der  Ordinate  m  schneidet  und  mit  ihr  einen 
Winkel  von  135®  einschliesst.  so  dass  für  diese  Gerade  ^  =  —  i  wird.  Für ;?  =  o 
tritt  demnach  stets  eine  Lösung  ein  und  zwar  entspricht  diese  der  Erdbahn;  da 
aber  X  /  ^  der  Idee  des  Problems  entsprechend  nur  positiv  angiesetzt  wird ,  so  wird 
im  Allgemeinen,  sobald  m  positiv  ist  (r„>i?„),  stets  bloss  der  oberhalb  der  Abscisse 
gelegene  Curvenzweig,  sobald  m  negativ  ist  (r„<JBw),  der  imtere  allein  in  Betracht 
kommen.  Es  können,  wie  man  leicht  sieht,  in  einem  Quadranten  nicht  mehr  als 
zwei  Schnitte  stattfinden,  da  ein  Schnitt  stets  in  der  Ordinatenachse  in  der  Ordi- 
nate m  vorhanden  ist;  ist  m  positiv,  so  wird  also,  weil  z  der  Voraussetzung  nach 
stets  positiv  ist,  der  erste  Quadrant,  wenn  aber  m  negativ  ist,  der  vierte  Qua^ 
drant  die  einzig  brauchbaren  Lösungen  enthalten;  überdies  kann  man  hieraus 
schliessen,  dass  im  ersten  Falle  die  brauchbaren  LösTingen  zwischen  a:  =  o  und  ar  =  m 
enthalten  sind,  während  im  letzten  Falle  x  jeden  beliebigen  positiven  reellen  Werth 
annehmen  kann.  Da  somit  jedesmal  die  brauchbaren  Lösungen  nur  in  einem 
Quadranten  (ersten  oder  vierten)  stattfinden  können,  und  innerhalb  eines  solchen 
entweder  kein  Schnitt,  oder  einer  oder  höchstens  zwei  Schnitte  denkbar  sind,  so  ist 
der  Schluss  erlaubt,  dass  die  Gleichung  achten  Grades  eine  oder  zwei  positive 
Wurzeln  habe ;  im  letzteren  Falle  wird  man  daher  durch  zwei  verschiedene  Bahnen 
den  drei  der  Rechnung  zu  Grunde  gelegten  Beobachtungen  genügen  können.  Man 
hat  diese  Doppellösung  ganz  mit  Unrecht  als  paradox  und  das  Eintreten  derselben 
als  selten  bezeichnet,  letzteres  würde  vielmehr,  wie  dies  die  folgende  Discussion 
lehrt,  durchaus  nicht  vereinzelt  vorgekommen  sein.  Wenn  man  nur  die  Bahnbestim- 
mung aus  drei  Orten  häufiger  auf  Kometen  angewendet  hätte;  so  wird  z.  B.  der 
FaU  der  Doppellösung  stets  vorliegen,  wenn  der  Himmelskörper  von  der  Sonne 
weiter  entfernt  als  die  Erde  und  gleichzeitig  der  scheinbare  Abstand  derselben  von 
der  Sonne  if)„  kleiner  ist  als  90°. 

Entwickelt  man  die  Gleichungen  5)  und  6)  (pag.  362)  nach  z^  reducirt  die- 
selben diurch  Weglassen  der  Wurzel  z  =  0  auf  eine  Gleichung  siebenten  Grades 
und  schreibt  statt  2  cos  ip,,  der  Kürze  halber  a,  so  erhält  diese  die  folgende  Gestalt : 

z^  —  [3a  +  2m] z^  +  [30^  +  6am  +  m^  -t-  3]^;*—  [a^  +  6ma^  +  ^am^  +  6a  +  6ml  z^  -t- 

4-  [^a^m^  +  31»^  +  6am  -\-  i]z  —  [2m  -|-  30171^]  =  o. 

Ist  m  positiv,  so  sind  die  brauchbaren  Lösungen  nach  den  obigen  Betrachtungen 
zwischen  den  Grenzen  z  =  o  und  z^=m  enthalten ,  das  Polynom  X  aber  nimmt 
für  die  eben  bezeichneten  Grenzen  die  Werthe: 

4ft* 
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X  =  —  m  [2  +  ^am]  fvLi  z^^o   | 
X  =  —  m  für  z  sssm^j 

an ,  dasselbe  ändert  das  Zeichen ,  wenn  [2  +  3  0m]  negativ  ist ,  behält  dasselbe, 
wenn  [2  +  3 am]  positiv  wird.  Was  die  Anzahl  der  Lösungen  betrifft,  wird  im 
ersten  Falle  eine  Lösung,  im  letzten  Falle  entweder  keine  oder  es  werden  zwei 
Lösungen  möglich  sein,  da  aber  die  Beobachtungen  als  der  Natur  entnommen  — 
Beobachtungsfehler  ausgeschlossen  —  das  Vorhandensein  einer  Lösung  erfordern,  so 
wird  man  im  letzten  Falle  stets  berechtigt  sein  zu  behaupten,  dass  zwei  Lösungen 
vorhanden  seien ;  negative  Werthe  von  [2  +  3  «^]  bedingen  daher ,  falls  m  positiv 
ist,  eine,  positive  aber  zwei  Lösungen. 

Ist  hingegen  m  negativ,  so  wird  man  haben: 

X  =  —  m  [2  ■+-  3am]  für  z  =  o 


rür  z  =  o  1 

X  =  +  00  für  ;?  =  +  00,  J 


woraus  man  leicht  schliesst,  dass,  da  m  negativ  vorausgesetzt  ist,  [2  +  3  am]  negativ 
sein  muss,  wenn  ein  Zeichenwechsel  (eine  Lösung),  dagegen  positiv,  wenn  kein 
solcher  (zwei  Lösungen  oder  keine)  eintreten  soll.  Wie  man  sieht,  gestalten  sich 
die  Bedingimgen  für  das  Eintreten  einer  oder  zweier  Lösungen  ganz  identisch, 
gleichgiltig  ob  man  m  positiv  oder  negativ  voraussetzt,  man  erhält  daher  als  Re- 
sultat der  eben  vorgenommenen  Untersuchimg,  dass: 

falls  (i  +  3cosi/;„m)  negativ  ist,  eine  Lösung  vorhanden  ist,  falls  aber  1 

(i  +  ^co8ip„m)  positiv  ist,  keine  oder  zwei  Lösungen  möglich  sind,    j 

Dieses  einfache  Kriterium  wird  daher  stets  die  Möglichkeit  bieten,  sofort  die  Ent- 
scheidung zu  treffen,  ob  man  eine  einzige  oder  eine  doppelte  Lösung  des  Problems 
zu  erwarten  habe. 

Da  in  den  Gleichungen  5)  und  6)  (pag.  362)  nur  zwei  Parameter :  m  und  cos^„, 
auftreten ,  so  kann  man  die  zu  diesen  Parametern  gehörenden  Werthe  von  z  in 
eine  Tafel  mit  doppeltem  Eingang  bringen,  oder  —  was  für  die  Tabulirung  be- 
quemer erscheint  —  als  Argument  z  und  xfj,,  wählen  und  in  die  Tafel  die  zuge- 
hörigen Werthe  von  m  einsetzen;  die  Herren  Anton  und  Schräm  haben  eine 
solche  Tafel  berechnet,  welche  mit  den  Argumenten  tp„  (scheinbaren  Abstand  des 
Himmelskörpers  von  der  Sonne)  und  z  (Verhältnis  des  geocentrischen  Abstandes 
des  Himmelskörpers  zimi  geocentrischen  Abstände  der  Sonne)  die  reciproken  Werthe 
von  w,  also  i  :  m  gibt  und  als  Tafel  XIII  a)  im  vorliegenden  Werke  Aufnahme 
gefunden  hat;  dieselbe  ist  sehr  lehrreich  und  gibt  auf  einen  Blick  zu  erkennen, 
ob  in  einem  gegebenen  Falle  eine  oder  zwei  Lösungen  stattfinden.  Es  sind  näm- 
lich ifj,,  und  —  bekannt;  geht  man  nun,  was  wohl  meist  ausreichend  sein  wird, 
in  die  dem  vorgelegten  Werthe  von  ifj,,  nächstliegende  Columne  der  Tafel  XUIa 
ein,  so  wird  der  Werth  von  —  in  dieser  Columne  sich  entweder  irar  nicht  oder 
an  einer  oder  zwei  Stellen   finden;    findet   sich   derselbe  nicht   vor,    so   ist   keine 
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Lösung  vorhanden,  daher  sind  in  solchen  Fällen  Beobachtungs-  oder  Kechnungs« 
fehler  anzunehmen;  erscheint  der  Werth  nur  einmal,  so  ist  eine  Lösung  möglich, 
ist  er  aber  an  zwei  Stellen  vorhanden^  so  muss  das  Problem  eine  doppelte  Lösung 
haben;  welche  die  richtige  ist,  wird  nur  durch  Benützung  anderweitiger  Beobach- 
tungen entschieden  werden  können.  Die  Tafel  XIII  a)  gibt  daher  ein  Hilfsmittel 
an  die  Hand,  die  in  dem  Problem  der  Bahnbestimmung  aus  drei  Orten  auf- 
tretende höhere  Gleichung  sofort  näherungsweise  zu  lösen,  man  erhält  aus  der- 
selben den  dem  vorgelegten  ip„  und  —  entsprechenden  Werth  von  z  =  -^ ;  ist  hier- 
bei der  reciproke  Werth  von  m  nahe  einem  Maximum,  so  wird  die  Bestimmung 
von  z  unsicher  ausfallen,  so  dass  auch  über  diesen  Umstand  die  Tafel  XIII a]  voll- 
ständige Aufklärung  gibt. 

Man  kann  sich  auch  die  Aufgabe  stellen,  für  gegebene  Werthe  von  tfj„  die 
Grenzen  von  m  zu  bestimmen,  innerhalb  welcher  keine,  eine  oder  zwei  positive 
Lösungen  für  «  eintreten;  die  diesbezüglichen  Grenzwerthe  sind  in  der  Tafel  XIII b) 
enthalten,  deren  Anordnung  wohl  keiner  näheren  Erklärung  bedarf.  Die  Werthe 
in  der  Columne  ,, keine  Lösung**  der  Tafel  XIII  b)  sind  an  zwei  Stellen  durch 
Horizontallinien  unterbrochen:  es  geht  an  diesen  Stellen  nämlich  die  Bedingung 
des  Maximums  und  Minimums  auf  negative  Werthe  von  z  über,  die  als  unbrauch- 
bar atisgeschlossen  werden;  während  also  Tafel  XHI  a)  mit  den  Argumenten  tfj„ 
und  —  den  Werth  von  z  finden  lässt ,  dient  Tafel  XIH  b)  nur  zur  Entscheidung 
darüber,  ob  für  die  gegebenen  Werthe  von  tp„  und  m  Lösungen  und  wieviele  der- 
selben möglich  sind. 

Es  findet  sich  in  der  Tafelsammlung  auch  eine  Tafel  XIII  c),  welche  haupt- 
sächlich die  Auflösung  der  Gleichimgen  21)  (pag.  358)  des  vorangehenden  Kapitels 
in  ihrer  Anwendung  auf  kleine  Planeten  erleichtem  soll.  Lässt  man  nämlich  die 
Glieder  dritter  Ordnung  weg,  so  kann  man  diese  Gleichungen  auch  schreiben: 

Qm  —  l»  +  g^-   I 

Vergleicht  man  diese  Relationen  mit  5)  (pag.  362),  so  wird  man  schliessen  dürfen, 
dass  innerhalb  der  gesetzten  Genauigkeitsgrenzen : 

n. 

Il„ 


m, 

= 

l 

= 

m„, 

= 

= 

sein  wird.  Beide  Werthe  können  innerhalb  dieser  Grenzen  nur  auf  Glieder  erster 
Ordnung  stimmen,  da  aber  bei  den  kleinen  Planeten  hauptsächlich  nur  die  Sym- 
bole /  für  die  Bestimmung  von  q  massgebend  werden ,  so  wird  es  im  Allgemeinen 
vortheilhafter  sein,  sich  der  Relationen : 

m,  =  -^    und  m„,  =  ;ß"-  i  0 
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zu  bedienen ;  mit  diesen  Argumenten  und  den  zugehörigen  Wertben  von  tfß  müseen 
demnach  die  Gleichungen  5)  und  6)  (pag.  362)  die  Bestimmung  von  z  oder,  was  noch 
zweckmässiger  ist,  von  A  ergeben.  Es  wurde  also  nach  diesen  Gleichtmgen  ein« 
Tafel  berechnet,  welche  mit  den  Argumenten  ip  und  log(2i)"^  den  Werth  von  m 
ergibt,  und  für  x(j  und  \og{2l)~^  solche  Grenzen  gewählt,  die  im  Allgemeinen  bei 
der  ersten  Bahnbestimmung  kleiner  Planeten  nicht  überschritten  werden.  Die  Be- 
nützung und  Verwerthung  dieser  Tafel  wird  in  dem  folgenden  Kapitel  ausfuhrlich 
erläutert  werden,  hier  wird  von  dieser  selbst  nur  kurz  Erwähnung  gemacht,  da  ihre 
Construction  mit  Rücksicht  auf  die  in  diesem  Kapitel  gemachten  Auseinandersetzun- 
gen kaum  einer  näheren  Darlegung  bedarf;  man  wird  nämlich,  da  ip  und  X  als 
gegeben  betrachtet  werden  können,  zunächst  rechnen: 

X  =  cos  i//  -\-  Vl'^  —  sin  tp^, 

von  der  Wurzel  nur  das  hier  angeführte  positive  Vorzeichen  verwendend,  erhält 
man  zur  Bestimmung  von  m: 

X 

"-r3 

nach  welcher  Formel  die  Tafel  XIIIc)  berechnet  ist :  sie  gibt  mit  dem  horizontalen 
Argumente  log(2A)~^,  mit  dem  vertikalen  tp  den  zugehörigen  Werth  von  logm. 

Die  Gleichung  3)  (pag.  361)  kann  auch  über  die  Sicherheit  der  vorzuneh- 
menden Bahnbestimmung  Aufschluss  geben.  An  sich  lehrt  dieselbe,  dass  der  Bahn- 
bestimmung eine  beträchtliche  Unsicherheit  anhaftet,  so  lange  die  Zwischenzeiten 
klein  sind,  denn  das  Verhältnis: 

sinP,, :  sinjo,,, 

welches  für  den  Grad  der  Genauigkeit  von  q„  massgebend  ist,  wird  stets  sehr  un- 
sicher erhalten,  da  P„  und  p„  Grössen  zweiter  Ordnimg  sind.  Es  können  aber 
Fälle  eintreten,  in  welchen  diese, theoretisch  als  zweiter  Ordnimg  zu  betrachtenden 
Grössen  numerisch  höherer  Ordnung  werden:  liegen  nämlich  alle  drei  Beobachtim- 
gen  in  einem  grössten  Kreise,  so  wird  nothwendig  sinp,,  der  Null  gleich,  soll  dem- 
nach Q„  endliche  Werthe  erhalten ,  so  muss  auch  der  Factor : 


«i°^"(^-i)' 


der  Null  gleich  werden ;  dies  kann  —  schliesst  man  den  Specialfall  r„  =  It„  von 
der  Betrachtung  aus  —  nur  dann  eintreten,  wenn  auch  sinP,,  der  Null  gleich  wird. 
Liegen  also  die  drei  Beobachtimgen  in  einem  grössten  Kreise,  so  muss,  wenn  nicht 
zufällig  r„  sehr  nahe  gleich  B,,  ist,  welche  Bedingung  bei  kleinen  Planeten  niemals 
eintreten  kann,  der  mittlere  Sonnenort  ebenfalls  in  diesem  grössten  Kreise  liegen, 
weshalb  man  die  Behauptung  aufstellen  kann,  dass  im  Allgemeinen  eine  Bahn- 
bestimmung axis  drei  Orten  nicht  möglich  sein  wird,  wenn  diese  in  einem  grössten 
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Kreise  liegen  und  dass  dieselbe  sehr  unsicher  ausfallen  muss,  wenn  dieser  Bedin- 
gung auch  nur  nahezu  genügt  wird.  In  solchen  Fällen  müssen  jene  Methoden 
der  Bahnbestimmung  in  Anwendung  kommen,  welche  vier  Beobachtimgen  zu  die- 
sem Zwecke  fordern  und  in  der  folgenden  Abtheilung  näher  behandelt  werden. 

Hieran  schliesst  sich  die  für  die  erste  Bahnbestimmung  nicht  unwichtige 
Bemerkung,  dass  schon  zwei  dem  scheinbaren  Orte  nach  einigermassen  entferntere 
Beobachtungen  ein  im  Allgemeinen  verlässliches  Kriterium  bieten,  ob  eine  Bahn- 
bestimmung aus  drei  Orten  mit  Sicherheit  möglich  sein  wird  oder  nicht :  da  näm- 
lich p„  in  Bezug  auf  die  Zwischenzeiten  zweiter  Ordnung  ist,  so  wird  eine  Bahn- 
bestimmung mit  einer  nach  Massgabe  der  Zwischenzeit  entsprechenden  Sicherheit 
stets  erlangt  werden  können,  wenn  sinP,,  eine  Grösse  nullter  Ordnung  ist.  Legt 
man  durch  die  erste  und  dritte  Beobachtung,  deren  Längen  und  Breiten  mit 
X,,  k,„^  ß,  und  /?,,^  bezeichnet  werden  sollen,  einen  grössten  Kreis,  so  wird  der  auf- 
steigende Knoten  k'  dieses  Kreises  und  seine  Neigung  t'  bestimmt  sein  durch 
[vergl.   i)  pag.   102] : 

tgf'sin(A,  — A')  =tg/^,  j 

■^•'■^i'-*')  =  '"--.X-"T"'''I     '"' 

und: 

sinP,,  =  —  svi{L„  —  k')  sinr,  13) 

welch  letztere  Grösse  den  gemachten  Auseinandersetzungen  zufolge  nullter  Ordnung 
sein  muss,  wenn  eine  Bahnbestimmung  aus  drei  Orten  mit  Sicherheit  möglich  sein 
soll;  statt  12a)  wird  man  sich  in  der  Regel  mit  den  folgenden  Annäherungen  be- 
gnügen dürfen: 

^m  =  i  (^'"  +  ^         ßm=i  [ß'n  +  ß,)    j 

tg  %  sin  (A^  —  k')  =  t^ß^,  \  ,  2b) 

tg.^cos(A.->t')=^,-^^^--,       J 

Die  Gleichung  3)  (pag.  36 ij  lehrt,  dass  die  Bahnbestimmung  um  so  sicherer  ausfällt, 
je  sicherer  das  Verhältnis  sinP;^:  %mp„  bestimmt  erscheint.  Die  Gleichungen  14) 
(pag.  356)  und  3)  (pag.  361)  zeigen  aber,  dass  dieses  Verhältnis  aus  den  Beobach- 
tungen durch  die  Gleichungen: 


sin  [Uf  —  tt„,)  sin  P„  =     '^    \ 


%m{u, —  w,„)sinjö„ 

bestimmt  wird,  in  welchen  u,  —  u„,  den  scheinbaren  Abstand  des  ersten  und  dritten 
geocentrischen  Ortes  darstellt.  Es  ist  daher  K  ein  unmittelbares  Mass  der  Genauig- 
keit der  Bahnbestimmung,  so  lange  nicht  r  nahe  gleich  R  ist,  welche  Bedingung 
für  die  kleinen  Planeten  niemals  eintreten  kann;  ist  die  Länge  der  Seiten  des 
zwischen  den  drei  geocentrischen  Orten  eingeschlossenen  sphärischen  Dreiecks  nicht 
allzu  gross,  so  wird  K  nahezu  die  doppelte  Fläche  desselben  darstellen,  welche 
wohl  als  ein  Mass  der  Genauigkeit  der  Bahnbestimmung  betrachtet  werden  kann. 
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Es  dürfte  angemessen  sein  hier  auch  eine  Schätzung  anzugehen,  his  zu  wel- 
chem Werthe  K  herahsinken  kann,  ohne  dass  die  resultirende  Bahnbestimmung 
allzu  unsicher  ausfallen  würde.  K  stellt  sich  nach  14)  als  ein  Product  zweier  Fac- 
toren  dar,  ton  welchen  der  eine  den  Sinus  des  Abstandes  der  beiden  äusseren  geo- 
centrischen  Orte,  der  andere  den  Sinus  des  Perpendikels  vom  mittleren  Ort  auf 
den  durch  die  beiden  äusseren  gelegten  Kreis  darstellt;  jener  Factor  wird  im  All- 
gemeinen erster,  dieser  zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Zwischenzeiten  sein. 
Bei  der  Sicherheit  der  Planetenbeobachtungen  wird  man  u,  —  u,„  und  p„  wohl  bis 
auf  5"  richtig  aus  den  Beobachtungen  ableiten  können ;  setzt  man  die  Cosinus  der 
kleinen   Bogen  der   Einheit   gleich,    so   gibt   die   Differentiation  der  zweiten  Glei- 

chimsr  14]:  ,^  .         ,,  ^    ,     -    ,  s  ■, 

dK  —  sin  p„d(u,—  u„,)  +  8m(u,—  u,„)  dp,, , 

durchschnittlich  wird  sinp,,  um  eine  Ordnung  kleiner  sein  als  sin(u, —  u,„),  der 
Fehler  in  K  mit  Rücksicht  auf  die  obige  Fehlergrenze  also  mit  genügender  An- 
näherung: ,^_  .     ,  V    .       /r 

^  dK  =  sin  (u,  —  u,,,)  sm  5  , 

und  der  Fehler  selbst  im  Verhältnis  zu  K: 

dK         sin  s"  x 

K  sin  p„  -" 

Soll  also  K  etwa  auf  den  hundertsten  Theil  genau  gefunden  werden,  so  muss  p„  grös- 
ser als  500"  sein ;  begnügt  man  sich  aber  mit  einer  Annäherung  bis  auf  den  zehn- 
ten Theil,  was  wohl  als  die  äusserste  Grenze  bezeichnet  werden  kann,  innerhalb 
deren  noch  eine  annehmbare  Bestimmung  möglich  ist.  so  wird  p„  sogar  auf  50" 
herabsinken  können.  Bei  Kometen  werden  aber  weit  grössere  Werthe  für  p„  ge- 
fordert werden  müssen,  weil  hier  leicht  Fehler  von  20"  und  darüber  in  der  Bestim- 
mung von  p„  erwartet  werden  können.  Will  man  sich  demnach  ein  beiläufiges  Bild 
über  die  zu  erwartende  Genauigkeit  in  der  Bahnbestimmung  machen,  so  wird  man 
nach  Berechnung  des  Werthes  von  K  sofort  sin  p„  nach : 

sino„  =    .   ,  .  ,  10) 

bestimmen ,  wobei  man  für  sin  [u,  —  u„)  eine  ganz  rohe  Annäherung ,  die  sich  aus 
der  Ansicht  der  Beobachtungen  ergibt,  einsetzen  darf,  und  dann  nach  15)  die  »u 
erwartende  relative  Unsicherheit  in  K  ermitteln,  es  ist  daher : 

dK         sin  s" 


K 


sin  (?/,  —  «,„).  17) 


Zum  Schlüsse  sei  noch  bemerkt,  dass  die  eben  angestellten  Betrachtungen 
ihre  Giltigkeit  verlieren ,  sobald  r  nahezu  gleich  R  wird ,  ein  Umstand ,  der  für 
kleine  Planeten  niemals  eintreten  wird ;  bei  Kometen  wird  aber  eine  besondere  Vor- 
sicht nothwendig,  weil  für  diese  nicht  der  Werth  von  K  allein  entscheidend  ist. 
derselbe  kann  sogar  den  Nullwerth  annehmen  und  die  sichere  Bahnbestinunung 
dennoch  möglich  sein,  wenn  nur  der  Sinus  des  Perpendikels  P„,  welches  vom 
mittleren  Sonnenort  auf  den  durch  die  äusseren  Beobachtungen  gelegten  grössten 
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Kreis   gefallt  wird,  eine  Grösse  nullter  Ordnung  ist.    Denn  denkt  man  sich  die 
Gleichung  3)  (pag.  361)  in  der  Form: 


sin^„|;;  =  _I^sinP„{^3_J,} 


geschrieben,  so  wird,  falls  sin/>„=  o  und  sin  P„  eine  Grösse  nullter  Ordnung  ist, 
aus  dem  letzten  Factor  eine  sichere  Bestimmung  für  r,,  resultiren ,  woraus  übrigens 
nicht  in  allen  Fällen  ein  sicherer  Schluss  auf  q„  gezogen  werden  kann.  Im  Allge- 
meinen jedoch  wird  eine  Bahnbestimmung  aus  drei  Orten  mit  Sicherheit  durchgeführt 
werden  können,  sobald  der  Ausdruck: 


sin  in,  —  «„,)  Vsinjt?,,^^  sinP,,^ 

nicht  allzu  kleine  Werthe  annimmt ;  jene  Fälle  aber,  in  welchen  P„  gross,  p„  sehr 
klein  und  überdies  in  dem  ebenen  Dreiecke :  Erde,  Sonne  und  Himmelskörper  der 
Winkel  an  letzterem  nahezu  ein  rechter  ist,  werden  sich  für  die  Bahnbestimmung 
aus  drei  Orten  nicht  eignen,  obwohl  das  aufgestellte  Kriterium  eine  solche  mit  Sicher- 
heit vermuthen  Hesse. 

3,  Bestlmmiing  der  geoeentrlschen  Distanzen. 

Die  Gleichungen  21)  (pag.  358)  und  25)  (pag.  359)  ergaben  für  die  geoeentrl- 
schen Distanzen  q,  und  q,,,  die  Relationen : 

q,  =  l  +  [[Il+r^]-^IIly}x 


in  welchen  für  eine  vorgelegte  Hypothese  die  Grössen  p,,  q,,,^  x  und  y  als  Unbe- 
kannte erscheinen.  Die  Symbole  /,  und  /,„  werden  nach  den  beiden  ersten  Glei- 
chungen 20)  (pag.  358)  zu  berechnen  sein,  die  übrigen  nach  24)  (pag.  358,  359); 
die  Grössen  F,  und  F^  sind  zweiter  Ordnung  und ,  falls  keine  Näherungen  für  die 
Elemente  vorliegen,  in  der  ersten  Hypothese  der  Null  gleich  zu  setzen,  dieselben 
ändern  ihre  Werthe  von  Hypothese  zu  Hypothese ;  die  /-,  //-  und  ///-Symbole  sind, 
so  lange  nichts  an  den  Zwischenzeiten  geändert  wird,  Constanten;  2;  und  y  endlich 

haben  die  Bedeutung: 

1  r„,  —  r,  » 

und  die  in  y  multiplicirten  Glieder  werden  erster  Ordnung  sein.  Um  diese  Glei- 
chungen  in  Verbindung  mit: 

'  sin  6,  cos6,       '  '"  sinO,,,  co8  6,„'i 

(vergl.  31)  pag.  360)  durch  Versuche  au&ulösen,  wird  man  zweckmässig  x  und  y  als 
Unbekannte  in  das  Problem  einführen  und  beim  ersten  Versuche  y  =  o  setzen, 
welche  Substitution  als  erlaubt  bezeichnet  werden  muss,  weil  dadurch  nur  Fehler 
erster  Ordnung  begangen  werden.    Für  log:r  wird  aus  Tafel  XIIIc)  sofort  ein  Nähe- 

Oppolzer,  Balmbesiimniuigeii.  I.  2.  Auflage.  47 


Digitized  by 


Google 


370     

rungtiwerth  gefunden  werden  (vergl.  ii)  pag.  365) ;  man  betechnet  nämlich  zmiächst 

die  Logarithmen  von:  ,  , 

w,  =  ^         ,        fn,„=  ^  ,  4) 

und  sucht  in  der  genannten  Tafel  mit  Benützung  der  bekannten  Grössen  Ton  \p. 
und  xp,„  (vergl.  28)  pag.  359)  die  zugehörigen  zwei  Werthe  von  log  (2^)""^  auf,  welche 
nahezu  übereinstimmen  werden ;  ihr  arithmetisches  Mittel,  vermindert  um  den  Loga- 
rithmus von  Uf,^^  wird  ein  Näherungswerth  für  loga:  sein,  nämlich: 

X  =  (2AÄ,)"^  5) 

Wendet  man  die  vorliegende  Methode  der  Bahnbestimmung  auf  Kometen  an,  wobei 
übrigens  die  im  nächsten  Kapitel  aufgeführten  Modificationen  in  Betracht  kommen^ 
so  kann  ganz  wohl  der  Fall  eintreten,  dass  die  Grenzen  der  Tafel  XIII  c)  über- 
schritten werden,  dann  wird  man  aber  in  der  Kegel  bereits  durch  vorausgehende 
Rechnungen  (parabolische  Elemente)  Näherungswerthe  für  r,  +  r,„  besitzen,  die  für 
den  ersten  Versuch  in  Anwendung  zu  bringen  sein  werden ;  auch  kann  man  in 
solchen  Fällen  die  Tafel  XIII  a)  (vergl.  pag.  364)  zu  Bathe  ziehen.  Hat  man  be- 
stimmte Annahmen  über  x  und  y  gemacht ,  die  als  Anfangswerthe  mit  x^^  und  y^  be- 
zeichnet werden  sollen,  so  geben  die  Gleichungen  i)  (pag.  369)  sofort  die  zugehörigen 
geocentrischen  Distanzen,  aus  welchen  nach  3)  (pag.  369)  Werthe  für  r,  und  r„,  resul- 
tiren,  die  in  2)  (pag.  369J  eingesetzt  für  x  und  y  mit  x^  und  y^  zu  bezeichnende 
Endwerthe  ergeben,  welche  mit  Xg^  und  y^  identisch  sein  würden,  wenn  diese  let^ 
teren  die  wahren  Werthe  der  Unbekannten  gewesen  wären.  Im  Allgemeinen  werden 
aber  Unterschiede  auftreten,  die  man  zur  näheren  Bestimmung  von  ar^  und  y^  ver- 
werthen  kann.    Beschränkt  man  sich  auf  differentielle  Verhältnisse  und  bezeichnet: 

dx  —^'         '  dy  —  P' 

so  wird  zunächst,  mit  Bücksicht  auf  24)  (pag.  295] : 


6) 


dr,  =  sinö,  d^,  =  a,  sinö,  dx^  -+■  ß,  sinö,  dy^^ 
dr„,  =  ^\ndf„dQ„,  =  a„,sinO„,dx^  +  ß,„9in  d„,dyf^. 


7) 


Andrerseits  gibt  die  Differentiation  der  Ausdrücke  2): 

dy    =  ^r,dr,„    _     2r„,dr, 

demnach  ist:  ^"' + '•'"^'       (O  +  rj«. 


8) 


^e  =  —  (r^-^r,,,)^  (a,8inÖ,  -f  a„,6iad,n)  dx^  —^^^^^j4  iß^^^^  ^'  +  ß^^^^»')  ^Va  . 
l^r^r,,]'^  (^' "'"  ^^  ^^r-r,^  a,  sin  d,)  dx^  +  (r,^r„)i  ^^'ß'^  ^^^  ^ff-^fff  ßf  »i»  Ö,)  dy^.^ 
Nun  muss  aber  den  Relationen: 

x^  +  dx^^Xa-i-  dxa 

Ve  +  rfye  =^  ya  4-  dy^, 
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genügt  werden,    man  hat  sonaoh  zur  Befitünmung  der  Verbesserungen  der  Werthe 
Xf^  und  y^,  die  durch  dx^  und  dy^^  zu  bezeichnen  sind,  die  Gleichungen: 


^(,  — ^a=  }i  + 


[r,- 


+ 


{r,  +  rj 


— r^  (a,sinö,  +  a,,,8in#,„)  \  dx^  + 


lO) 


Die  Auflösung  dieser  Gleichungen  wird  in  der  Begel  schon  nach  dem  ersten  Versuche 
so  nahe  richtige  Werthe  für  x  und  y  ergeben,  dass  ihre  Anwendung  auf  den  zweiten 
Versuch  die  wahren  Werthe  der  Unbekannten  wird  finden  lassen.  —  Die  Bestimmung 
der  a  und  ß  Coefficienten  hat  keine  Schwierigkeit;  dieselben  sind  nach  i)  (pag.  369): 


a,  =  (//,  +  r,)  +  Uly 
of;,,x=  [Il„  +  r,„)  +  IIl„y 

ß,:^IIlx 
ß„f^=^  III,,,  X^ 


") 


und  können  aus  den  Zahlen  des  vorangehenden  Versuches  leicht  erhalten  werden. 

Die  Anwendung  der  Formeln  10)  in  voller  Ausdehnimg  wird  aber  durchaus 
nicht  immer  nöthig  sein,  sondern  es  wird  bei  ersten  Bahnbestimmungen  genügen, 
indem  man  sofort  den  Übergang  auf  die  logarithmischen  Incremente  macht,  zu  setzen : 

z/i  =loga:g  — loga;^ 

^2  =  -  (7r^^4  |///.8mö.  +  ///.rsinö,.  j  [y,  -  y^) 
log(-^  3Mod.)  =  o,|ii49i 


rflogar«  = 


A  -1-^2 


12 


I  -t-  i.  A  V4  \lIMne,  +  II,„sine,n  j 

dya  =  ye  —  yay 

in  welcher  Gestalt  die  Formeln  im  Anhang  Aufaahme  gefunden  haben. 

Ist,  wie  dies  hier  vorausgesetzt  wird,  über  die  Bahnelemente  nichts  näheres 
bekannt,  so  kann  bei  Befolgung  der  hier  vorgetragenen  Methode  die  Annähe- 
rung vorerst  nicht  weiter  getrieben  werden,  da  die  Grössen  JT,  und  F„„  welche 
zweiter  Ordnung  sind,  unbekannt  bleiben.  Die  Convergenz  dieser  Methode  ist 
aber  eine  so  bedeutende,  dass  man  sich  wohl  in  der  Regel  zur  Bestimmung  erster 
Elemente  mit  der  gewonnenen  Annäherung  begnügen  darf.  Will  man  dennoch 
weiter  vorgehen,  so  wird  man  sich  die  Werthe  von  F,  und  r,„  zu  verschaffen  haben 
und  zu  diesem  Zwecke  zunächst  den  zwischen  dem  ersten  und  dritten  helio- 
centrischen  Orte  eingeschlossenen  heliocentriscben  Bogen  2f„  ermitteln;  bezeichnet 
man   die    analogen   Bogen    zwischen    dem    ersten    und    zweiten    Orte    mit   2  f,„ , 


47' 
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zwischen  dem  zweiten  und  dritten  mit  2j^,B0  ist  der  Bedeutung  der  Ver&ältiiime 
der  Dreiecksfläohen  gemäss: 


[r„r,„]  _  r,,8in2/ 
[r,r„,]        r,8in2/,/ 


weshalb   mit  Rücksicht  auf   die  in   den   Gleichungen    23)   (pag.   358)    auftretenden 
'F-Coefficienten  wird  geschrieben  werden  dürfen : 


[r„r„,] 1      h  ^ 

[r„r„,] 
"        [r,r,„]        [r,r,„]         x„ 


14) 


I  -f-   %n"x  » 


[r,r„] 


wobei  Hfl'  und  *F„/'  in  der  ersten  Näherung  durch: 


%n   =  -  |(t.2  -  r,,2)  +  4  ^  y 


15) 


ersetzt  werden  können;  war  aber  eine  Näherung  schon  vorausgegangen,  so  wird 
man  die  betreffenden  Werthe  von  y"  imd  y„"  mit  in  Rechnung  zu  ziehen  haben; 
mit  Rücksicht  auf  diese  Auseinandersetzungen  kann  man  daher  die  beiden  Grrössen 
n  und  n^,  mindestens  als  genähert  bekannt  annehmen.  Es  findet  sich  also  aus  den 
Gleichungen  13)  zunächst: 

r„  sin  2/,  =  r,  n  sin  2  /„ 

n,sin  2f,„  =  r,„n,,sin  2/, ; 

denkt  man  sich  in  der  zweiten  Gleichung : 

eingesetzt,  so  erhält  man  sofort: 

r„  sin  2f„  cos  2/  —  r„  cos  2/,  sin  2/  =  r„  sin  2/,,  cos  2/  —  r,  n„  cos  2/,  sin  2/, 

=  r,„n„Bm2/,f, 

daher : 

r„  cos  2/  =  r„,n„+  r,  n  cos  2/,. 

Die   eben   angesetzten  und    ähnliche  Transformationen   fuhren   leicht   auf  folgende 

r„sin2/„=  r,„n„sin2/, 


Formeln : 


r„  cos  2f,„  =  r, »  +  r„r  n„  cos  2/,, 

r„sin2y;  =  r,W8in2/„ 

r„co8  2f,  =  r„,n„+  r,noos2f„, 


16) 


bei  welchen  man  als  Controle  den  Umstand  benützen  wird ,  dass  aus  der  Verbin- 
dung der  beiden  ersten  Gleichungen  ein  Werth  für  r„  resultirt,  welcher  mit  dem 
aus  der  Verbindung  der  beiden  letzten  Gleichungen  erhaltenen  identisch  sein 
muss,  xmd  dass  femer  f,  +  /,„=  ß,  y^ird.  Es  sind  somit  alle  jene  Grössen  gegeben, 
deren  man  bedarf  (vergl.  26)  pag.  89),  um  ij,  das  Verhältnis  des  Sectors  zum  Dreieck. 
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berechnen  zu  können;  bezeichnet  man  die  verschiedenen  t]  analog  den  Zwischenzeiten 
durch  Accente  [verffl.  pag.  98  und  24)  pag.  358],  so  findet  sich  leicht: 


Yf  =  ^,    —  f*/    +  4  ^#  ^w  y  =  — -z hl —  f*/  +4  ^/^wy) 

ym  =    ^,„    /iw   4  T,  T,„  y    =    — ( fl,    +  4  T,T,„y} 

y,„  —  T,„  —  ^„,  —  4  — —  y  —  — fi,„  —  4  -— —  y , 


17) 


mit  welchen  Werthen  nach  den  beiden  letzten  Gleichungen  in  24)  (pag.  358)  F,  und 
Ffft  berechnet  werden  können,  durch  die  man  zu  wesentlich  genaueren  Werthen  von 
[U],  und  {II),n  (vergl.  25)  pag.  359)  gelangt.  Die  Auflösung  der  Gleichungen  durch 
Versuche  auf  Grundlage  dieser  Werthe  wird  wieder  für  q,  und  q^  erhöhte  Annäherun- 
gen ergeben,  die  in  der  eben  angedeuteten  Weise  zur  Herleitung  neuer,  der  Wahr- 
heit näher  liegender  Werthe  von  F,  und  F,„  verwendet  werden  können.  Man  wird 
dieses  Verfahren  so  lange  fortzusetzen  haben,  bis  die  Werthe  von  n  und  n„  in  zwei 
aufeinanderfolgenden  Hypothesen  innerhalb  der  Genauigkeitsgrenzen  der  Rechnung 
identisch  gefunden  werden ;  man  wird  sich  wohl  meist  auf  die  Bildung  der  ersten 
Hypothese  beschränken  dürfen,  da  für  erste  Bahnbestimmungen  von  kleinen  Plane- 
ten, bei  welchen  die  in  Betracht  kommenden  Zwischenzeiten  wohl  selten  50  Tage 
überschreiten,  die  ersten  Annäherung  (F,  =  F,f,=  0)  ausreicht,  sind  aber  in  dem 
vorgelegten  Falle  die  heliocentrischen  Bogen  gross,  so  werden  meist  Näherungen 
für  die  Elemente  bekannt  sein,  die  man  sofort  ssur  genügend  genauen  Bestimmung 
der  Werthe  F,  und  F„,  verwerthen  kann. 

Zu  den  vorstehenden  Entwicklungen  bedarf  man  der  Kenntnis  des  Bogens  zf,,^ 
und  es  stellt  sich  die  Aufgabe  jene  Methoden  aufzuweisen,  die  mit  möglichst  ge- 
ringer Mühe  die  Bestimmung  dieses  Bogens  erreichen  lassen.  Gewöhnlich  ermittelt 
man  zu  diesem  Zweck  in  bekannter  Weise  aus  q,  und  q,„  die  heliocentrischen  Län- 
gen (/,,  O,  Breiten  (A,,  i,„)  und  Kadienvectoren  (r,,  r,,,)  des  Himmelskörpers  und 
findet  dann  leicht  aus : 

cos  2f„  =  cos  bf  cos  b„f  cos  (/,„ —  l)  +  sin  b,  sin  J,,, , 

die  für  die  Genauigkeit  des  Rechnungsresultates  forderlichere  Relation: 
siny;,2  =  cos  b,  cos  b,„  sin  \  {l„, —  /,)  ^  -f-  sin  |  [b„, —  b,)  ^.       1 8) 

Es  lassen  sich  jedoch  durch  geeignete  Transformationen  wesentlich  bequemere  For- 
meln herstellen,  die  hauptsächlich  dann  von  besonderem  Vortheile  sind,  wenn  man 
genöthigt  ist,  mehrfache  Annäherungen  durchzuführen.  Bezeichnet  man  mit  s  die 
Sehne  zwischen  den  Endpunkten  der  Radienvectoren  r,  und  r,„,   so  ist: 

8^  =  r,2+  r„,^—  2r,r,„cos2ß,  =  [r,—  r,„)2+  4nn,,sin/,2, 
daher: 
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sind  x,^  f/,y  z,  und  z,,,,  y,„^  z,„  die  heliocentrisohen  rechtwinkligen  Coordinaien  der 
Endpunkte  der  Radien veotoren ,  dann  ist: 

«2  =  [x„,—x,)^+  (y,„—  y,)2+  [Zfn—  z,)^  =^  n^+  r,„^—  2(x,x„,+  y,ym+  z,z^), 

also :  , 

8in/,3  =  i  -  '^-'^""^/:^-'"^'-'-  .  20) 

Weiter  ist  aber  (vergl.  pag.  272),  wenn  man  die  Sonnenbreiten  zwar  nicht  gleich 
Null  setzt ,  aber  so  klein  annimmt  ^  dass  die  Quadrate  derselben  vernachlässigt  wer- 
den dürfen: 


^,  =  ?,  —  X,  =  q,  cosX,  cos/?, —  iJ,cosZ, 
y,  =  rit  —  Y,  =  Q,  sinX,  cos/?, —  iJ^sinZ/, 
z,  =  C,  —  Z,  =^  Q,  sin/?,  —  jB,jB,arci", 

a^w==   ?w —  Xw=»   Q,„C0Skff,CQ8ß,„ —  jB,^C08iy„, 

y,n=  ^m—  Y„,=  Q,„siaK„co8ß„,—  B„,^mL,, 
Zm  =^  ?rw —  Z„t  =  ß,„  sin  /?w —  Rf„  B,„  arc  i ", 


2ia) 


2lb) 


und  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  28)  (pag..  359)  und  29)  (pag.  360): 

X,  =  p,  cos  [  ( A, —  L,)  +  Li]  cos  /?, —  R,  cos  Z/,  ^  ^''^V'iT      ^®  ^^' —  "^'^  ^®  ^'  ^^® ''''  ~ 

L — ;^  ;  ^^^ sin (l,  —  X J cos ß, sin i, V—-^ cos L, 

^  s=  co8(i;,  +  i//,)cosX,  —  sin(;?,-4-i//,)cosP,8ini^ — cos  L,  ^^  .        -  sin  ß,  B,  arc  i ''. 

Das  letzte  Glied  kann  der  Null  gleich  gesetzt  werden,  denn  nach  29)  (pag.  360)  wird 
sin(i;,+  V^/)-  smtp,=  q,:  r,,  daher  niemals  sehr  gross  sein,  und  sin/?  wird  in  jenen 
Fällen,  bei  denen  man  die  Sonnenbreiten  nicht  durch  die  Einführung  des  locus  fictus 
eliminiren  kann,  ebenfalls  ein  sehr  kleiner  Bogen  werden,  dessen  Product  in  den 
Sinus  der  Sonnenbreite  man  auch  vernachlässigen  kann.  Man  erhält  somit,  .wenn 
ähnliche  Transformationen  für  die  übrigen  Coordinaten  ausgeführt  werden: 

^  =  cos  [z,  +  tp, )  cos  L,  —  sin  (z,  +  xp,  )  cos  P,  sin  L, 

^  =  co8(iJ,„+  i/'w)  cosi,,,—  sin  (2,,,4-  \pf„)  cosP,„8inX,^ 

^  2=3  cos  («,  +  \jjf )  sini/r  +  sin  («,  +  rp, )  cosP,  cosZ, 
'I 

^  =  cos  (;?,„+  xlJ„)  sinZ,„+  sin  [z,,,-^  ^pm)  cobP„,cosL„, 

~  =  sin  [z,  +  \p, )  sin  P,  +  cos  (z,  +  ip,)  B,  arc  i" 
^f 

~  =  sin  {z„,'\-  xlj,„)  8inP,„+  cos  {z„,+  \p,„]  B„,bxc  i", 
und  hieraus  mit  Weglassung  der  zweiten  Potenzen  der  Sonnenbreiten: 

-i-  {x,x„,+  y,y„,+  z,z„,)  =  cos  [z,  +  xp)  cos  [z„,+  tp„,)  cos  (L,„—  L,) 

+  sin  {z,  +  V^i)  sin  [z„,+  xp„,){co8P,cosP„,cos{L,„—L,]  + 

+  sinP,sinP,„}  + 
+  sin  [z,  +  ip,)  cos  (z„,+  tp„,)  cos  P^  sin  [L,„—  L)  — 
—  sin  (z,„+  xp„,)  cos  (z,  +  ip,)  cosP„,sin(L,„—L,)  + 
+  sm(z,„+tp,„)  co8[z,  +  1//,)  B,arc  i"  + 
+  sin (5:,  +  tp,)  cos(z,„+  ^m]  B„,wtc  i". 


^  22) 


21) 
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Mittelst  der  Abkürzungen : 


(z,  +  tfj,)  +  («,„+•  tff,„)  1=  2 
(z,+  tfß,)  —  (z,„+  tff,„)  =  J , 


kann  man  die  Gleichung  23)  in  die  Form: 

--* - (x,x„,+  y,y„,+  z,z„,)  =»  | cqs2{cob[L,„—  L,)[i  —  cosP^cosP,,,]  —  sinP, sinP,,,}  + 
+  isin-28in(X„/ — L,)[cosP, —  cosP^]  + 
+  ^  cos  ^  {cos  [L,„ —  i,)  [  I  +  cosPrCOsPw,]  +  siuP,  sinP„,}  -f- 
+  I  sin  ^  sin  (Z/rrr — i,)[co8P,  +  cosPw]  + 

4-  sin  {z,„+  xp„,)  90s  (z,  +  1//J  J5,  arc  1"  + 
+  sin  (z,  +  V^f)  cos  (z,„+  \jj„)  B„,aic  T, 

überfahren.     Nun  ist  aber: 

I  —  cos  P,  cos  P,^  =  I  —  |cos(Pw+  P,)  —  icos(P,„—  P,)  = 

«  sini(P,,,+  P,)2+  8ini(P,^  P,)2 
I  +  cosP,cosP,^  =  I  +  icos(P,„+  P,)  +  |cos(P„,—  P,)  = 

=   COSi(P,.+  P,)2+  COSi(P,,—  P,)2 

— sinP,  sinP,^  =  ^cos (P,^+  PJ  —  |cos(P,^—  P,)  = 

^  8in|(P,,,—  P,)«—  sini(P,,+  P,)2 
H-sinP,  sinP,^  =  |cos(P,^—  PJ  -^  icos(P,;,+  P,)  ^ 

=   C08i(P.,-  PP—  C08i(P,.+  P,)2; 

setzt  man  diese  Werthe  in  24)  ein  und  überdies  in  derselben  Gleichung: 

cos  (L„^—L,)  =  co8|(i,;,— iJ2— sini(A^— iJ2 
sin  (iw—  L,)  =  2sin|(A„ —  Z/,)  cos|(A;r—  A) , 
80  findet  sich  leicht : 

^  (ar,  a',^+  y,  y,^+  z,  z„,)  =  cos  2  sin  |  (P,,^—  P,)  ^  cos  ^  {L„,—  L,)  2  — 

—  cosisin|(P,„-h  P,)28ini(i,„—  Z,)2  + 

+  2sin:S8ini(Z/,„— ij  cos^(L„,—  L,)  8ini(P,^+P,)  sin|(P„,— PJ  + 
+  cos^cosi(P,,,—  PJ^cos^i,,,—  L,)^— 

—  cos^cos|(P„,+  PJ28ini(A^—  U)^  + 

+  2  sin  ^ sin  ^{L„r-  L)  cos  \  (L,„—L,)  cos |  (P,,,-+.  P,)  sin  ^  (P„,—  P,)  + 
4-  •in(«,^+  xff,,,)  cob(z,  +  1/;,  )B,arci"+ 
+  sin(;j,  +  yj, )  cos(«,„+  tp„,)B„,aic  i"; 

fahrt  man  durch  die  Relationen : 


24) 


25) 


tösinfT  =  sin|(X„, —  i,)sin|(P,„+  P,) 
tocosW  =  co8|(Z,,, —  i,)8in|(P,„ —  PJ 
A  sin  IT  =  Bin\[L,f, —  L,)co6\{P„,+  P,) 
hcosH  =  cos  i  {L„, —  L,)  cos  ^  {P,„ —  P,) , 


26) 


die  Hilfsgrössen  to,    W,  h  und  H  ein,    so  wird  die  als  Controle   zu   benützende 
Gleichung : 


Uß^lC^*:^  1 


27) 
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bestehen,  und  man  kann  statt  25)  schreiben: 

—  2sin^J^cos  W^  +  2  8in|^J?co8-J-28in  JFcos  W)  + 
+  A2{sinlf2  _  2  cosi^^^sinlT^  +  cos J^^  _  2  %m\J^co%H'^  + 

+  2sin-|^^cos|^^sinÄ'co8Ä}  + 

+  sin  (z„,  +  xp,,^  cos  [z,  +  \p)B,VLrc  i"  + 
+  sin(;?,  +  1/;,)  cos  [z„,  +  \l)„)  Ä,,arc  i". 


28) 


Mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  der  Buchstaben   ^  und  J  folgt   daher  für  die 
Gleichung  20)  die  Relation: 

8in/,2  =  w'^BmiW  —  \(z„.  +  z)Y  +  A2sin[H'  +  \{z,„  —  z,)]^ 
+  sin  {z„,  +  tp,„)  cos {z,  +  1/;,)  jB, arc  i"  +  sin  (z,  +  \p)  cos  {z,„  + 


V'^^JB^^arci",  I 


29) 


worin  für  die  in  einem  speciellen  Falle  constanten  Bogen  abkürzend: 

gesetzt  wurde.  Die  Gleichung  29)  bietet  also  ein  sehr  einfaches  Hilfsmittel  zur 
Bestimmung  des  Bogens  f„^  insbesondere  in  jenen  die  überwiegende  Anzahl  des 
Vorkommens  bildenden  Fällen,  bei  welchen  die  Sonnenbreiten  der  Null  gleich 
angenommen  werden  dürfen. 

Die  am  Schlüsse  dieses  Werkes  gegebene  Zusammenstellung  der  Formeh 
ist  nur  dem  Falle  der  ersten  Bähnbestimmung,  in  welchem  man  mit  der  Annahme 
r,  =  r„,  =  o  ausreicht ,  angepasst ;  es  soll  daher  hier  noch  die  Zusammenstel- 
lung jener  Formeln  gegeben  werden,  deren  man  sich  zu  bedienen  hat,  wenn  man 
durch  Bildung  weiterer  Hypothesen  sich  der  Wahrheit  annähern  will.  Hat  man 
die  Werthe  von  x  und  y  durch  Versuche  ermittelt,  so  rechnet  man  die  für  die 
weiteren  Hypothesen  constanten  Hilfsgrössen  JF',  -ff',  w  und  h  nach  [vergl.  26) 
pag.  375]  •• 

ir8inTr=  %\tl\[L„,—  i,)8ini(P„,+  P,),    Asinir=  sini(L„r^ A)cos|(P„,+  Pf) 
wco8W=  cos|(i,^ —  L,)8in^(P,„ —  P,),   hcosH  =  cob{{L,„ —  i,)cos J (P,,, —  P,) 

to2  +  Ä2  =  I ; 


31) 


32) 


dann  ist  [vergl.  29)  pag.  376  und  30J  pag.  360]: 

8in/„2  =  ioicos{fr  +  i  (ö,  +  Ö,„)}2  +  hHm[H'  +  1  {<?,  —  <?„,)}? 
+  co«(fl,„  —  il>,„]An(0,  —  rl>,)B,tnci"  +  co8(d,  —  ^,)  nü(e,„  —  tl>,„)  S,„iiK  i 

T     T      2 

Uf  tt  ,,    "  _i       .    ZLlHL  »B  _L_  A/    " 

^m     =  ^m     +  4   —r-  y  T-  Yfff  j 

wobei  für  die  y-Symbole  jene  Werthe  zu  wählen  sind ,    welche  in  der  betreffenden 


33) 
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Hypothese  Verwendung  gefunden  haben,   also  nach  der  ersten  Hjrpothese  der  Null 
gleich  au  setzen  wären.    Dann  ermittelt  man: 


r„  sin  2f,„  =  r„,n„  sin  2f„  ,     r„  sin  2f,==r,n  sin  2/, 

n,cos2/„  =  r,  ;*  +  r„,n,,co%2f„    ,     r„cos2f,  =  n„»„  +  nncos2/, 


34) 


2/  +  2/,,  =  2/,. 

Die  Berechnung  der  drei  Werthe  von  tj  geschieht  nach  den  unter  35)  angeführten 
Formeln  [vergl.  26)  pag.  89],  in  denen  man  den  jeder  der  drei  in  Betracht  kom- 
menden Combinationen  entsprechenden  Werth  für  r],  r,  f,  r  und  r'  zu  substituiren 
haben  wird;  in  welcher  Weise  dies  geschieht,  zeigt  das  in  35)  vorangestellte  Schema: 


Btatt  17 1  Vf 

V» 

%» 

,,    T 

-ff 

h, 

hff 

..  / 

/ 

f. 

/. 

M    r 

r„ 

r, 

r, 

M    r' 

r„, 

r,n 

r„ 

m                 ''^                     t«r {a^°  ■+.  wl  —  ly*"'            /  —  *'" 

i/^H-tgacü^ 

*"  -  :.co./KrV)»'           tg  (45    +  C-)  -  |/  ,  ,          l- 

cos/ 

h—         *"                      In        i)  —  *  fr    IUI          tr  —  - 

_~  / 

"  —  .»+;  +  {'           w      •/      ,4W-i-t;.      «^     ^s 

Au«  den  drei  Werthen  tj„  f]„  und  tjm  leitet  man: 

»    _  («?,  —  »)  —  (»7«  —  >)             "      .    4t,„T,« 

-.  '  _  (»/^'f  —  i)  —  (17,  —  i)              ,         irrt/ 

36) 

/«/  —             ^  ^                  f^m        4^/^my 

f»?!,/  —  >)  —  iVn  —  «)             .,     "            4T,T„,« 

ab,  in  welchen  Formeln  für: 

I                            .-            »-m— n 

35) 


X  == 


y  = 


die  Werthe  der  letzten  Hypothese  einzusetzen  sind.     Dann  hat  man  zu  rechnen: 

'•-=(!-£)  >--'+(%  £)'■"■•  I 

welche  Werthe  zur  Auflösung  der  Gleichungen: 

H,  =  h  +  [(II  +r,]+  III,  y]x        1         ^ 
q,,  =  l,  +  [[II,.  +  r.)  +  lll..y]  X,     ]    ^ 
benützt  werden  und  zu  neuen  Werthen  von  r,,  r,„,  x  und  y  führen,   die  eventuell 
zur  Herstellung  einer  weiteren,  mit  der  Berechnung  von  32)  (pag.  376)  beginnenden 
Näherung  verwendet  werden.     Nach  Beendigung  der  Annäherungen  schreitet  man, 
mit  der  Formel  10)  des  Anhanges  HI  beginnend,  zur  Ableitung  der  Elemente. 

Oppolser,  Bahnbettimmnngen.  I.  2.  Aaflftge. 
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Sind  vor  Ausführung  der  Babnbestimmung  genäherte  Werthe  für  die  Ele- 
mente bekannt,  so  wird  man  aus  denselben  für  die  Zeiten  der  Beobachtungen  die 
wahren  Anomalien  und  Badienvectoren  ableiten,  aus  denselben: 

/  =i(t^w  — t;,,) 

fn   =  {  (Vn,  —  V,) 
ff„  =  1  [v„  —  t/,) 

bestimmen  und  sofort  nach  den  Formeln  35),  36)  und  37)  die  Werthe  von  V,  und  r„ 
ermitteln;  genügen  die  bekannten  Näherungswerthe  für  die  Elemente  nur  halb- 
wegs, so  wird  meist  die  auf  diese  Werthe  von  F,  und  T„,  aufgebaute  erste  Hj-po- 
these  selbst  für  die  Herstellung  der  neuen  genaueren  Elemente  sich  als  ausreichend 
erweisen. 

Schliesslich  wäre  noch  jener  Correctionen  zu  gedenken,  welche  aus  der  Ein- 
fuhrung der  Aberrationszeiten  entstehen.  Berücksichtigt  man  die  Aberration  in 
ähnlicher  Weise,  wie  dies  bei  der  ersten  Bestimmung  parabolischer  Elemente  ge- 
schehen ist,  indem  man  sich  q  nach  Potenzen  der  Zeit  entwickelt  denkt,  so  werden 
die  aus  den  ersten  Potenzen  der  Zeiten  entstehenden  Correctionen  in  dem  Ver- 
hältnisse der  Zwischenzeiten  verschwinden ;  das  Product  der  Glieder  zweiter  Ordnung 
in  die  Aberration  wird  so  gering,  dass  es  als  gegen  die  anderweitigen  Unsicher- 
heiten verschwindend  betrachtet  werden  darf.  Man  wird  demnach,  wenn  man  in 
der  ersten  Bahnbestimmung  bei  der  ersten  Hypothese  stehen  bleibt,  die  Aberrations- 
zeit nur  soweit  berücksichtigen,  dass  man  vor  Ableitung  der  Elemente  die  Beobach- 
tungszeiten der  ersten  und  dritten  Beobachtung  um  die  Beträge: 


-7-76..8e,     ,     3^^ 


—    776128    p„„ 

corrigirt,  wobei  die  angesetzten  Coefficienten  logarithmisch  zu  verstehen  sind  und 
die  Correctionen  in  Einheiten  des  mittleren  Sonnentages  erhalten  werden.  Will 
man  aber  auf  die  Zahlen  der  ersten  Hypothese  eine  zweite  aufbauen,  so  wird  man 
die  Zwischenzeiten  und  die  damit  im  Zusammenhange  stehenden  Coefficienten  wegai 
der  Aberration  streng  verbessern ;  hierzu  bedarf  es  der  Kenntnis  von  q„.  um  diesen 
Werth  zu  erhalten,  berechne  man  nach  8b)  und  9b)  (pag.  354)  die  Coefficienten 
A„,  B„,  C„,  nach  14)  (pag.  372)  [r„r„,]  :  [r,r„,]  und  [r,r„]  :  [r,r,„]  und  ziehe  mit 
Hilfe  dieser  Werthe  die  Formeln  5)  (pag.  353)  in  Anwendung.  Die  Zeit  der  mitt- 
leren Beobachtung  ist  dann  um  den  Betrag: 


—  7-76128  Q„, 

ZU  corrigiren.  Ist  die  mittlere  Sonnenbreite  nicht  zu  klein,  so  kann  mit  Vortheil 
wohl  auch  die  dritte  Formel  8)  (pag.  272)  zur  Ermittlung  von  q„  benützt  werden; 
dieselbe  gibt: 

_    _  lr„  r„,]  lQ,9mß,  —  li,S,Sirci"\    ,     [  r,  r„  ]  fQ„, Bin ß,„  —  R,,, B,„ arc  i" \         ^    B^^urci"  . 

f'  ~  [r,  rj  \  sinA,  ] '^  [r, r,„]  \  sinÄ,  j  "t"  ^.     ^^^^^    1      4  / 

ihre  Berechnung  gestaltet  sich  besonders  in  jenen   Fällen ,    bei  welchen  man  die 
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Sonnenbreiten  eliminirt  hat,    höchst   einfach,    die  darin  auftretenden  Verhältnisse 
der  Dreiecksflächen  werden  nach  den  Formeln   14)   (pag.  372]  bestimmt. 


4.  Anwendung  der  vorstehend  entwickelten  Methode  auf  die  Bestimmung 

einer  Kometenbahn. 

Die  im  vorigen  Kapitel  entwickelte  Methode  ist  rücksichtiich  ihrer  Aus- 
führung insbesondere  der  Hahnbestimmung  eines  kleinen  Planeten  angepasst;  bei 
Anwendung  auf  Kometen  wird  dieses  Verfahren  in  einigen  Punkten  abgeändert 
werden  müssen.  Man  sieht  nämlich  leicht  ein,  dass  wegen  der  meist  beträchtlichen 
Annäherung  der  Kometen  an  die  Erde  das  Verhältnis  der  geocentrischen  Distanzen, 
ähnlich  wie  bei  der  Bestimmung  parabolischer  Bahnen,  mit  einer  relativ  grossen 
Genauigkeit  ermittelt  werden  kann,  Während  die  absolute  Bestimmung  der  Grössen 
Q,  und  Q,„  meist  einer  beträchtlichen  Unsicherheit  unterworfen  ist.  Aus  der  genauen 
Bestimmbarkeit  des  Verhältnisses  q„,  :  q,  kann  man  aber  fiir  die  Sicherheit  der 
Bahnbestimmung  wesentlichen  Nutzen  ziehen.  Die  Relation  6)  (pag.  275)  ergibt 
für  dieses  Verhältniss: 


_  sin  Jl[r„r„,]  ^  [r,  r,„]  ^  \    ,     [r„r,„](f, 

^"'  ~  dr7,  \\r,r„]  ®'  -  [r,  r„]  ^"  ^  ®-f  "*"  [i-^](f,„ 


?'; 


1) 


hier  sind  die  O  -  und  (f^-  Symbole  Functionen  der  Lage  des  durch  den  mittleren 
geocentrischen  Kpmetenort  gelegten  grössten  Kreises  [vergl.  4)  pag.  275],  welche  der 
Gleichung  12a)  (pag.  285)  entsprechend  derart  bestimmt  sei,  dass  dieselbe  für  die 
Genauigkeit  der  Relation  i)  die  günstigste  wird.  Man  könnte  sich  in  dem  vor- 
liegenden Falle  ohne  Bedenken  auch  an  die  Olbers'sche  Wahl  des  grössten  Kreises 
halten,  denn  ist  dieselbe  nicht  anwendbar,  so  geht  der  durch  die  äusseren  Beobach- 
tungen gelegte  Kreis  nahe  am  mittleren  Sonnenorte  vorbei  und  es  erscheint  dann 
eine  Bahnbestimmung  aus  drei  Orten  unter  allen  Umständen  nicht  mit  Sicherheit 
durchführbar. 

Die  zweite  Gleichung,  deren  man  zur  Lösung  des  Problems  bedarf,  resultirt 
aus  der  Gleichung  3)  (pag.  352);  dieselbe  ist: 


K'^  K  [r„r,. 


K  [r„r,„y 


2) 


Setzt  man  für  die  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen  nach  25)  (pag.   101): 


[r„r,„]         h\  i 


tr,r„]-T,„r+   ^"'^/ 

[r„  r„,]  T,\  )  '  . 

ein  und  nach  23)  (pag.  100] : 

%„'  =  —  i  (r,*  —  T,„^}  +  4  r.T„,y  +  y„; 
%.!'  =  -  I  (^«^  -  rJ)  +  *-^  y  +  '/.•:' 
"P"'  =  -  I  {^."'  -  r,M  -  4»^."T,„y  +  y/" 
y//'  =  _  I  (T„2  -  T,M  -  =^^  y  +  y/', 


3) 


4) 
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wobei,  wenn  sonst  keine  Näherungen  bekannt  sind,  die  ;'- Symbole  in  der  enten 
Hypothese  der  Null  gleich  zu  setzen  sind,  wenn  aber  solche  vorhanden,  zu  deren 
Bestimmung  die  Gleichungen  17)  (pag.  373)  herangezogen  werden  können,  so  er- 
halten die  Gleichungen  i)  und  2)   (pag.  379)  die  Gestalt: 

?,  =  i  +  (ii+niy  +  r)x  \ 

q,„=  IV+{V+VIy+^]x  +  {Vn+{VIU  +  IXy  +  I)x}Q,-\ 
zu  welchem  Zwecke  abkürzend  gesetzt  wurde: 


T,   =  K[t,n        t„) 

Ttt  =  K\t,f, t,) 

T,M=  K\t„ t, ) 

log*    =  8-235  5814 

log  Hl)  =  o„i24  9387 


fi."   =   _|(zr„2_r,2) 

t,„;  =  -  ft,'" 


F7=  «-15^4^,2- 
VII  =  (^  'A 

IX  =   ^\t?- 


4  ^/  ^« 


///  = 


4  "iF  ^'  ^" 


/p?"  _  /«in J"0,  t,  \ /8in/©„T„\  .   MnJ"0,„    ^  _/giii/Q,T,  \      ,     /ginJ"0„i„\ 


r7) 


Aus  diesen  Gleichungen  werden  durch  Versuche  jene  Werthe  von  :c  und  y  zu  er- 
mittehi  sein,  welche  in  die  Gleichungen  5)  eingesetzt,  für  q,  und  q,,,  solche  Werthe 
geben ,  dass  die  mittelst  der  letzteren  durch : 

tangö,  =  ?^'         ,        „.._,„  ^  ^  gj 

r,  =  i>,secd. 


tang<?,„=?2^^ 

T„f  — —   Jl/;^/  SeC  Cr,,,  , 


(vergl.  31)  pag.  360)  bestimmten  Werthe  der  Radien vectoren  den  Anfangsaunahmen 
über  r,  und  r,„  entsprechen.  Da  in  den  hier  in  Betracht  kommenden  Fällen  durch 
die  parabolische  Hypothese  Näherungswerthe  für  r,  und  r„,  vorhanden  sind,  wird  es 
vortheilhaft  sein,  diese  Grössen  oder  auch  q,  und  y  als  Unbekannte  in  das  Problem 
einzuführen  und  durch  entsprechende  Variation  derselben  die  wahren  Werthe  zu 
finden ;  der  bei  diesen  Versuchen  zu  befolgende  Rechnungsmechanismus  wird  ge- 
legentlich des  entsprechenden  Rechnungsbeispieles  ausführlich  dargelegt  werden. 

Man  wird  übrigens  auch  schon  in  der  ersten  Hypothese  Näherungen  für  T, 
^  und  2  einzusetzen  in  der  Lage  sein,  denn  die  Anwendung  der  eben  auseinander- 
gesetzten Methode  wird  sich  hauptsächlich  auf  jene  Fälle  erstrecken,  in  welchen  die 
parabolische  Hypothese  zwar  keine  völlig  genügende  Darstellung  des  mittleren  Ortes 
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erzielt  hat,  in  welchen  sich  aber  doch  paiabolische  Elemente  ergeben  haben,  die  als 
Näherungen  zur  Ermittlung  der  Werthe  F,  A  und  1  dienen  können.  Man  wird  in 
diesen  Fällen  zur  Berechnung  des  Verhältnisses  des  Dreieckes  zum  Sector  die  auf 
pag.  93  und  94  angegebenen  Formeln  benützen  können,  denen  man  mit  Rücksicht 
auf  11)  (pag.  78)  die  Gestalt: 

sin  d  =  -a7 äT    »     sin  4  y  =  sin  i  ö  V2     ,     »?  —  i  =  t  —  ^     9) 

ertheilen  darf;  ebenso  kann  man  aber  den  Hilfswinkel  y  mit  Benützung  der  jU-Tafel 
(vergl.  pag.  79)  bestimmen ;  denn  es  ist : 

daher  auch ,  wenn  man  die  früher  benützte  Hilfsgrösse  rj  (vergl.  pag.  80) ,  um 
Verwechslungen  mit  dem  durch  denselben  Buchstaben  bezeichneten  Verhältnisse  des 
Sectors  zum  Dreiecke  zu  vermeiden,  in  eine  Klammer  setzt: 

[rj]  =       ^^\.    (Argument  für  Tafel  VII) 


sin  Y    =  [ij]  ^i 

n  —  I   =4  ^^^y^  =      ^^^^ 

'  •    Ann  V 


10 


008  y  acxisj'coaly«' 

das  letztere  Formelsystem  wird  gegen  die  Gleichungen  9)  den  Vorzug  verdienen. 

Hiermit  sind  jene  Abänderungen  aufgewiesen,  welche  man  an  die  im  dritten 
Kapitel  (pag.  369  ff.)  entwickelte  Methode  anbringen  muss,  um  dieselbe  mit  Vor- 
theil  auf  die  Bestimmung  einer  Kometenbahn  aus  drei  Orten  anwenden  zu  können. 
Es  würde  nur  noch  erübrigen ,  die  Formeln  übersichtlich  zusammenzustellen ;  da 
aber  von  denselben  wohl  selten  Gebrauch  gemacht  wird ,  so  genügt  es ,  auf  die 
Durchführimg  des  dritten  Beispieles  im  folgenden  Kapitel  hinzuweisen,  in  welchem 
bei  der  Mittheilung  der  Rechnungsresultate  auf  die  zugehörigen  Formeln  aufmerksam 
gemacht,  und  die  veränderte  Form  der  Ableitung  der  Elemente  berücksichtigt  werden 
wird.  Schliesslich  kann  erwähnt  werden,  dass  es  im  Allgemeinen^ für  die  Genauig- 
keit des  Resultates  vortheilhaft  sein  wird,  die  Berechnung  von  Kometenelementen^ 
ohne  Voraussetzung  über  die  Excentricität  mit  Zugrundelegung  von  vier  Orten  nach 
der  Methode  der  zweiten  Abtheilung  durchzuführen. 

5.  Beispiele. 

Um  ein  Beispiel  für  eine  erste  Bahnbestimmung  aus  drei  Orten  «u  geben, 
in  welchem  die  Einführung  des  locus  fictus  sich  bezüglich  der  einen  Beobachtung 
als  unthunlich  erweist,  sollen  die  drei  folgenden  in  Marseille  angestellten  Beobach- 
tungen des  Planeten  @  Eudora  gewählt  werden : 

Beobachtungsort   Datum 
Marseille  1880  Sept.     1 

,,  Oct.     4 


Ortszeit 

app.  a 

app.  d 

14*  3l"*2I* 

23Ä  15«»  44*91 

-    4%5'37"6 

13     6    24 

23      4    57.18 

—    8    35  41.9 

9   41    31 

23      0    4634 

—  10   24  59-1. 
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Da  keine  Näherungen  für  die  Elemente  dieses  Planeten  als  bekannt  vorausgesetzt 
werden,  so  sind  die  Beobachtungen  nach  den  Vorschriften  des  Anhanges  I.  A.  für 
die  Bahnbestimmung  vorzubereiten. 

Zunächst  wurden  die  Ortszeiten  durch  Anbringung  der  Längendifferenz  (+32*^  0*3) 
auf  den  Berliner  Meridian  bezogen,  dann  in  Decimaltheile  des  Tages  verwandelt  und 
für  die  so  erhaltenen  Zeitangaben  aus  dem  Berliner  Jahrbuche  die  auf  das  mittlere 
Aquinoctium  i88o-o  bezogenen  Sonnencoordinaten  nebst  den  BesseTschen  Reduo- 
tionsgrössen,  sowie  die  für  den  Jahresanfang  geltende  mittlere  Schiefe  der  Ekliptik 
entlehnt  und  so  erhalten 


^lAI/I^ltltl/       U&IVI. 

ou 

C;i.IICI>llr^XX 

Lo 

Bo 

logß 

1)  Sept.  I, 

.5' 

1  3»»2i»3 

=  Sept.  I 

•627  330 

I59°56'22"3 

—  0"20 

0-003  657 

2]      ,,    21, 

13 

38    24-3 

=       M      21 

•568  337 

179  21   50.7 

+  0  80 

o-ooi  329 

3)      „    34. 

10 

13    3'-3 

=     ..    34 

•426  057 

192     0  17-9 

O-OI 

9-999  753 

/ 

logi? 

G 

logÄ 

H 

log» 

e 

•)     +47"34 

i-3'39 

,  357°i5' 

12779 

111°  42' 

0-8834 

2)     4-49-'5 

I-330I 

357  27 

12732 

90  42 

09105 

23°27'i7"5 

3)     •+  50-26 

»•3397 

357  56 

1-2749 

76  57 

0-9006. 

Zur  Berechnung  der  kleinen  Aberrationsglieder  fand  sich  zunächst  nach  Anhang  I. 

^-  ^y-  H^=  350^0,     logAo  =  9-534,     «o  =  —  o"o2S  ? 

damit  nach  Anhang  I.  A.  2] : 

I.  2.  3. 

app.  a  —  mittl. a  :  (+  66"45  —  o"i2)     (+  68"54  —  o''i4)      (+  68"36  —  o^is) 

app.  d  —  mittl.  d  :  (+  2f gi  — .o"o5)     (+  27^94  —  o"o7)     (+  ifi^  —  o^oS), 

es  ist  sonach:  .    .  .   -     ^ 

mittl.  a  mittl.  ö 

1.  348^55'  7"3     -    4%6'  5"5 

2.  346    13    9-3     —    8   36    9-8 

3.  345    1026-9    — 10   2526-2. 

Die  Verwandlung  in  Länge  und  Breite  nach  Anhang  I.  A.  5]  gibt: 

Probe: 
X  ß  X—a  d—ß 

1.  347^56'53"5     -  o^    o'    4"!     -o«  58'! 3^9     -  4°  46'    i"4 

2.  343    59   11-2     — 2    29  30-6     — 2    13   58-1     — 6      6  39-2 

3.  342    19  470    —  3   46   24.8     —  2    50  39-8     —6   39     1-4. 

Die  Kleihheit  der  ersten  Breite  lässt  sofort  erkennen,  dass  in  diesem  Falle  die  Ein- 
führung des  locus  fictus  unthunlich  wird.  Zunächst  ergab  sich  nach  Anhang  I.  A.  6), 
unter  der  Annahme  cp'  =  +  43®  6'8,  logA  =  9-9993  für  Marseille: 

I.  2.  3. 

e     i9°26'7      i7°5i'7     339''i8'8 
{l)     35    43-3     34    30-o         2    58-4 
i    35    42-4     34    29.1         2    57.5 
*     32      1-4     32    32-1       46    5I-Ö- 
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Für  den  zweiten  und  dritten  Ort  ergaben  die  Formeln  Anhang  I.  A.  7): 

2.  3. 

i  — io    —  iq"?!  —  49'V 

logB  —  logi^    +    o-ooo  196    +  o-ooo  192 
dt    —    o«ooooo3    — o«ooooo3. 

Für  den  ersten  Ort  mussten  die  Formeln  Anhang  I.  A.  8)  in  Anwendung  gezogen 
werden ;  da  für  dieselben  in  dem  vorliegenden  Werke  noch  kein  ausfuhrliches 
Beispiel  Aufnahme  gefunden  hat,  so  soll  dasselbe  hier  vollständig  mitgetheilt 
werden. 

sini     97245  sm(L^  —  lj     9-9174 

cosi     9.9283  cos(Zo  —  /)     9,j7502 

hTt  ,  R^    0.9424  cos (Lo  —  /) Mod. arc i"    4n0736 

sinÄ  [hn  :  R^     0.6669  L  ^  L^    +  6"i4 

C08i(Ä7r  :  R^)     0-8707  B  —  B^    —  4"64 

Lq  —  /    124°  i4'o  logjB  —  logjRo    +0000009. 

Es  sind  sonach  die  Grundlagen  der  Rechnung,  auf  welche  die  erste  Bahnbestim- 
mung aufzubauen  ist: 

1880  X  ß  L  B  \o%B, 

Sept.     1.627330     347°56'53"5  —0°    o'    4"!     i59«56'28"4     —  4"84     0.003666 

Sept.   21568  334     343    59   11-2  — 2    29  306     179   21   310         000    0.001525 

Sept.  34.426054     342    19  47.0  —  3   46  24.8     191    59  28.5         o-oo    9.999945. 

Bei  der  Zwischenzeit  von  33  Tagen  wird  mit  Rücksicht  auf  die  bedeutende  Con- 
vergenz  der  hier  zu  befolgenden  Methode  die  erste  Hypothese  völlig  ausreichende 
Näherungen  ergeben,  so  dass  die  im  Anhange  III  für  diesen  Fall  aufgeführten 
Formeln  zur  Anwendung  gelangen ;  da  hiermit  ein  Musterbeispiel  gegeben  werden 
soll,  so  werden  die  erforderlichen  Rechnungen  auf  den  folgenden  Blättern  ausfuhr- 
lich mitgetheilt. 

Es  fand  sich  nach  Anhang  III.   ij: 

sin/?,  5^298  359  K,  —  K  358"*  20'  35"8                   X„  —  X,  i^(P  2'  17^7 

cos/?,  o-ooo  000  sin  [X„,  —  X,)  8„46i  067                 sin  (A„  —  X,)  8^839  418 

%\Tkß„  8^638259  sin /?,cos/?,, cos/?,,,  5^,297  006         cos /?, cos /?„ sin j^,„  8,^817  903 

cos/?„  9.999  589  X,„  —  A,  354*^  22'  53"5                                /  —  0000 00057 

sin/?,,,  8^818314  sin(A„,  —  A,)  8^990799                               K  )  +000424733 

cos/?,,,  9.999058  cos/?, sin/?,, cos/?,,,  8^637317                                      (  —000454277 
K=  —  0.00029601,       logjr=  6„47i  306, 

der  Abstand  der  beiden  äusseren  Orte  beträgt  etwa  7^;  nach  Anhang  III.  t6)  ist 
also:  ,^ 

log^=8«~- 

die  Unsicherheit  in  JT,  somit  auch  die  Unsicheiheit  in  ^,  und  ^,„  wird  nahezu  den 
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hundertsten  Theil  betragen,  die  bei  dieser  Bahnbestimmung  zu  erhoffende  Genauig- 
keit daher  eine  sehr  massige  sein. 

Die  Rechnung  nach  Anhang  III.  2)  stellt  sich  mit  Rücksicht  darauf,    dass 
B,  nicht,  der  Null  gleich  ist,  wie  folgt : 


X  —  L 

188°  0' 25" 

I              i50°2o'i8"5 

sin 

[X-L] 

9ni43  93i 

9-694  496 

cos/? 

o-oooooo 

9-999  058 

C08( 

X  —  L) 

9«995  745 

9»939  002 

sin/? 

5«298  359 

8,818314 

Äarc  i" 

5«3704 

—  00 

C08l/> 

9»995  745 

9n938  060 

co&ip 

•JBarci" 

5-3661 

—  00 

Subtr. 

0-2685 

— 

sin  Psin  xfß 

51,6346 

8„8i8  314 

o„oooooo 

9.996  177 

cosPsini/; 

9«i43  93i 

9-693  554 

wa.}p 

9-143931 

9-697  377 

log  iVr 

9n999  4il 

9,938  005 

N 

—  0-998  645 

—  0-866972 

log/) 

9-147  597 

9-697  322. 

Anhang  III.  3  : 

AfH           Äff 

358° 

20'  35"8 

X„-X,         356°    2'i7"7 

/,/"=i(A„-A„) 

179 

10    17-9        /," 

=  \{X„  —  X^          178     I     8-85 

ß,..  +  ß„ 

—      6 

5    55-4 

ß,.-\-ß.     —      2    29   34-7 

ßm ß« 

—      I 

16   54-2 

/?„  —  /?,     —      2    29  26-5 

sin(ß,„  +  ß„} 

9n037  q6o 

sin  [ß„  +  ß,)          8,638  458 

B\n{{l„  —  X„) 

8- 160  082 

8ini(Ä„  — A,)          8-538648 

Bm(ß,„  -  ß„) 

8n349  635 

sin  (/?„  —  /?,)          8,638061 

C08^(A„,  —  ^„) 

9«999  955 

cosJ(X„  — A,)          9,999740 

/MnF, 

7„i98  042 

/„.ainF,,,         7,177  106 

9-998  922 

9.999  740 

f,cosF, 

8-349  590 

f,„cosF„,         8-637  801 

F. 

355° 

57'  53"6 

F,„         358°    i'2"3 

A„H-C' 

163 

9   29.1 

X.+  l,"          165    58  2-3 

G, 

192 

48   24-5 

G,„          192     3  0-0 

log/ 

8350  668 

log/,,          8-638061. 

Nach  Anhang  III.  4)  findet  sich   im  Hinblick  darauf,    dass  Bf,  und  -B^  der  Null 
gleich  zu  setzen  sind: 

Gf  +  Lf        352°  44'  52"9                   Of,f  -h  Lf  351«  59'  28^4 

Gf  +  fjff          12     9  55-5                  Gfff  +  Lff  II    24  31-0 
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G,  +  L,„ 

24°47'53"o 

»0     

24°  2'  28''5 

8m(G,  +  i,) 

9»ioi  173 

sin(G,„  +  L,) 

9^144  029 

f,n, 

8*354  334 

Jm  -Bf 

8.641  727 

f,R,sm(0,  +  L,) 

7n455  507 

/;„iJ,8in(G„,  +  L,) 

7»785  756 

sin  {X,„  —  X„) 

8„46i 

sin  [l„  —  A,) 

8„839 

cosß„cmß,„ 

9.999 

'              cos /9,  cos/?,, 

o-ooo 

R,B,eitci" 

5n374 

B,B,9xc\" 

5«374 

dA, 

3»834 

dA,„ 

4»2i3 

Add. 

0.000  104 

Add. 

O'ooo  116 

log^, 

7n455  6ii 

log -4,,/ 

7*785  872 

sin  [G,  +  i,J 

9-323  736 

sin(G,„-f-L„) 

9.296  236 

/i?„ 

8.352  193 

fmRti 

8.639  586 

\ogB, 

7»675  929 

logB,,, 

7»935  822 

8in(G, +  i„,) 

9.622  650 

Hin[G,„  +  L,„) 

9.610  015 

//•Bm 

8.350  613 

fmBm 

8.638  006 

logC, 

7-973  263 

logC„, 

8.248  021. 

«chnung  nach  Anhang  III.  5)  gestaltet  sich,  wie  folgt: 

C  —  t„ 

12.857  720 

logTT, 

9-344  745 

t,„  —  t, 

32.798  724 

logT,, 

9-751  438 

t„  —  t, 

19.941  004 

logT,,, 

9-535  328 

log  {t,„  —  <„). 

1.109  164 

logT,» 

8.689  490 

log  (<„,-<,) 

1.515857 

l0gT„2 

9.502  876 

log[4-<,) 

1.299747 

logr,,,» 

9.070  656 

Subt. 

9.927  535 

log^/" 

8„962  193 

r„2  -  T,2 

9.430  411 

log^,,,' 

8962  193 

log/i," 

9«555  350 

Subt. 

9-799  588 

Subt. 

0.147  764 

T„2  -  xj- 

9.302  464 

r„.2  -  r,2 

8-837  254 

log/*,,," 

9n427  403 

logM,:ür) 

0.984  305 

*■,  :  t:,^ 

9-809417 

T„  :  T, 

0.406  693 

A.„:K 

1.3 14  566 

B.K 

1 .204  623 

4^,' 

9-291  550 

—  4  *■.«■«/ 

9n482  133 

r„  :  T,„ 

0.216  HO 

T,„  :  T, 

0-190  583 

B,„:K 

1.464  516 

CtÄ- 

i»50i  957 

^t.Vm 

9-482  133 

—  4^.«* 

9„672  716 

log(C„,:  K) 

i«776  715 

log(fi,x„:ÄT,) 

1-611  316 

log(-4,„T,  :  Kx,„) 

1-123983 

log(C,T,„:irr,) 

'»,692  540 

log(J5,„ir„:  Kt,„) 

I  680  626 

A..K 

+  9.6451.. 

A,„T,  :  Ki,„  +  13-3040" 

B,%„  :  Kr,  +  40.8616" 

B,„T„:  Kt,„  +47.9320.. 

C,T,„  :  ITt,  - 

—  49.2652.. 

C,„:K    - 

-  59.8019.. 

{/}-  +  iV, 

+  1.2415.. 

{!},„  +  N,„ 

+  1.4341.. 

w, 

4-  2.240  145 

(/)-« 

+  2. 301  072 

Oppolzer,   Bahnbestiiuraangen.    I.    2.  Aaflsg«.  49 
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B.T,,^!'  :  Kx, 

i„i66  666 

A,„t,n,„'  :  Kr,„ 

0-086  176 

C,T,„tt:"  :  Kt, 

0-654  733 

B,„T„n,„   :  Ki,„ 

i„io8  029 

Subt. 

9-840  322 

Subt. 

9-956  604 

log//, 

i„oo6  988 

log//,,. 

1^064  633 

—  ^B,T,%„,:K 

o„686  756 

"4  ^J^,»  :  K 

o-6o6  116 

—  ^0,xJ:K 

1-174673 

4B„,T,T„,  :  K 

0-946  649 

Suht. 

9-829  207 

Add. 

0-163  3>9 

log/// 

1-003  880 

log///,,, 

I  - 109  968. 

Nunmehr  kann  an  die  Auflösung  der  Gleichung  6)  geschritten  werden;  um  einen 
Näherungswerth  für  x  zu  erhalten ,  ist  die  Tafel  XIII  c)  zu  benützen ;  die  hierzu 
erforderlichen  Argumente  sind  nach  den  vorstehenden  Zahlen: 

V;,  =  172"  1/;^,  =  150*^ 

log[(K}'+  ^r)  :  i?.l  =  0.090  log  [((/},,+  iV;,)  :  R„]  =  0-157  ; 

damit  finden  sich  aus  der  Tafel  XIII  c)  die  beiden  Werthe: 

8.136         8.052 
also  im  Mittel: 

logJ(f=  8.094 

logi2„3  =  0.005 

loga:  =  8.089, 

mit  welchem  Werthe  von  x  der  erste  Versuch  begonnen  wird.  Nach  Anhang  III. 
6;,  7ly  8)  und  9)  wird  nun  die  Rechnung  in  folgender  Weise  geführt: 


Versuch 

I. 

2. 

3- 

loga:« 

8.089  000 

8-086  645 

8086  643 

n.xa 

—  0.124  735 

—  0.121  353 

—  0-I2I   336 

n„,Xa 

—  0-142  440 

—  0-138  214 

0-138   192 

iog(e,-iv:i 

0-325  395 

0.326  088 

0.326  092 

log  {Q'n  —  N,„) 

0.334  «78 

0335  028 

0-335  032 

_ 

tgö, 

1.177  798 

1.178  491 

1.178495 

'S 

tgö., 

0.636  856 

0-637  706 

0-637  710 

§ 

sinö, 

9.999  045 

9.999  047 

9.999  047 

0^ 

sin  6„, 

9.988  735 

9-988  778 

9-988  778 

n 

0.326  350 

0-327  041 

0.327  045 

bc 

r„, 

0-345  443 

0.346  250 

0-346  254 

^ 

Add. 

0.291  588 

0.291  532 

0-291  532 

< 

Subt. 

8-65267 

8-65536 

{r,  +  r,„]^ 

0-637  031 

0.637  782 

0.637  786 

logx^ 

8088  907 

8-086  654 

8-086  642 

^, 

—  0.000  093 

+  o-ooo  009 

—  o-ooo  001 

r,„  —  r, 

8-97902 

8-98240 

HVe 

8.34199 

8-34462 

Ve 

+  0-021  978  . 

+  0.022   112 
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[             \og(r,  +  r„U-* 

7.45188 

7.4489 

Ve—Va 

+  0-021  978 

+  o-ooo  134 

,  iog(ye— yj 

8.34199 

6*1271 

00 

sinÖ,///, 

1. 00292 

sin  <?„,///,„ 

1 .09870 

\ 

^' 

Add. 

0.25577 

1 

smejil.  4-  8inÖ,„///„, 

1-35447 

1-3545 

^ 

t  Mod.     ,               . 

5n9o878 

3*6909 

z/. 

—  o.ooi  833 

—  o-ooo  011 

^,  +  ^2 

—  O'Ooi  926 

—  O'Ooo  002 

saxO.H. 

inOo6o3 

'o^ 

sin  <?,„//„, 

in05337 

HH 

Add. 

0-27800 

3  :  (n  +  r,„)S 

7.92900 

Nenn.  —  i 

9t|26o37 

^ 

f 

Nenn. 

9.91269 

9913 

•^ 

log(^, +z/j) 

7^28466 

4»3oi 

log^'a  —  log^a 

—  0002  355 

—  o-ooo  002 

Wie  man  sieht ,  ist  das  Kesultat  des  zweiten  Versuches  ausreichend  genau  und  es 
können  bei  den  geringen  Änderungen,  welche  die  Werthe  sinö,  und  sin0„r  erfahren, 
die  Factoren  (sinö,///,  +  sm  0,„ III,,,)  und  {sin  OJI,-\-  sin  6,,, II,„)  des  ersten  Ver- 
suches im  zweiten  Versuch  imverändert  beibehalten  werden. 

Nach  Anhang  lU.   loj  findet  man  die  geocentrischen  Distanzen: 


p' 

1120  164 

log?, 

0.049  282 

Qs. 

1.295  908 

log  Q,„ 

0-I12  574; 

nach  Anhang  III.  11] : 

Q,  cos  ß,  cos(X,  —  L,)       o„045  02 7 

—  R,        o„oo3  666 

Add.       0.280  842 

r,co8i,sin(/, —  L,)       9nJ93  213 

9^998  824 


•,C084,C08{/,—  L,) 

0*325  869 

l,-L, 

i84°i2'5o"o 

l. 

344     9  i8-4 

Q,nn(i, 

5»347  641 

R.B,taci" 

5n374  1  •  • 

Subt. 

8-798  !•• 

r,siab. 

4.145  7.. 

00s  0, 

0-000000 

Q„,  COS  /^wcos  {l„, —  L„,)  0^050  634 

—  Ä,r  9n999  945 

Add.  0276  424 

r,„  cos  b„,  sin  (l,„ —  L,»)  9-806  128 

9n^8i  125 

r„r  cos  b„,  cos  (/,„—  L,„)  0^3  27058 

l„—  L„,  i63°i3'47"5 

l»  355  13  J6o 

Q„,9mß,„  8^930888 


r„/8ini,„      8,|93o888 
cos*,,,      9.999679 

49« 
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r,coBb,       0-327045 

tgi,       38187.. 

r,       0.327  045 


nach  Anhang  III.  12) : 

L—l,  ii°3'57"6 

8in(/,„—  /,)  9.283  164 

cos{l„r—  l,)  9-991  849 

igb,coB(l„,—  l,)  3.8105.. 

tg  b,„  8^584  955 

Add.  O'ooo  007 

tg*w—  tgi,  cos  (/,„—/,)  8^584  962 


r„,coab,„ 

0-345  933 

tg*,« 

8n584  955 

r,„ 

9.346  254, 

tg»8in(/,— Q) 

3-8187 

o„oooooo 

tglC08{/,-Q) 

9n3oi  798 

/,— Q 

I79°59'59"3 

Q 

164    9  19*1 

tg« 

9301  798 

t 

ii°i9'46"o, 

nach  Anhang  III.  13): 

l,—  Q    179^59' 59"3                            Ir-Q      i9i''3'56"9 
tg(^  — Q)      4n530  7                          tg(/,,,— Q)       9-291308 
u,  i79''59'59''3      - ti,,,  191^16^48^^5. 

Die  für  Abertation  comgirten  Zeiten  ergeben  sich  nach  Anhang  III.  14): 

T^  =  Sept.  1-627  330  — 0.006466  =  Sept.  1.620^864 
T„  =  Sept.  21.568  334  — 0.007  082  =  Sept.  21.561  252 
Tf„=  Sept.  34426  054    —0.007  480  =  Sept.  34-417  574» 

welche  Zeitangaben  der  weiteren  Rechnung  zu  Grunde  zu  legen  sind.  Diese  Rech- 
nung gestaltet  sich  nach  Anhang  III.  1 5)  mit  Rücksicht  auf  den  Umstand ,  dass  |<, 
der  Null  gleich  gesetzt  werden  kann,  wie  folgt: 

2W„       o^  38'  o"8 
8in|/,2      7.383  928 

tg  2C«>„2        6-087  360 

Add.       0.021  403 

sm\f„^+  tg 2(0,,^      7.405  33 1 

cos/,        9.997892 

In        7-407  439 
Add.       o-ooi  330 

%(i+A)       9-922  149 

h„  +  0-004  720 

jj„'      0.004  517 

^'/*  V      7-591  618 

Subt.       9.722  794 

»i^^ffn'^         7-130233 

sin^ff,,       8.565  116 
y„       20  6'i9"5. 


T„,—  T, 

32.797  710 

log{T,^r,) 

»•5»  5  843 

logT" 

9-751  424 

*t„f—  u, 

ii°i6'49"2 

J- 

5  38  24.6 

kfn 

2    49    12-3 

r,„:  r. 

0'0i9  209 

tg(45°+w„) 

0'004  802,2 

w„ 

0°  19'  o"4 

2C08/„ 

0-298  922 

yr.r,,, 

0-336  649 

N 

0-635  571 

jVS 

1-906713 

t"2 

9-502  848 

tn„ 

7-596  135 

log*„ 

7-673  986 
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Anhang  III.  i6) : 

Oö»        

i(/"+i^«) 

4''55'3i"8 

8inl(F„+ 

G,)8m\q)y'^ 

8-043  646 

{{f'>-9») 

0  42  52-8 

9-874  086 

C0B{{f„+g„] 

9.998  394 

co»i(F„+ 

G„)8in|yy2 

8-095  996 

tg2W„ 

8-043  680 

k[F„+G„) 

4i°33'i8"4 

cos\{/„—g„) 

9-999  966 

sin  \  (pY^ 

8*221  910 

sini(/,+  ^„) 

8-933  793 

\<p 

io°53'56"2 

sec  20»,, 

o-ooo  027 

9 

21  47  52-4 

8m\  (f„—g„) 

8-095  969 

y' 

8-945  270 

8in^[F„—  G»)  cos^yy^ 

8-042  074 

V2»t^08/„:  ri„ 

8-945  270 

9.996  455 

F„ 

48°  52'  o"o 

co8^{F„—G„}coa^<py^ 

8-933  820 

/" 

5  38  24-6 

\{F„-G„) 

7"'i8'4r6 

G„ 

34  »4  36-8 

cos^yy* 

8-937365 

9» 

4  12  390 

■      E, 

30°   i'57"8 

V, 

43°i3'35"4 

E„, 

38  27  15-8 

v,„ 

54  30  24.6, 

Anhang  III.  17) : 

sinqp 

9-569  764 

t},, 

0-002  258 

log«" 

4884  189 

r.r,„ 

0-673  299 

sinE, 

9.699  399 

sin  2f„ 

9291 390 

muE,„ 

9-793  715 

ri„ 

r,r,„  sin  2/, 

9.966  947 

/sinE, 

io°38'54"4 

\^ 

0-215  523 

e"  sin  Em 

13   13  52-6 

P 

0-431  046 

M, 

19  23    3-4 

00s  9^ 

9-935  564 

M„, 

25   13  23-2 

a 

0-495  482 

log  (Jif«—  Jf,) 

4-322  629 

Va 

0-247  741 

logM 

2.806  786 

log^ 

0-743  223 
2-806  784 

Es  wurde  im  Mittel  aus  den  beiden  Werthen  von  log  ju  angenommen : 

log  fi  =  2*8o6  785,       ju  =  64o"893,       log  a  =  0-495  481. 

Anhang  III.   18): 

«,—  t?,=  u„,—  v„,=  136°  46'  23"9 
TT  =  300    55'  43"o . 

Reducirt  man  die  erste  mittlere  Anomalie  auf  die  nächstfolgende  Berliner  Mitter- 
nacht (dM  =  —  i'i7"5J,  so  ergeben  sich  aus  den  vorstehenden  Zahlen  die  Bahn- 
elemente zusammengestellt,  wie  folgt: 
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@  Eudora. 
Epoche  1880  Sept.  i'5  mittl.  Berl.  Zeit 
3f=     i9°2i'45"9 

TT    =    300    55    43.0 

Q  =  164     9   19-1 

i  =  II    19  46*0 

<P  =  21   47   52.4 

jtA  =  64o"893 

log  a  =  0-495  481. 

Rechnet  man,  die  Zeitangabe  T„  benützend,  nach  Anhang  III.  19)  aus  diesen  Elemen- 
ten die  Darstellung  des  mittleren  Ortes,  so  gestaltet  sich  diese. in  folgender  Weise : 


mittl.  Äquinoct. 
18800 


M„ 

22°  56'    3"o 

C08(i/„— Q) 

9984  528 

E„ 

35  "  50-9 

sm(L„— Q) 

9.418  707 

smE,, 

9.760  721 

r„  cos  tt„ 

o»335  2io 

cosE„ 

9.912  313 

R„cob(L„—Q) 

9-986  053 

Subt. 

0.079  413 

Subt. 

0.091  449 

cos  E„ —  e 

9-649  177 

r„sinM„co8t 

9n4i4  37> 

acosfp 

0463  263 

Ä„8in(L„— Q) 

9.420  232 

r„8iur„ 

0-223  984 

Subtr. 

8-133  143 

9.885  546 

^„co8/y„8in(A„— Q) 

7-547  514 

r„cosv„ 

0.144  658 

9n999  998 

v„ 

5o°i2'.3"7 

Q„C06  ß„C06(X„— Q) 

o«077  502 

u„ 

186  58  37-6 

Q„8inß„ 

8„7i6i69 

C08M„ 

9n996  772 

9.999  589 

r„ 

0-338  438 

q„ca»ß„ 

0-077  504 

sin«,. 

9„o84  479 

K-a 

i79°49'  5i"3 

r„axuu„ 

9„422  9i7 

K 

343  59  104 

L„—a 

i5''i2'ii"9 

ß.- 

-  2  29  30-5 

dX, 

,coaß„=  +o"8 

,        dß„=-o"i. 

Wie  man  sieht,  ist  die  Darstellung  des  mittleren  Ortes  eine  völlig  befriedigende 
und  liegt  innerhalb  der  Grenzen  der  Unsicherheit  der  sechsstelligen  Rechnung;  auch 
an  diesem  Beispiele  bewährt  sich  die  hohe  Convergenz,  welche  der  hier  befolgtoi 
Methode  zukommt.  Diescf  würde  in  der  Anwendung  auf  kleine  Planeten  übrigens 
selbst  bei  Zwischenzeiten  von  50  Tagen  und  darüber  noch  eine  befriedigende  Dar- 
stellung des  mittleren  Ortes  liefern ,  so  dass  man  sich  bei  der  ersten  Bahnbestimmimg 
wohl  stets  auf  die  Durchrechnung  der  ersten  Hypothese  beschränken  darf. 

Um  nun  auch  ein  Beispiel  für  die  Berechnung  einer  Planetenephemeride  in 
das  vorliegende  Werk  aufzunehmen,  sollen  die  vorstehenden  Elemente  zu  einer  sol- 
chen verwendet  werden,  da  diese  überdies  eine  sehr  verlässliche  Controle  für  aDe 
vorstehenden  Rechnungen  abgeben  wird. 
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Zur  Berechnung  einer  Planetenephemeride  genügt  es,  das  Zeitintervall  mit 
vier  Tagen  anzunehmen,  wenn  man  die  Rechnung  sechsstellig  führen  will;  rech- 
net man  aber  siebenstellig,  so  dürfte  die  Herabminderung  des  Intervalles  auf  zwei 
Tage  zu  empfehlen  sein,  da  die  kleinen,  rasch  veränderlichen  Mondglieder  in  den 
Sonnencoordinaten  die  Differenzen  in  den  geocentrischen  Coordinaten  unregelmässi- 
ger gestalten,  als  dies  auf  Grund  der  siebenstelligen  Rechnung  der  Fall  sein  darf; 
in  dem  vorliegenden  Beispiele  wurde  ein  Zeitintervall  von  vier  Tagen  angenommen 
und  die  Rechnung  sechsstellig  durchgeführt. 

Zunächst  wurden  nach  14)  (pag.  18)  die  zur  Berechnung  der  Ephemeride 
nöthigen  Constanten  [e  =  2^^  2f  17"^)   ermittelt  und  dafür  erhalten: 


z  =  r  '  9.999  374  sin  (v  +  31°  13'  2o"i) 
y  =  r  .  9.989  536  sin  (v  -h  301*^  54'  2i"9) 
z  =  r  '  9*349  147  sin  (v  -f-  287*^  40'  I3"i) ; 

die  Rechnung  der  Ephemeride  (X,  5^,  Z,  Cr,  g  und  f  nach  dem  Berliner  Jahrbuche) 
findet  sich  auf  pag.  392. 

Interpolirt  man  aus  dieser  Ephemeride  mit  Rücksicht  auf  vierte  Differenzen 
die  für  die  Beobachtungszeiten ,  nachdem  dieselben  um  die  aus  der  Ephemeride 
resultirenden  Aberrationszeiten  corrigirt  worden  sind,  geltenden  scheinbaren  Rectas- 
censionen  und  Declinationen,  so  erhält  man: 

log  ^  Aberrzt  geoc.  app.  a  geoc.  app.  «f        Wirkung  der  Parallaxe 

in«  in<f 

1.  00493     —    9*^i8*6     2  3^^  15*'*  45*09     —    4''45'3i"8     —0*20     —  5"8 

2.  0-0781     —    9    56.9     23      4    57.40     —    83536.2     —0.19     —5-7 

3.  0.1127     —10    46-4     23      o    46-23     —1024  540     +0.03     —5.5, 

und  die  Darstellung  der  Beobachtungen  wird  im  Sinne:  Beobachtung-Rechnung: 

da  d& 

1 .  -f-  0*02  o"o 

2.  —  0.03  o-o 

3.  +  008     +  0-4, 

welche  Fehler  die  Unsicherheit  der  sechsstelligen  Rechnung  nicht  überschreiten. 
Die  Methode  hat  demnach  Alles  geleistet,  was  von  derselben  verlangt  werden  kann, 
nämlich  die  Darstellung  der  zu  Grunde  gelegten  Beobachtungen;  vergleicht  man 
aber  mit  der  oben  gegebenen  Ephemeride  die  anderweitigen  Beobachtungen,  so  wird 
man  finden,  dass  dieselben  nicht  befriedigend  dargestellt  werden ;  man  kann  daraus 
schliessen,  dass  mindestens  eine  der  Beobachtungen  mit  einem  grösseren  Beobach- 
tungsfehler behaftet  ist,  der  durch  die  ungünstigen  Verhältnisse,  welche  in  dem 
vorliegenden  Falle  für  eine  Bahnbestimmung  aus  drei  Orten  statthaben,  wesent- 
lich vergrössert  auf  die  Elemente  übergeht.  Es  ist  natürlich  hier,  wo  es  sich  nur 
um  die  Beistellung  eines  Beispieles  handelt,  nicht  der  Ort  nach  der  Quelle  dieser 
Abweichungen  zu  forschen. 
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Um  nun  ein  Beispiel  für  jene  Methode  zu  geben,  welche  man  befolgen  kann, 
wenn  die  aus  der  ersten  Hypothese  erhaltenen  Werthe  sich  nicht  als  genügend 
genau  erweisen  und  die  Bildung  weiterer  Hypothesen  zur  befriedigenden  Darstel- 
lung nöthig  wird,  soll  das  von  Gauss  in  der  Theoria  motus  (pag.  183  u.  ff.)  durch- 
geführte Ceres- Beispiel  vorgenommen  werden;  es  wird  sich  an  diesem  die  ausser- 
ordentliche Convergenz  der  hier  in  Vorschlag  gebrachten  Methode  bewähren.  Die 
Grundlagen  der  Rechnung  sind: 

mitti.  Pariser  Zeit  X                              ß  L                       logÄ 

1805  Sept.     5-51336  95*"  32'  i8"56  —  0°  59'  34"o6  162^  54'  56"oo  0-003  ^SH 

1806  Jan.     i7'427ii  99   49     5*87  -f- 7    16  36-80  297    12   43*25  9-9929861 
1806  Mai     23-39813  118      5   28-85  +  7    38  49*39  61    58   50-71  0-0056974. 

Die  hier  mitgetheilten  Orte  sind  geocentrische  und  auf  das  mittlere  Äquinoctium 
des  Jahresanfanges  1 806  bezogen ,  die  Zeitangaben  sind  von  dem  Einflüsse  der 
Aberration  befreit,  so  dass  die  eben  mitgetheilten  Werthe  ohne  weitere  Correction 
als  Grundlage  der  Bahnbestimmung  dienen  können.  Obwohl  Gauss,  wie  dies 
die  ausgeführten  Reductionen  zeigen,  im  Besitze  von  Näherungswerthen  für  die 
Elemente  war,  so  hat  er  doch  von  denselben  zur  Bildung  der  ersten  Hypothese 
keinen  Gebrauch  gemacht,  um  seine  Methode  an  einem  extremen  Beispiele  zu  er- 
läutern. Die  Bildung  dreier  Hypothesen  in  Verbindung  mit  einem  nicht  ganz  ein- 
fachen Interpolationsverfahren  Hess  ihn  erst  in  der  vierten  Hypothese  den  Abschluss 
der  Näherungen  erreichen,  während  die  hier  vorgeschlagene  Methode,  wie  dies  die 
Zahlen  am  Schlüsse  der  pag.  394  erweisen,  schon  in  der  ersten  Hypothese  Werthe 
gibt,  die  der  Wahrheit  näher  sind,  als  Gauss'  dritte  Hypothese. 

Übrigens  wird  man  bei  grossen  Zwischenzeiten  selten  Veranlassung  haben, 
die  Methode  der  Bahnbestimmung  genau  in  der  hier  gewählten  Form  in  Anwen- 
dung zu  bringen,  da  in  ähnlichen  Fällen  wohl  stets  Näherungen  für  die  Elemente 
bekannt  sein  werden;  sind  aber  solche  vorhanden,  so  wird  man  auf  Grundlage 
derselben  sofort  die  Werthe  r,,  r„,  r„,^  v,^  t;,„  Vt„  berechnen,  daraus  nach  35), 
36)  und  37)  (pag.  377)  Näherungswerthe  für  F,  und  F,,,  ermitteln  und  auf  diese 
die  erste  Hypothese  gründen ,  durch  welches  Verfahren ,  wenn>  die  vorhandenen 
Elemente  nur  halbwegs  genau  sind,  bei  der  hohen  Convergenz  der  vorliegenden 
Methode  meist  schon  in  der  ersten  Hypothese  das  Ziel  erreicht  wird;  in  dem 
folgenden  Beispiele  soll  jedoch  von  diesen  Bemerkungen  kein  Gebrauch  gemacht 
werden. 

Die  Vorbereitimgsrechnungen   und  die  Auflösung  der  Gleichung  durch  Ver- 
suche kann  ganz  nach  den  Formeln  des  Anhanges  HI.  i)  —  9)  durchgeführt  werden, 
und  da  das  oben  mitgetheilte  Eudora-Beispiel  die  Anlage  der  Rechnung  in  ausführ- 
licher Weise  zeigt,  so  genügt  es,  hier  nur  die  Hauptresultate  mitzutheilen : 
Anhang  III.   i)  :  a^JT^--' 

K=  +  0*043  63288,     logA'=  8-639  8139; 
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der  beträchtliche  Werth  von  K  lässt  eine  gute  Bahnbeßtimmung  erwarten. 

Anhang  IIL  2) : 

1/;,=    67°  22' 5o"34     ,  !/;„,  =  56«  27'    7"88 

P,  ='i8i      4   31.92     ,  P,„=    9    II    15.22 


^  iv;  = +  0-387  4081    ,        iv,,.  = +  o- 559  9304 

log2>,  =  9968  3909  ,     log T)„,  =  9.926  5640. 

Hierbei  sind  die  Bogen  P,  und  P„,  mit  angeführt,  weil  von  denselben  in  der  Folge 
Gebrauch  gemacht  wird. 

Anhang  III.  3) : 

G,  =  332«  10'  46"7i     ,  G„,  =  263°  57'  i"5i 

>>'  log/  =  8  616  8751  ,     log/,,  =  9157  7299. 

Anhang  IIL  4) : 

log-^,  =  8.468  7887  ,     log  A.  =  9124  474^ 

log-ö,  =  8.609  8367  »     logÄ,,  =  8708  2391 

log  C,  =  8-371  9312  ,     log  C„,  =  8^911  7614. 

Anhang  III.  5): 

logA'/'  =  in309  3519  ,       logiw',,,  =  9.910  8533 

log^'Z"  =  9n9^o  8533  j  logiu",,,  =  1^291  6464 

^  {/},  =  + 2.786  2175  ,  {/},,<  =  +  2.712  9535 

^'  log//,  =  1^599  0237  ,  log//,,,  =  1^624  5637 

log///,  =  1^478  4279  ,  log///,,,  =  1.906  9287. 

Da  keine  Näherungen  als  bekannt  vorausgesetzt  werden,  so  sind  die  y-Symbole  in 
der  ei-sten  Hypothese  der  Null  gleich  zu  setzen;  die  Auflösung  der  Gleichungen 
nach  Anhang  III.  6),  7),  8)  und  9)  gibt: 

logr,  =  0.428  1340     ,     loga:  =  7.845  0376 
logr,,,  =  0.406  1699     ,     logy  =  8;>402  8065  ; 

Gauss  findet  in  seinen  drei  Hypothesen  der  Reihe  nach: 

I.  Hypothese         2.  Hypothese         3.  Hypothese 
logr,     0-432  3934  0.429  1773  0.428  4841 

logr,,,    0.4094712        0-4071975        0.4064697, 

während  die  wahren  Werthe  für  die  Badienvectoren  ^  wie  dies  die  spätere  Rech- 
nung zeigt:  , 

^       ^  ,  logr,  =  0.428  2787 

logr,,,  =  0-406  2009. 

sind,  so  dass  die  Fehler  der  Gauss'schen  dritten  Hypothese  in  den  Logaridun«! 
der  Radienvectoren  —  2054  und  —  2688  Einheiten  der  siebenten  Decimale  betra- 
gen, während  die  analogen  Fehler  der  ersten  Hypothese  nach  der  hier  in  Anwen- 
dung gezogenen  Methode  sich  nur  auf  -j-  1447  und  4-310  belaufen,  also  wesent- 
lich genaueren  Werthen  entsprechen;  die  Gauss^sche  erste  Hypothese  gibt  gtr 
die  Fehler  —  41 147  und  —  32703.     Man   hat  nun  die  nach  den  Formeln  des  An- 
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banges  geführte  Rechnung  abzubrechen  und  mit  der  Durchrechnung  der  Ausdrücke 
31)  —  38)    (pag.  376  u.  ff.)  zu  beginnen,  um  Näherungswerthe  für  die  in  der  ersten 
Hypothese   der  Null  gleichgesetzten  Werthe   von   F,  und  /",„  zu  erhalten;  die  dies- 
bezüglichen Operationen  sind  hier  ausfuhrlich  angesetzt: 
Formel  31)  (pag.  376): 


L„,  -  L, . 

259"    3'54"7i 

wsin  W 

9-885  4581 

l{A«-i,) 

129   31   57-35 

9-886  9366 

1(P«  +  -P,) 

95     7   53-57 

tocos  W 

9-802  7209 

\[Pn.-P^ 

—    85    56  3835 

W 

50°  25'  29"9i 

8mi(P„,  +  P,) 

9998  2558 

W 

—  II    29  29-20 

8mi(L,„  — i,) 

9887  2023 

log  to 

9-9985215 

cos  4  (P,„  +  P,) 

8„95«  5449 

hainH 

8,838  7472 

8ini(P„,  — P,) 

9,998  9109 

9,922  9486 

C08  ^  (!/,„  — ij 

9,803  8100 

hcoBH 

8„653  4240 

008l(P„,  — P,) 

8-849  6140 

H 

236"  52'  ii"o7 

i('^«'  +  V') 

61»  54' 59"" 

H 

231    24  19-84 

i(V--<^J 

—    5    27  51-23 

log* 

8-915  7986. 

•3V 


Die  so  ermittelten  Zahlen  sind  als  unabhängig  von  irgend  welchen  hypothetischen 
Annahmen  den  vorbereitenden  Rechnungen  anzuschliessen  und  können  in  der  zwei- 
ten  und  den  folgenden  Hypothesen   unverändert   in  Anwendung  gezogen  werden. 
Mit  den  oben  erhaltenen  Werthen  von  logr,  und  logr;,,  findet  sich  nach: 
Formel  32)   (pag.  376): 

e,        69«  41'  58"59  sin{Ä'  +  {(6,  —  0,,;^    9780  1838 

On,        70  38  39-48  Ä^     7-831  5972 

i(»,  +  ö„,)      70  10  1904    w^coh[w' ^\[e,  +  e„,))'^  94287318 

i [6,  —  e,„)     —  o   28  20.44      h^sia{H'  +  i (»,  —  ß„,y    7.61 1  7810 

w  +  \[e,  +  e,„)      58  40  49.84  Add.   0006 5696 

^'  4-  i(*/  —  0„,)       230   55  59.40  sin/;-i     g.^35  3014 

cos { fF'  4-  i {0,  +  0,„)]      9.715  8444  sin/,     9.717  6507 

Bin{H'  +  \(e.  —  e,„))      9^8900919  /.     3i"27'53"66 

coB{W  +  {(e,  +  e,„)}^    9.4316888  2f„  625547-32. 

w^      9-997  0430 

Formel  33)  und  34)   (pag.  376,  377)   (//'  und  y„"  sind  in  dieser  ersten  Hypothese 
der  Null  gleich  zu  setzen): 

l(^(—4T,T,,Ay)  9.3886148  log(4^.^m^'y)  9*14151694 

Subt.  0*005  2440  Add.  Q005  7337 

logf^/'  1^304  1079  log  *?,,/'  in297  3801 

log{i  :  (i  +  V"x))  0.065  9948  log(i  :  (i  +  %f"x]  0.064  9005 

log»  9.751  4845  log»,,  9.776  9448 


sin2y;,     99496094  C0S2/,     9.6580893 
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r,n  0-179  6185 

r,n cos  iß,  9-837  7078 

r„,n„  0-183  1147 

Add.  o-i6i  7970 

r^sinzf,  0*129  2279 
9931  5816 

r„co8  2/  0-3449117 

2/  3i«i9'25"57 

r,^  0-413  3301. 
Probe  : 

2/4-^/.  =  62«55'47"3i. 
Formel  35)   (pag.  377): 

Bei  der  Grösse  der  heliocentrischen  Hewegung  werden  die  ^-Werthe,  welche 
man  in  der  ersten  Näherung  mit  dem  Argumente  w  =  sin  \f^  entlehnen  kann, 
einer  Verbesserung  bedürftig  sein ;  die  zu  diesem  Zwecke  —  von  der  Zeile  :  f  +  /  + 1 
angefangen  —  erforderlichen  kleinen  Operationen  sind  auf  einem  Nebenblatt 
ausgeführt  und  die  so  erhaltenen  Werthe  von  §  in  die  untenstehende  Rechnung 
eingesetzt : 


r„,  n„ 

0-183  1 147 

r,„n„GO%2f„ 

9-841  2040 

r,n 

0-179  6185 

Add. 

0-163  9838 

;vsin2/,, 

0132  7241 

9.930  2722 

n,cos2/„, 

0-343  6023 

2ffn 

3i"36'2i"74 

r„ 

0-413  3301 

0 

V, 

Vff 

Vm 

logr 

0-335  8520 

0-650  3623 

0-362  4066 

/ 

i5"39'42> 

3i^27'53"66 

15^48'  io"87 

\o^r 

0-413  3301 

0-428  1340 

0-428  1340 

logr' 

0-406  1699 

0-406 1699 

0.413  3301 

r'  :  r 

9.992  8398 

9-978  0359 

9-985  1961 

tg(45^  +  c.) 

9.998  2099,5 

9.994  5089,7 

9-996  2990,2 

iO 

—  0°    7'5"o8 

-o°2i'43"93 

—  0«  I4'38"86 

210 

—  0    14   10-16 

—  0   43   27-86 

—  0   29   17-72 

tg2W 

7„6i5  0780 

8^101  8823 

7n930  535i 

U 

7"49'5i"39 

15^43' 56"83 

7"  54'  5"44 

sini/ 

9-1343384 

9-433  2027 

9-138  2100 

sini/^ 

8-268  6768 

8-866  4054 

8-276  4200 

tg2w2 

5-230  1560 

6203  7646 

5-861  0702 

Add. 

0000  3972 

0-000  9434 

o-ooi  6657 

sini/^4-tg2c^2 

8-269  0740 

8.867  3488 

8-278  0857 

cos/ 

9-983  5684 

9-930  9287 

9-983  2670 

log/ 

8-285  5056 

8936  4201 

8-294  8187 

/ 

+  0-019  2977 

+  0.086  3814 

+  0-019  7^^o 

2  cos/ 

0-284.  5984 

0-231  9587 

0-284  2970 

Vrr' 

0.409  7500 

0417  1519 

0-420  7320 

2  cos/ Vrr' 

0-694  3484 

0-649  ^106 

0-705  0290 

{2C0S/I  rr'Y 

2-083  0452 

1-947  3318 

2-1 15  0870 

t2 

0-671  7040 

1.3007246 

0-724  8132 

log/w 

8-588  6588 

9-353  3928 

8-609  7262 
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i  +  l 

+  0-852  6310 

.+ 

0.919  7147 

4-  0-853  0493 

1 

+  148 

+  2536 

z\-  17« 

iog;^  +  /+r' 

9-930  7687 

9.963  7729 

9930  9829 

logÄ 

8'657  8901 

9-389  6199 

8-678  7433 

h 

+  0-045  4873 

4- 

0-245  2562 

+  0-047  7247 

ri' 

0-040  7270 

0-172  3254 

0-042  5844 

n 

0-020  3635 

o-o86  1627 

0-02I    2922 

Add. 

0-043  7635 

0-037  8710 

0-043  6747 

1  +  \ 

0-064  1270 

0.1240337 

0-064  9669 

h:  ri^ 

8-617  I63I 

9-217  2945 

8-636   1589 

r)  —  i 

-f-  0-048  0054,0 

+ 

0219  4462,6 

-|-  0-050  2488,1. 

Formel  36)  (pag. 

377): 

logli»?,— i)— ("J 

„— i)}          9„234 

"44 

log{(»?,„— 1'  - 

-(»?«—«)}        .  9»228  3938 

\ogrj„z          7-931 

2003 

logi?„a;           7-9312003 

{(•?'—>)  —  (•?"—' 

i)}:)j„a;    — 20-086 

954 

{(•?"'— I )  —  (»?" 

—  i)}:ri„x   — 19-824100 

—  fi,"    +20-386934 

—  jit,„"    +19-572505 

+  4T,^ 

r,„y  :  T„   —   0-244 

689 

—  4 

x,%Jy:x„    +    0-260118 

y,"   +    0-055  291 

y„,"    +    0-008523 

^^%{kn»  —  i)  —  (V  —  0}  7n35o  9086      log{(v  —  i)  —  (iy.  —  i)}  7-350  9086 

\o%ri,nX  7-8663298  logi;,:r  7-8654011 

{(i?f— i)  — (»?,,/— i)}:^«    —    0-3051960     {(»?,/,— i) —(*?,— i)}:»?,:«^    -h    0-3058493 


-/'/" 

+  0-8144291 

—  f*„,  — 

0-8144291 

+  HT,x,„y 

—  0-504  8067 

—  4T,T,„y    + 

0-504  8067 

yr 

+  0-0044264 

/"-   - 

0-0037731 

Fonnel  37)    (pag.  377) : 

%y/' 

8-742  654 

log/'/" 

7-930  592 

B,T„  :  Kx. 

0-284  533 

B,„x„  :  Kx,„ 

0-356  381 

r,"' 

9-027  187 

I'  (2) 

i  trt 

8-286  973 

logy,"' 

7-646  051 

logy',,. 

7„576  698 

C>„,:  Kx, 

9758  672 

-"«»' 

r,  :  Kx„, 

0-458  106 

rp^ 

7-404  723 

r,ß* 

8„034  804 

Add. 

o-oio  237 

Subt. 

9896  075 

r. 

9037  424 

r,„ 

7-930  879 

//, 

in599  0237 

//,„ 

i»624  5637 

Subt. 

o-ooi  1934 

Subt. 

0-000  0879 

iog(//,+  r,) 

in597  8303 

log(i/,„ 

+  r,„] 

i||624  4758- 

Die  Gleichungen   38)    (pag.  377)   werden   nun   nach  den  bekannten  Methoden  [An- 
hang III.   6),    7),    8)  und   9  J  aufgelöst,    nur   treten   überall   statt   //,  und  II,„  die 
Werthe  //,  +  F,  und  II,„  +  F,,,  ein ;  die  Auflösung  der  Gleichungen  ergibt : 
logr,  =  0-428  2794         log:^  =  7-844  7732 
logr,,,  =Ä  0-406  1976         logy  =  8^405  1266. 
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Die  Fehler  in  den  Logarithmen  von  r,  und  r,„  gegen  die  genauen  Werthe  betragen 
beziehungsweise  nur  —  7  und  +33  Einheiten  der  siebenten  Decimale,  somit  gibt 
selbst  in  diesem  extremen  Falle  bereits  die  zweite  Hypothese  eine  für  die  prak- 
tischen Bedürfhisse  völlig  ausreichende  Annäherung;  um  aber  Nichts  an  der  Voll- 
ständigkeit dieses  Beispieles  zu  verabsäumen  ^  soll  nun  auf  diese  Zahlen  noch  eine 
dritte  Hypothese  aufgebaut  werden;  die  vorstehenden  Zeilen  enthalten  die  Anlage 
der  Rechnung  in  ausführlicher  Form,  weshalb  hier  nur  die  Hauptmomente  derselben 
mitgetheilt  werden. 


Nach 

32)   (pag-  376): 

e,  =  69°  42'  24"i4 

/.  =  31"  27'  38"78 

ö„,  =  70   38  44  09 

2/,  =  62    55   17.56. 

Nach 

33)  und  34)   (pag.  376,  377); 

logn  =  9-751  2410 

log«.  =  9.776  8771 

2/„  =  3i<'36'i5"2i 

2/  =  3i^i9'2"36 

logr,,  =  0*413  2804 

logr.  =  0413  2804. 

Nach 

35)   (pag-  377)- 

Vf 

Vn                                                 Vf» 

Ol    —  q""  7'  o"5o               — 

o*'2i'5o"9i          —  o°i4'5o"44 

/    +  O'Oig  2891              + 

0-0863575            +00197157 

logm         8-588  6714 

9-353  0754                 8.609  5768 

1                +148 

+  2532                         +171 

logÄ    •         8-657  9071 

9.389  3140                 8.678  5941 

logiy              0-020  3642 

0-086  1166                 0.02I  2854 

ri —  I     +0-0480071,9           -j- 

0.219  3169,2         +  0050  2324,1. 

Nach 

36)   (pag.  377): 

y/'  =  -h  0-054  994 

ym"  =  +  0-008  979 

yl"  =  +  0-004  0078 

Ym    =  —  0-003  3Ö46. 

Nach' 

37)   (pag-  377)- 

log  r  =  9034  177 

logF,,,  =  8.030909 

Subt.  =  o-ooi  1845 

Subt.  =  o-ooo  1 107 

iog(//,  +  r,)  =  1^5978392 

log(//,„  +  r,„)  =  1^624  4530. 

Die  erneute  Auflösung  der  Gleichungen  [vergl.  Anhang  HI.  6),  7),  8)  und  9)]  gibt 

loga:  =       7.844  7697  logy  =       8^405  0546 

Q,  —  N,  =  +  2.514  4839        Q„,  —  N,^  =  +  2.404  0135 
logr,  =       0.428  2787  logV,^  =       0*406  2008, 

womit  die  Hypothesen  beendet  erscheinen  und  sich  für  q,  und  q,„  die  Werthe: 

ß,  =  +  2.901  8920         logff  =  0-462  6812 
Q,„  =  +  2.963  9439        logß,;,  =  0.471  8700 

ergeben,   aus  denen  die  Elemente  nach  den  Formeln  des  Anhanges  III.   11)  ff.  ab- 
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geleitet  werden;    um  aber  eine  Controle  für  die  Werthe  u,  und  u„,  zu   erhalten, 
wird  nach  32)   (pag.  376)  ermittelt: 

0,  =  69«  42'  24"o2  f„  =  31°  27'  38''58 

Onf=lO     38    44.63  2/,  =  62     55     17.16. 

Die  Hauptmomente  der  Rechnung  gestalten  sich  weiter,  wie  folgt: 

Anhang    III.     11):  ,  o         r         rr  1  o      ^r         « 

^  '  ^.  =  75''i4  31  15  /.,  =  137'' 36' 37  21 

logtgi,  =  8^273  1939  logtgJ,^  =  9.195  0168 

logr,  =  0.428  2787  logr,^  =  0-406  2009. 

Anhang  III.   12) : 

Q  =    80«  58'  49"o4  i  =  10°  37'  32"97. 

Anhang  III.   13) : 

«.  =  354*"  9'  44"i6  u„,  =  57«  5'  i"36 

U,„—  U,  —  f„  =    62°  55'  I7"20. 

Zur  theilweisen  Berücksichtigung  des  oben  um  0^04  kleiner  gefundenen  Werthes 
für  ß,  wird  für  die  Folge  angenommen : 

t*.  =  354*"  9'  44"i7         «<-  =  57"  5'  i"35. 
Anhang  III.   15): 

2  w^  =  —  o«  43'  4i"36  log*,,  =  9.389  3097 

log/,,  =       8936  2979  logi;,,^  =  0.172  2319 

logm„  =       9.353  0709  ig,,  =  14?  48'  i6"37 

?„  =  + 0.000  2532  1/,  =  15   43  49.29. 

Anhang  III.   16) ; 

F.  =  320"  35'    i"36  1/^  =  289«    7' 22^77 

ö,r  =  323      3     7-74         v,„=352      239.95 
V=      4   37   57-48         ^.=  293    26   35.00 
logy2  =  9.706  4086  E,„  =  352   39  40.48. 

Anhang  III.  17)  und  18): 

logp  =  0439  6204  /u  aus  M,„  —  3f ,  =  769''68450 

log^«  auslog]9  =  2-886  3126  log  (^  aus  3f,„  —  M,)  =  2*886  3127 

M,  =  297®  41'  i9"i9  loga  =  0.442  4626 

^nf  =  353    15     8-47  ^=  146*^  i'  io''44. 

Da  der  für  ^  aus  M,„  —  M,  resultirende  Werth  den  Vorzug  grösserer  Genauigkeit 
für  sich  in  Anspruch  nimmt,  so  wird  in  der  weiteren  Rechnung  die  aus  dem- 
selben sich  ergebende  Zahl  verwendet.  Die  erhaltenen  Ceres-Elemente  zusammen^ 
gestellt  sind:  ^^^^ 

Epoche  1805  Sept.  5,51336  mitd.  Pariser  Zeit 
M  =  297^41'  I9''i9 

TT    ==    146       I     10.44 

Q  =     80  58  4904  \  niittl.  Äquin.  18060. 
i  =      10  37   32. 97 

9  =       4  37  5748 
/i  =  769^68450 
logrt  =  0.442  4626. 
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Rechnet  man  nun  die  Darstellung  des  mittleren  Ortes,  so  findet  sich  (Anhang  III 19): 

M„  =  326°  19'  io"53,         .      v„  =  320«  43'  37^93 

K,  =  323    34   17-94,         logr,,  =  0-413  2814, 
und  daraus: 

K  =  99"  49'  5>,  li„  =  +  fi6'  36"78 

(Beob.-Rechng.)        dk„  =  —  0^03  dß„  =  +  o"o2, 

so  dass  eine  völlig  inneAalb  der  Unsicherheit  siebenstelliger  Rechnung  liegende 
Darstellung  des  mittleren  Ortes  nach  der  dritten  Hypothese  bei  diesem  extremen 
Heispiele  erreicht  ist. 

Um  endlich  jenen  Rechnungsvorgang  zu  erläutern,  der  einzuhalten  ist,  wenn 
vor  Beginn  der  Rechnung  genäherte  Elemente  zur  Verfügung  stehen,  und  gleich- 
zeitig ein  Beispiel  der  für  eine  Kometenbahnbestimmung  oben  (pag.  379  ff.)  als  ge- 
boten bezeichneten  Modificationen  der  Methode  vorzuführen ,  soll  die  Bestimmung 
der  Bahn  des  Kometen  I.  1866  ohne  bestimmte  Voraussetzung  über  die  Excentricität 
auf  den  folgenden  Grundlagen  vorgenommen  werden : 

mittl.  Berliner  Zeit  X  ß  L  log  7? 

1865  Dec.  22-5       16°  44'  3i"6     +  61"  54'  30^4     271"  12'  19^8     9-992  754 

„      27.0         o    56    10.2     +  29    13    19-5     275    47    29-9     9-992  671 

1866  Jan.      4-0     356    26    13-2     +    9    24  44-0     283    56   38-0     9-992  653. 

Diese  Coordinaten  beziehen  sich  auf  das  mittlere  Aquinoctium  des  tropischen  Jahres- 
anfanges 1866;  die  Orte  des  Kometen  sind  geocentrische  und  für  Planetenaberration 
corrigirt.  Genäherte  parabolische  Elemente,  die  aus  anderweitigen,  wenige  Tage 
umfassenden  Beobachtungen  abgeleitet  sind,  ergeben: 

für.  die  Perihelzeit:   1866  Januar  94978  mittl.  Berliner  Zeit, 
,,    den  Logarithmus  der  Periheldistanz :  9-991  974. 

Diese  Angaben  entfernen  sich  ziemlich  weit  von  den  wahren  Werthen,  sind  aber 
absichtlich  gewählt,  um  die  hohe  Convergenz  der  in  Vorschlag  gebrachten  Methode 
selbst  für  jene  Fälle  zu  erweisen,  in  denen  vor  Beginn  der  Rechnung  nur  ganz  rohe 
Näherungen  bekannt  sind. 

Zunächst  wird  nach  der  Formel  Anhang  III.   i)  der  Werth  von  A'  gefunden: 

K=  —  0000  8110,         log Jri=  6^909  021 ; 

trotz  der  starken  geocentrischen  Bewegung  liegen,  wie  dies  die  ausserordentliche 
Kleinheit  von  K  erweist,  die  drei  beobachteten  Orte  des  Kometen  sehr  nahe  in 
einem  grössten  Kreise,  weshalb  eine  Bahnbestimmung  unthunlich  sein  würde,  wenn 
dieser  grösste  Kreis  nahe  an  dem  mittleren  Sonnenorte  vorbeiginge:  allein  die 
Ansicht  der  zur  Grundlage  der  Rechnung  genommenen  Werthe  zeigt,  dass  der 
mittlere  Sonnenort  nahe  dem  Pole  dieses  grössten  Kreises  zu  liegen  kommt,  eine 
Bestimmung  der  Radienvectoren  (vergl.  pag.  369)  also  mit  Sicherheit  möglich  ist 
und  dass  r  nahezu  gleich  R  ,  vergl.  pag.  366)  sein  muss.    Es  ist  aber  oben   pag.  36g 
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bereits  darauf  hingewiesen  worden,  dass  dieser  Umstand  allein  eine  Bahnbestim- 
mimg nicht  mit  Sicherheit  ermöglicht  und  eine  solche  erst  durchfuhrbar  ist,  wenn 
in  dem  ebenen  Dreiecke :  Erde  —  Komet  —  Sonne,  der  Winkel  z  am  Kometen  nicht 
nahe  90°  ist,  also :  „ 


sin  5;  =  sini//,,     ", 


nicht  nahezu  der  Einheit  gleich  wird.  Da  nun  im  vorliegenden  Falle  die  parabolische 
Hypothese  log ?v  =  00040  gibt,  weiter  nach  der  obigen  Angabe  log 22,,  =  99927 
und  der  scheinbare  Abstand  des  Kometen  von  der  Sonne  zur  Zeit  der  zweiten 
Beobachtung  <//„==  85"  46',    also: 

logsinr  =  9-9875, 

ist,  so  kann  eine  völlig  sichere  Hahnbestimmung  nicht  erwartet  werden.  In  der 
That  bestätigen  die  folgenden  Rechnungen ,  dass  verhältnismässig  sehr  differente 
Elemente  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnung  den  Beobachtungen  genügen 
werden.  Den  Beobachtungen  können  nun  Fehler  anhaften,  die  im  Verhältnisse  zur 
Sicherheit  der  Rechnung  gross  sind,  weshalb  den  Resultaten  der  Bahnbestimmung 
in  solchen  Fällen  kein  volles  Vertrauen  entgegengebracht  werden  darf;  da  aber  bei 
Kometen  sich  sehr  häufig  ähnliche  Umstände  zeigen  werden,  so  dürfte  für  dieselben 
sich  stets  die  Bahnbestimmung  aus  vier  Orten  empfehlen,  deren  Methode  in  der 
folgenden  Abtheilung  auseinandergesetzt  >yird. 

Nach  den  Formeln  31)   (pag.  360)  wurde: 


'p.= 

97"i4'45"i 

xp,„  =  72°  44'  io"5 

p,= 

62    47     6-5 

P>»=    9    51    38-2 

N,  =  - 

—  Ol  24  041 

,          N.„  =  4-0-291  792 

log2>,= 

9.989  272 

,     \ogD,„  =       9972  632, 

und  da  trotz  der  ausreichend  genauen  Resultate  der  ersten  Hypothese  die  Absicht 
vorlag,  zwei  Hypothesen  zu  rechnen,  so  wurden  nach  31)  (pag.  376)  die  folgenden 
Werthe  abgeleitet: 

logtr^  =  9.301  986      ,     \ogh^=       9902850 
fr'  =  86«34'8"7     ,  ir  =  — 6°3i'  5"3- 

Nach  8a)  und  9a)  (pag.  354)  fand  sich: 

G,=  i85°27'9"7 
H/  =  9-530870        ,     log5,  =  9^515  123 
log^,  =  9.520  685         ,     logC,  ==  9.498  147. 

Die  Lage  des  durch  den  mittleren  Ort  zu  legenden  grössten  Kreises  wurde  nach 
12a)   (pag.  285)  bestimmt;    es  ergaben  sich  die  Werthe: 

l,„  —  X,  =  —  73098*4 

ß,  —  (^.f  =  +  188986.4 

n  =     236«  16'  26% 

logtgJ.  =       9.832  565, 

Oppolz«f,   Bahnbestimmungen.   I.   2.  Auflage.  51 
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und  damit  nach  4}   (pag.  275]  ; 

log(0,  sin/)  =  9'5oo  618       , 
log  (—0,,  sin/)  =  9^546  358       ,     log(f ,  =  9.748  910 
log(0,^8in/)  =  9.611  475       ,     log^,,,=  9.537  11^, 

endlich  nach  6)   (pag.  380)  die  von  den  Zwischenzeiten  abhängigen  Grössen : 

logT,  =  9.138  671     ,     ///'  =  —00363971  ,  \ogfi"  =  8^561067 

logT,,  =  9.332  491     ,     /i/"  =  +  0.017  2615  ,  log/u/"  =  8.237  079 

logr,„=  8-888  794     ,     ^tj  =  — 0017  2615  ,  log/«,,/  =  8,^237079 

ft„"  =  —  0.053  6587  ,  logiw,/  =  8^729  640. 

Um  nun  in  den  Ausdrücken  7)  (pag.  380)  die  in  den  Grössen  F,  ^  und  2  auf- 
tretenden y-Symbole,  soweit  als  thunlich,  genähert  bestimmen  zu  können,  wurde 
zunächst  mit  Hilfe  der  oben  mitgetheilten  parabolischen  Elemente  in  bekannter 
Weise  ermittelt: 

c   =x  —  24^58'  25"i      ,  log  r,  =  0^012  766 

v„=  —  18  59  18.5      ,  *logr„=  0-003954 

t?,„=  —    751   14.0      ,  log  r,„=  9.994  015; 

die  Berechnung  der  Grössen    ij  —  1)  nach  10)   ipag.  381)  gestaltet  sich,   wie  folgt: 

2^        9.439701  9-633521  9-189824 

r        0.003  954  0.012  766  0.012  766 

r        9.994  015  9.994  015  0.003  954 

Add.       0.306  028  0.310  507  0*305  458 

r  -|-  r'       0.300  043  0.304  522  0.309  412 

Vr -j- /       0-150  021  0.152  261  0.154706 

[r  +  r')  /2  0-450  064  0456  783  0464  118 

log  [ri\        8.989  637  9.176  738  8.725  706 

[ij]  +  0-097  642  +0-150223  +0.053175 

(nach  Tafel  VII)  /i         0.000  173  0.000  41 1  o-ooo  051 

siny        8-989810  9-177  149  8725  757 

8iny2       7.979620  8.354298  7.451  514 

3C0sy        0.475039  0.472155  0.476506 

sin;'':  3co8y         7*504  581  7.882  143.  6-975  008 

cos|y2       9.998960  9-997525  9-999692 

ij  —  I    +  0-003  20347  +  0.007  66687  +  0.000  94475. 

Wären  für  einen  vorgelegten  Fall  Näherungen  bekannt,  die  nicht  auf  die  parabo- 
lische Bahn  gegründet  sind,  so  müsste  man  sich  zur  Ermittlung  der  Grössen  (1?  —  1  ■ 
der  Formeln  35)    (pag.  377)  bedienen. 
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Nach  36)   (pag,  377)  fand  sich,   indem  für  x  und  y  die  für  die  Parabel  ge- 
fundenen Werthe  von  r,  und  r^  zur  Rechnung  benützt  wurden : 

loga:    =        9.086434       ,     logy      =        8^334136 
y/'  =  —  o-ooo  4922     ,  y,,/  =  —  o-ooo  2707 

y/"=  +  o-ooo  3123     ,  y,/  =  —  okxx)  6809 

und  somit  nach  7)   (pag.  380] : 

A,.K        —  408-944  log  (48inJ&,T,2:  ^„,)  8-842  903 

B,  %„ :  K%,        +  630- 844     log  (—  4  sin /©,,  t,  %„;.  (f,„^  8„638  766 

C,%,„\  Kr,       —  218-398  Subt.  9-778  197 

/            +  3.502  log  VI  8-416  963 

log(5, t„fi":  Kr,)          1^360 989  (f, :  (f„,  0211  793 

\og{C,r„4ir' Kr,)        0^576328  log  F7/  0-461670 

Add.         0-066  022  log  VIII  8„698  749 

log  //          in427  Ol  I  log  IX  9.091  195 

—  4B,r,r„,:  K         1^235  627  log(ÄT„y/':  Kr,)  9^492  064 

—  4  C, r,„^ :  K         0-968  7 74  log  {C,r,„y;":  Kr,)  8^833  82 1 

Subt.         9.928  724  Add.  0-086  240 

log///          0^897498  logF  9n578  304 

sin/0,T,:  (f,„T„^  4-  1.634  474       log(8in/0,r,y,^':  (f„a,„]  6^645  866 

—  sin/0,,r^:  (f„,r„,  —  2.837  5»3  log(— 8in/0y,T„y„/':  (f„,r,„)  7-286  021 

sin/ö„:  (;f^,,,  +  i-i86  746  Subt.  9887  051 

IV    — 0-016293  log^  7-173072 

log  (8in/0,T,jti„/:  (f,„r,„)      8,»450  457  log  S  6,^894  1 58 

log(—  sin JÖ^T^/i^,":  (f,„r,„)      9- 1 82  578 

Add.         9-910  997 

log  V         9-093  575 

Für  die  Auflösung  der  Gleichungen  durch  Versuche  erschien  es  bequemer,  die  Grös- 
sen  r,   ui  und  2  mit  den  Werthen  //,    V  und  VIII  zu  vereinigen,  wodurch  man 

erhielt:  ,      /  rr  ,     i- 

log(//+  Tj  =  1^433  121 

log(F  +^)  =  9098  759 
log(r///-H  2)  =  8^705507- 

£s  konnte  nun  an  die  Auflösung  der  Gleichungen  5)  (pag.  380)  durch  Versuche  ge- 
schritten werden,  für  welche  meist  mit  Vortheil  z  und  y  als  Unbekannte  gewählt 
werden  können,  doch  wird  für  Kometen  häufig  eine  abgeänderte  Wahl  der  Unbe- 
kannten erwünscht  sein,  aufweiche  Abänderung  weiter  unten  (pag.  406  ff.)  aufmerk- 
sam gemacht  werden  wird.  Die  zur  Auflösung  erforderlichen  Rechntmgen  sind  auf 
pag.  405  und  406  ausfuhrlich  mitgetheilt,  die  erläuternden  Bemerkungen  jedoch  mögen 
hier  vorangehen.  Für  y  wurde  im  ersten  Versuche  jener  Werth  genommen,  der  sich 
aus  den  parabolischen  Elementen  ergab,  x  aber,  um  nicht  ein  allzu  fehlerhaftes  q,  zu 
erhalten,  so  gewählt^  dass  sich  daraus  nahezu  der  aus  den  parabolischen  Elementen 

51* 
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folgende  Werth  von^^,  fand.  Demnach  wurde  für  den  ersten  Versuch  angenommen: 
logTfl=  9088  100,  logy^^^  8n334  U^ »  ^^is  5;  (pag.  380)  in  Verbindung  mit  den 
oben  ermittelten  Grössen  (),  und  q,„  bestimmt  und  aus  diesen  nach  8)  (pag.  380J  r, 
imd  r,„  abgeleitet,  welche  letzteren  Wcrthe  mit  Jienützung  der  ersten  beiden  Glei- 
chungen in  7)  (pag.  380)  für  x  und  y  die  Endwcrthe  x^  und  y^  finden  Hessen,  die. 
weil  Xf^  und  y^  nicht  die  wahren  Werthe  von  x  und  y  darstellen,  die  Unterschiede: 

log^e— log^a=   +0-001   121 

logy^— logya=  +0021  218  , 

zeigten.  Zur  Beseitigung  dieser  Difierenzen  wurde  zunächst  log  Xf^  um  600  Einheiten 
der  sechsten  Decimale  vermehrt,  w  ährend  y^  ungeändert  belassen  wurde  ;  die  Durch- 
führung der  Rechnung  ergab: 

für  J  log  Xfi  =  -\-  O'ooo  600 
log  x^—  log  ^a  =  +  0003  932 

log  ye—  log  ya=  +  0-044  493  • 

Hierauf  wurde  log  y^  um  +  0.02  vermehrt,  während  log  a:^  sowie  im  ersten  Versuche 
angenommen  wurde ;    es  fand  sich : 

für  J  log  y„  =  +  0020  000 
log  ^c—  log  ^a  =  +  o-ooo  377 
log  i/c—  log  ya=  —  o  004  113. 

Bezeichnet  man  mit  [S]  und  (r;)  die  erforderlichen,  als  linear  vorausgesetzten  Ände- 
rungen, die  man  an  die  Ausgangswerthe  in  Einheiten  der  gewählten  Änderungen 
anzubringen  hat,  so  bestehen  offenbar  die  Gleichungen: 

+  o-ooi   121   =  —  0-002  811  (^)  +  o-ooo  744  (/;) 

+  0.021 218  =  —  0.023  275  (f)  +  0.025  331  ^■n) » 

deren  Auflösung  finden  lässt : 

log  (^)  =  9n3Ö92     ,     ^  log  a:^  =  —  o-ooo  140 
log.'/)  =  9-7942     ,     ^logy«  =  +0.012  451. 

Es  war  somit  für  den  vierten  Versuch  anzunehmen: 

log  x^  =  9087  960     ,     log  y«  =  8^346  587  ; 

welche  Werthe  aber,  da  die  erforderlichen  Änderungen  gross  sind,  demnach  die 
Voraussetzung  einer  linearen  Ändennig  ziemlich  fehlerhaft  erscheint,  nicht  völlig 
zutreffend  befunden  wurden ;    der  vierte  Versuch  ergab  : 

log  .r^  —  log  ./-^  --^  —  o-üoo  014 
log  Ve—  log  !/a'='   —  0000  386, 
weshalb  nochmals  die  Gleichungen : 

—  0000  014  =  —  0-002  811    §)  +  0.000  744  (//) 

—  0.000  386  =  —  0.023  275  ii;  +  0.023  331  (i?) , 
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aufgelöst  und  hierbei  die  rechten  Theile  unverändert  den  Resultaten  der  drei  ersten 
Versuche  entlehnt  wurden.  Hätte  man  sehr  fehlerhafte  Anfangsannahmen  gemacht, 
so  könnte  es  wohl  unter  UmständBn  geboten  sein,  sich  die  diesbezüglichen  Coeffi- 
cienten  durch  willkürliche  Variation  der  Annahmen  des  vierten  Versuches  von 
neuem  zu  verschaflFen ;  für  den  vorliegenden  Fall  genügte  es  jedoch,  die  oben  ermit- 
telten, empirisch  bestimmten  DiflFerentialquotienten  zu  benützen ;  die  Correctionen, 
die  man  an  log^r^  und  logy^  ^^^  vierten  Versuches  anzubringen  hatte,  waren: 

JXo^Xf^  =  +  o-ooo  ooi 
j/logy^  =  —  o«ooo  282  : 

die  Werthe  für  den  fünften  Versuch  sind  somit: 

\o^Xf^  =  9-087  961 

logya  =  8n346  305  ; 
bei  diesen  Annahmen  traten: 

log^e  —  log^a  =  +  0000  003 
%ye  —  ^^^Va  =  +  0000  030, 

als  Fehler  auf,    die   innerhalb  der  Genauigkeitsgrenzen  der  logarithmischen  Rech- 
nung liegen. 

Nach  diesen  Erläuterungen  wird  das  folgende  Rechnungsschema,  in  welchem, 
um  Kaum  zu  sparen,  die  Rechnungen  für  die  fünf  Versuche  neben  einander  ge- 
stellt worden  sind,  leicht  verständlich  sein. 


Versuch 

logya 
Illya 
Subt. 

[II+D+mya 


3. 


9  088 100 
8n354i36 
9.251634 


4.  5. 

9*087960  9*087961 

811346587  8n346305 

9.244085  9.243803 

9-997180  9.997182 

in43030i  in430303 


I.  2. 

9-088100    9-088700 

8n334i36    8^44136 

9-231634    9.231634 

9-997260    9-997260    9.997131 

^«430381      in43038i      in430252 

((//4-rj4-///yK  -3-299750— 3-3043I4— 3-298769— 3-298077— 3.298100 

Q,  -ho-20225o-|-oi97686-|-o-20323i  -I-0.203  923 +0-203  900 

^fya      6^751099    6^751099    6^771099    6^763550    6^763268 

Subt.      9998045     9-998045     9*997  953     9-997  988    9-997  989 

{y+^^Ij+VIt/a       9-096804     9-096804     9096712      9.096747     9.096748 

{V+u/)  +  VIy)j'f^  -I-O.OI5307-I-O.OI5329+0-015304-I-0-OI530I  +0015301 


ly+vy+^^i+f^^vK 

— 0  000986 - 

-o-ooo  964 —o-ooo  989- 

-0-000992  —0-000992 

/A'y„ 

7o425  33> 

7o42533i 

7n44533« 

7n437782 

7n437500 

Add. 

0-022205 

0022  205 

0-023224 

0022  835 

0-022820 

{VIIJ+Sr\-IXya 

8„727  7i2 

8„727  7i2 

8„72873> 

8„728342 

8„728327 

{{riIl+S)+IXy}T„ 

7„8i58i2 

•7„8i64i2 

7„8i683i 

7„8i6302 

7„8i6288 

Subt. 

9-999;oi8 

9-999016 

9-999015 

9-999016 

"  9-999016 

VII+{(  Vin+2}  +IXt,}xa 

0460688 

0460  686 

0-460685 

0-460686 

o- 460 686 

log?. 

9-305889 

9-295976 

9-307990 

9-309466 

9-309417 
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ir//-|-{(F///-i-2)-f/Äya}4;J  ^,4-0-584  221  -1-0.5  7 1034  4-0-587  050 -ho- 589  030 -ho- 588  983 

Q,„  -I-0-583  235  4-0-570070  -|-o-586o6i  -H>. 588 058  4-0-587  991 


Q-N' 

9-513605 

9-507  488 

9-514909 

9-515826 

9-515795 

Q,„—  N,„ 

9-464553 

9-444  479 

9-468  744 

9-471682 

9-47»  583 

tgö. 

9-524333 

9-518216 

9-525637 

9-526554 

9-526523 

tg<?,« 

9-491 921 

9-471847 

9-496112 

9-499050 

9,498951 

C08Ö, 

9-976976 

9-977583 

9.976844 

9-976751 

9.976754 

cos  0,„ 

9.980026 

9-981717 

9979654 

9.979390 

9-979  399 

log  r, 

0-012296 

O-OI 1  689 

0-012428 

0-012521 

0-012518 

log  r,„ 

9-992  606 

9-990915 

9-992978 

9-993  242 

9-993  233 

Subt. 

8-666341 

8-690170 

8-660886 

8-656977 

8-657114 

Add. 

0-310987 

0-31 1 541 

0-310863 

0-310776 

0.310779 

r,„ —  r, 

8„658947 

8,681085 

8,653864 

8,650219 

8,650347 

n»+  r. 

0-303  593 

0-302  456 

0-303841 

0-304018 

0.304012 

logy« 

8n355354 

8,378629 

8„350023 

8,346201 

8*346335 

loga;« 

9-089221 

9-092632 

9-088477 

9-087946 

9-087964 

log  x^—  log  «a 

+0-00I  121  +0-003932+0-000377— 0-000014 +0000003 

log  y«— log  y« 

+0-02 1  2 1 8  +0-044  493  —0-004  1  >3  — o-ooo  386  +0-000030. 

Es  ist  oben  erwähnt  worden,  dass  bisweilen  mit  Vortheil  eine  abgeänderte  Wahl 
der  Unbekannten  in  Anwendung  gezogen  werden  kann,  um  die  Rechnung  etwas 
bequemer  zu  gestalten;  diese  veränderte  Methode  soll  hier  auseinandergesetzt  wer- 
den. Wählt  man  nämlich  als  Unbekannte  ((,  und  log  y^,  wobei  die  ersten  Annahmen 
über  diese  Unbekannten  den  parabolischen  Elementen  entlehnt  werden  können,  so 
hat  man  zunächst  (vergl.  erste  Formel  5)  pag.  380): 

«""  Il-^IIIy^-^r' 
zu  bestimmen,  mit  diesem  Werthe  von  z^j^  und  den  Anfangsannahmen  über  q,  und  logy^ 
nach  der  zweiten  Formel  in  5)  (pag.  380]  den  Werth  von  q,„^  dann  aus  q,  und  q^ 
nach  8)  (pag.  380)  die  Werthe  von  r,  und  r,„  zu  ermitteln  und  erhält  mit  diesen  in 
bekannter  Weise  x^  und  y^,  welche  Grössen  im  Allgemeinen  gegen  x^^  und  y^  Unter- 
schiede zeigen  werden ,  so  lange  nicht  die  wahren  Werthe  für  q,  und  y^  der  Rech- 
nung zu  Grunde  gelegt  wurden ;  variirt  man  nun  einmal  q, ,  das  andremal  y^  ent- 
sprechend, so  wird  man  ganz  ähnlich,  wie  bei  der  voranstehend  auseinanderge- 
setzten Methode  zwei  Gleichimgen  mit  zwei  Unbekannten  erhalten,  die,  so  lange 
die  zulässigen  Grenzen  für  die  lineare  Änderung  nicht  überschritten  werden,  neue 
Näherungen  ergeben ,  welche  zur  weiteren  Verbesserung  der  zuletzt  gemachten  An- 
nahmen verwendet  werden  können. 

Es  soll  die   Anwendung    dieser   Methode  durch   ein   Beispiel  erläutert  und 
die  Auflösung  der  obigen  Gleichungen  nach  derselben  hier  ausführlich  durchgeführt 

werden.    Für  die  drei  ersten  Versuche  wurden  die  Annahmen: 

I  2  3 

q,      4-  0-203  <^^^  +  0*204  000         4-  0-203  000 

lüg  Va  8ii334  136  8^334  136  8^344  136, 
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benätzt,  welche  nach  den  weiter  unten  mitgetheilten  Rechnungen  zur  Bestimmung 
der  Verbesserungen  von  q,  und  log  y^  die  folgenden  Gleichungen  lieferten : 

+  650  =  +    634  (§)  +         64  [rj) 

+  17176  =  +  5544  (^  +  lOOOO  [l])  , 
aus  welchen  folgt: 

log  (S)  =  9-9554       ,  dQ,  =  +  0.000  902 

log(r/)   =  00854       j   öf log ya=  +0.012  173; 
man  hat  daher  für  den  vierten  Versuch  anzuwenden : 

Qf  =  +  0.203  902         ,         logya=  8^346  309  . 

Derselbe  lässt  in  der  That,  wie  dies  die  Zahlen  der  folgenden  Rechnungen  zeigen, 
für  Xg  und  y^  bereits  Werthe  finden,  die  innerhalb  der  Unsicherheit  der  logarithtni- 
sehen  Rechnung  mit  x^^  und  y^  stimmen ;  wie  man  sieht,  stimmen  die  so  erhaltenen 
Resultate  mit  jenen  der  früheren  Rechnung  (vergl.  pag.  406)  innerhalb  der  Unsicher- 
heit der  sechsstelligen  Rechnung  und  man  bemerkt,  dass  das  letztere  Verfahren  con- 
vergenter,  so  wie  im  Allgemeinen  auch  etwas  genauer  ist,  so  dass  es  bei  der  that- 
sächlichen  Anwendung  wohl  den  Vorzug  verdient. 

Versuch  i.  2.  3.  4. 

Q,  +0*203  000  +0-204  000  +0-203  000  +0*203  902 
log  Va  8|i334  1 36  8^334  1 36  8^344  1 36  8^346  309 
Illj/a  9-231  ^34  9-231  ^34  9-241  634^  9.243  807 
Subt.  9997  260  9*997  260  9-997  196  9*997  182 
ir+r)  +  Ilfya  in430  3»»  i|i430  38»  »n430  3»7  J|i430  303 
Q,—  I  0^518382  0,^518251  0^518382  o„5i8  264 
log  ^a         9-088  001         9.087  870        9.088  065        9.087  961 

^^Va  7n425  33i  7n425  33i  7ii435  33»  7n437  504 

Add.  0022  205  0.022  205  0.022  709  0-022  820 

{Vin+S)  +  IXya  8^727712  8^727712  8^728216  8^728327 

[[Vin+  I]  +IXya\^a  7n8i5  713  7n8i5  582  7^816  281  7^816  288 

Subt.  9.999018  9.999018  9.999016  9*999016 

VII+  [  { VIII+  :?)  +  IXya]Xa  0.460  688  0*460  688  0*460  686  0*460  686 

log  ((,  9.307  496  9-309  630  9.307  496  9.309  421 

[vn+[(viii+:i+ixya]x^)(i,  +0.586 386  +0589  275  +0.586 384  +0.588 989 

Vlya  6^75»  099        6^751  099  6^761 099        6^763  272 

Subt.  9*998045       9.998045  9.998000       9.997989 

(T'+vi  +F/ya  9.096804       9-096804  9.096759       9*096748 

y+^)  +  Vlya]^a  +0*015  304   +0-015  299  +0-015  305   +0-015  301 

Qm  +0-585  597   +0-588  281  +0-585  396  +0-587  997 

log(^,— JV,)  9*514602         9*515928  9*514602         9-515798 

log(^,..—  N,^)  9467  7^3        9-472  008  9.467  762        9*471  592 

tg  Ö,  9.525  330        9.526  656  9.525  330        9.526  526 

tgft,,  9-495131         9-499376  9*495130        9-498960 
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cos  6, 

9.976  875 

9.976  741 

9.976  875 

9976  754 

cos  d,„ 

9-979  742 

9-979  361 

9.979  742 

9-979  398 

r, 

0-0I2  397 

0-012  531 

0012  397 

0-012  518 

r,„ 

9.992  890 

9.993  271 

9.992  890 

9-993  234 

Subt. 

8.662  205 

8-656  535 

8.662  205 

8657  091 

Add. 

0.310  893 

0.310  767 

0.310  893 

0-310  779 

r,„—  r, 

8„655  095 

8„649  806 

8„655  095 

8„650  325 

r,„+  r, 

0-303  783 

0.304  038 

0-303  783 

0-304  013 

logy« 

8„35i  3>2 

8„345  768 

8„35i3i2 

8„346  3i2 

logar« 

9-088  651 

9.087  886 

9088  651 

9-087  961 

log  Xg—  log  Xa 

+  650 

+  16 

+  586 

0 

log  y«-- log  ya 

+  17  176 

+  II  632 

+  7176 

+  3 

Für  die   Folge   wurden   die  nach  der  ersten  Rechnung  erhaltenen  Zahlen  benützt: 

nach  den  Endwerthen  des  bezüglichen  letzten  Versuches  hat  man  anzunehmen : 

t 
log  ar  =  9.087.  964       ,     log  r,,,=  9-993  233 

log  y  =  8^346  335        ,  d,  =  18« 34'  46"8 

logn=  0012  518      ,         0„,=  17  30  31.1 

und  es  wird  mit  Benützung  der  Formel  32)  (pag.  376)  : 

/,=  8«25'i4"o. 
Nach  33)  (pag.  376)  findet  man  nun: 

'f;'=  —  0.036  2839     ,     y,;'=  —  0.054  6801, 

nach  34)  (pag.  377): 

log  «==    9.808    114  y  \ogn„=:    9-559   221 

2f„,=  5«  53'  i"i       ,  2/  =  io«57'26"9 

log  r„=  0-003  671       ,       log  r„  =  0003  671  ; 

der  Probe  2/,,  =  2/,  +  2/,,,  wird  vollständig  Genüge  geleistet. 

Die  Anwendung  der  Formeln  35)  (pag.  377)  gibt: 

—  0°  8'  45"2 
6-836  174 
6.851  935 
O'Ooo  000 
6.930  759 
0.000  822 
tj  —  1    +0-00321407    +0-00768730   +0.00094638. 

Diese  Werthe  liefern  nun  mit  Benützung  der  Formeln  36)  (pag.  377)  neue,  wesent- 
lich genauere  Werthe  von  y,    nämlich : 

y/'  =  —  o*ooo  4602     ,     yj  =  —  O'OOO  2524 
y/"=  +  O'OOO  2942     ,     y„"=  —  0.000  6305, 


U) 

—  o°io'i9"7 

-  0°  19'  4"9 

log/ 

7-367  523 

7.746  119 

logOT 

7-384  863 

7-767  388 

1 

o-ooo  000 

0-000000 

logÄ 

7-462  831 

7-843  674 

log  t]^ 

0-002  787 

0-006  652 
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die  sich  übrigens  so  wenig  von  den  oben  (pag.  403)  aus  den  parabolischen  Elementen 
erhaltenen  unterscheiden;  dass  wohl  schon  die  zweite  Hypothese  mit  Sicherheit  als 
'Endhypothese  benützt  werden  kann;  es  stellt  sich,  wie  dies  nach  Durchfuhrung 
dieser  Hypothese  erhellen  wird^  sogar  die  erste  als  völlig  genügende  Annäherung 
heraus. 

Die  Rechnung  der  drei  letzten  Formeln  in  7)  (pag.  380)  ergibt: 

log  r  =  9^549  699     ,     iog(//  +  r)  =  1^432  734 
iog^=  7.138  780     ,     iog(r  +  ^)  =  9.098  368 

log  -5  =  6^863  759       ,       \og{Vin+2)  =  8^705  053. 

Die  Auflösung  der  Gleichungen  5)  (pag.  380)  führt  in  Verbindung  mit  den 
Gleichungen  7),  8)  (pag.  380)  und  mit  Benützung  der  oben  empirisch  ermittelten 
Differentialquotienten  leicht  zu  folgenden  Werthen : 

loga:  =  9.088  459  ,  ö    =  18^32' 44"i 

%y  =  8n349  9i2  ,  dn,=  17  24   18.6 

log  r,  =  0-012  431  ,  log  Q,  =     9.308  039 

log  r„,=  9.992  986  ,  log  (f,„=     9.767  992. 

Aus  Q,  und  Q„,  wären  die  Elemente  abzuleiten;  um  aber  die  Überzeugung  zu  ge- 
winnen, dass  die  Annäherungen  in  der  That  hinreichend  weit  getrieben  worden 
sind ,  und  um  für  die  folgende  Rechnung  Controlwerthe  zu  erhalten ,  rechnet  man 
nach  der  Formel  32)  (pag.  376):  * 

/,=  8<>  22' 38"95, 
und  nach  33)  (pag.  376)  und  34)  (pag.  377) : 

log  n  =  9.808  114         ,       log  w„  =  9.559221 
2/.=  5^  51'  8"3         ,  2/  =   io*>54'9"6 

log  r„  =  0.003  572         ,       log  r„  =  0.003  572. 

Die  für  die  Beurtheilung  der  erlangten  Annäherung  massgebenden  Werthe  von  n 
und  n„  zeigen,  dass  dieselben  zwischen  der  ersten  und  zweiten  Hypothese  keine 
Abänderung  mehr  erfahren  haben ,  dass  somit  bereits  die  erste  Hypothese,  daher  in 
um  so  höherem*  Masse  die  zweite  ausreichend  ist ;  beide  Hypothesen  werden  die 
Orte  demgemäss  innerhalb  der  Unsicherheit  der  sechsstelligen  Rechnung  darstellen  ^ 
da  aber  sowohl  die  geocentrischen  Distanzen,  als  auch,  ob  zwar  in  geringerem 
Masse,  die  Radienveotoren  in  den  beiden  Hypothesen  eine  wesentliche  Verschieden- 
heit zeigen,  so  wird  man  sch)iesseu  dürfen^,  dass  die  Unsicherheit  der  zu  ermitteln- 
den Elemente  eine  ganz  beträchtliche  sein  werde.  Am  Schlüsse  des  hier  angeführ- 
ten Beispieles  werden  zur  Bekräftigung  der  eben  aufgestellten  Behauptungen  aus 
den  Zahlen  der  ersten  Hypothese  die  Elemente  und  die  Darstellung  des  mittleren 
Ortes  gerechnet,  hier  aber  soll,  um  den  Gang  der  Rechnung  nicht  zu  unterbrechen, 
sofort  an  die  Ableitung  der  Elemente  aus  den  Zahlen  der  zweiten  Hypothese  ge- 
schritten werden,    wobei  jene   Methoden  zur  Bahnbestimmung  aus   zwei  heliocen- 

Oppolstr,  Bahnbtstimmonfeii.  1.   2.  AolUge.  52 
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trischen  Orten  in  Verwendung  kommen,  welche  sich  bei  sehr  excentrischen  Bahnen 
empfehlen. 

Zimächst  wurden  in  der  bekannten  Weise  aus  q,  und  q^  nach  den  Formeln  4) 
(pag.  21)  die  heliocentrischen  Coordinaten  abgeleitet  imd  gefunden: 

l  =  85°59'3"3       ,  l.=  69^0' 22"7 

log  tg  J,  =  9.247  869       ,  log  tg  J^  =     8-990  690 
log  r,  =  0.012  430      ,       log  r„,  =     9.992  987. 

Die  beiden  Logarithmen  der  Badienvectoren  weichen  von  den  im  letzten  Versudie 
gefundenen  Zahlen  um  je  eine  Einheit  der  letzten  Stelle  ab;  für  die  folgenden 
Rechnungen  wurden  die  hier  erhaltenen  Zahlen  benützt. 

Nach  i)  (pag.  102)  finden  sich  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  und  die 
Neigung  wie  folgt: 

Q  =  23i''2i'6"4  ,         f=  162^42' i6"9, 

nach  3)  (pag.  102)  die  Argumente  der  Breite: 


u,  =  144°  7'  5"2 


«,,,=  i6o°52'22"6; 


für  die  folgende  Rechnung  wiirde  aber,  um  der  Probe: 

2/,  =  u„,—  u, 
zu  genügen,  angenommen: 

u,  =  144°  7'  4"9         ,         u„,=  160°  52'  22"8. 
Mit  Hilfe  der  Formeln  26)  (pag.  89)  fand  siA : 

u)„=  —  o^  19'  14"3         ,         logm,,  =  7.767  745 
log/„=  7-741  889  ,         \ogr]„'^=  0006657. 

Um  die  übrigen  Elemente  abzuleiten,  wurde  das  folgende  Formelsystem  benützt: 


I)^ 


26  z  sin  F„  =  (r„,—  rj  sin/, 

2.^cosi^,=  ^±lA^^^AtzJ^ 

^  r,r,„Hmf„^ 
^  z(i  +  e) 

v,=  F„—f„      ,       v„,=  F„+f„ 
O)  ^==  u,  —  v,       ,       (0    =  u„,—  v„, 

welches  leicht  aus  dem  am  Schlüsse  von  pag.  479  des  II.  Bandes  gegebenen  Aus^ 
drucke,  so  wie  aus  den  Formeln  27)  und  31)  (pag.  107)  und  32)  (pag.  108)  gefolgert 
werden  kann,  in  welch  letzterer  der  Werth  von  cos ^„V^r^r^  nach  der  Relation  26) 
(pag.  107)  ersetzt  wurde.  Die  Perihelzeit  resultirt  [vergl.  Formel  Vllb)  (pag.  479}  des 
11.  Bandes]  mit  Hilfe  der  Tafel  XYIII  des  zweiten  Bandes  nach: 


*nt 


V'  +  e 


(p;"tgiv,„+P,"'tgit/„»), 
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in  welohen  Formeln  die  Übereinstimmung  der  beiden  Werthe  von  T  eine  gute  Con- 
trole  für  die  Richtigkeit  der  Rechnung  abgeben  wird.  Die  Rechnung  nach  diesem 
Formelsystem  stellt  sich  wie  folgt: 


(2C08/„yr,r„,)2 

0-598  158 

zez  cos  F„ 

8-300  408 

T„»:  (2 cos /,yr,r„,)* 

8-o66  824 

9.977  727 

z 

8 -060  167 

lezvoiF,, 

7„8i7i58 

Add. 

0-310  860 

F„- 

-  i8°ii'37"5 

.     Subt. 

8-660  727 

zez 

8-322  681 

r,„—  r. 

8,653  714 

löge 

9-961  484 

r.„+  r, 

0-303  847 

l+C 

0-282  198 

8in/„2 

8-326888 

1  —  e 

8-928  740 

(r„,-|-r,)8in/„2 

8630  735 

r,r,„  sin /„2 

8-332  305 

2Z 

8-361  197 

log? 

9989  940 

Subt. 

9-934  552 
8-295  749 

?i 

9-984  910 

[r„+  r)t,\af„'i—  2z 

Vi  +  e 

0-141  099 

V,— 

-  26° 34'  lö's 

v„,  ■ 

-  9°48'  58"5 

la 

170  41    21-4 

tj 

170  41    21-3 

n 

42     2  27-8 

n 

42     2  27-7 

tgiv. 

9n373  142 

tglv,„ 

8„933  856 

tg^i/,» 

8-746  284 

tgiv,»^ 

7-867  712 

logö. 

7-392  826 

log  e,„ 

6-514  254 

e, 

-t-  0-002  4707 

e.„ 

4-  0-0003268 

Pi' 

2-064  734 

p,"' 

2-065  354 

Pz 

1587  041 

Pj'" 

1-588  157 

tgiv,' 

8„ii9  426 

tg:it;„3 

6„8oi  568 

P.'tgit;, 

i»437  876 

Pl^tgil/. 

o„999  2io 

P3'tgiv,3 

9„7o6  467 

P3"'tglt;„,* 

8*389  725 

Add. 

0-007  987 

Add. 

0-001  066 

i*i'tgiv,+  A'tglt;,» 

in445  863 

P,"'tgif,„4-P,"'tglv„,» 

i„ooo  276 

\ogJt, 

1-289  674 

log^C 

0-844  087 

Jt,  +  19483  82 

^t„ 

+  6-983  72 

r  (Januar) 

10-983  82 

T 

10-983  72. 

Die  Elemente  sind  daher  zusammengestellt: 

cfl.  1866. 
T  ==  1866  Januar  10-983  770  mittl.  Berl.  Zeit 

7t   =       42°      2'  zfS      \ 

Q  =  231    21     6'4     >  mittl.  Äquin.  18810 

f  =  162    42   16-9    ) 
log  q  =     9.989  940 
log  e  =    9«96i  484. 

52» 
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Bechnet  man  die  Darstellung  des  mittleren  Ortes  und  bestimmt  die  wahre  Anomalie 

nach  der  auf  pag.  72  auseinander  geseteten  Methode^  so  sind  die  Hauptmomente  der 

Rechnung  : 

log  a  =  9-997  821  v„  =  —  20*^43'  8"o 

log/?  =  8-645  977  ^     logr„=  0003  572 

tt?  =_20°2o'37"2  "*           l„=         0^56'   7"i 

log  X  =  9^261  726  /}„  =  +  29  13  19-2 

logG  =  o-ooo  257  dk„cosß„  =  4-  2^7 

log  H  =  o-ooo  000  dß„  =  -\-  0-3. 

Die  Darstellung  des  mittleren  Ortes  ist  für  eine  sechsstellige  Rechnung  völlig  ge- 
nügend, da  in  Anbetracht  der  relativ  geringen  geooentrischen  Entfernung  die  Fehler 
in  den  heliocentrischeu  Orten  sehr  vergrössert  in  das  Resultat  übetgehen. 

Um  schliesslich  zu  zeigen,  dass  in  der  That  die  erste  Hypothese  schon  ge- 
nügende Resultate  liefert,  sollen  ganz  nach  der  eben  angegebenen  Methode  aus 
den  Zahlen  dieser  Hypothese  die  Elemente  abgeleitet  werden.    Man>. wird  finden: 

log?,  =    9-309417  logr,  =    0012518 

log  ?,„=     9769  371  log  r„,  =    9.993  234 

/,   =    85^58'  5"5  Q    =  23i«ii'    4"6 

lm=      69    34   I2-0  *      =    162    43       07 

logtgi,   =     9.249200  u,   =  143  57  58-9 

logtg  b„,  =     8-991  833  U:„  =  160  48  27-1  ; 

log  1^,,^::=      0-006652  It)      =170**     8'  28"4 

log«    =    8.059934  TT    ==    41    19  33-0 

F„  =  —  17*^45'  15"!  Taus  V,  =    10.615  26 

löge      =      9.970809  ,,     ,,     V,„=:      1061519 

log[(i  — ^)'(i  +  ^)]=    8.526273  T   =    10-615225 

log  j'    .=    9.990448  log  er    =    o-ooi  227 

V,    =  —  2tP  10'  29"!  log  /?     =     8.525  848, 

Vf,t  =  —    9  20     1.1 

Die  Elemente  sind  also  zusammengestellt:  * 

•      (f  I.  1866. 
T  =  1866  Januar  10.615  225  mittl.  Merl.  Zeit 
7t  =     41«  19'  33"o  ^ 
Q  =  231    11      4-6 
i  =  162    43     0.7 
log  q  =     9.990  448 
log  €  =     9  970  809. 

Diese  Elemente  weisen  gegen  die  auf  pag.  411  angeführten  nicht  unerhebliche  Unter- 
schiede auf;  trotzdem  ist  die  Daistellung  der  mittleren  Beobachtung  durch  dieselben 


mittl.  Aequin.  1866.0 
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ebenso  genügend ,  wie  diejenige  durch  die  aus  der  zweiten  Hypothese  abgeleiteten 
Elemente.    Die  Rechnung  ergibt: 

t«?  ==  —  20®  o'  48^2  logr,,  =  0-003  671 

log  X  ti=  9„252  540  X„  =         0°  56'    8"6 

,     logG    =    O-OOO   187  •  ßn  =  +  29^13'  I.8"2 

logÄ  =  o-ooo  000  dl„  cos  ß„  =  +  i"4 

'v;,=  —  20^17'  28"2        '  dß„  =  +  i"3  , 

womit  nicht  nur  die  oben  (vergl.  pag.  409)  aufgestellte  Behauptung,  dass  die  erste 
auf  die  parabolischen  Elemente  gegründete  Hypothese  schon  eine  ausreichende  An- 
näherung liefert,  erwiesen  erscheint,  sondern  sich  sogar  zeigt,  dass  in  Folge  der 
Unsicherheit  der  sechsstelligen  Rechnung  die  Darstellung  des  mittleren  Ortes  in  der 
ersten  Hypothese  genauer  ist,  als  in  der  zweiten. 


II.    Abtheüung. 
Bahnbestimmung  aus  vier  Beobachtungen. 

1.  Aufstellung  der  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  geocentrischen  Distanzen. 

Es  treten,  wie  dies  oben  (pag.  366  ff)  daigethan  wurde,  nicht  selten  Fälle  ein, 
welche  die  Bahnbestimmung  aus  drei  Orten  gar  nicht,  oder  nicht  mit  der  wünschens- 
werthen  Genauigkeit  durchzuftihren  gestatten.  Im  Allgemeinen  wird  eine  geänderte 
Auswahl  der  Beobachtungen  diesen  Nachtheil  beseitigen ;  wenn  jedoch  die  Neigung 
der  Bahn  g^en  die^  Ekliptik  sehr  klein  ist ,  so  dass  die  geocentrischen  Breiten 
sich  der  Null  nähern,  so  wird  eine  Bahnbestimmung  aus  drei  Orten  unter  keinen 
Umständen  mit  Sicherheit  möglich  sein.  Es  ist  deshalb  nothwendig,  zu  einer 
Methode  überzugehen,  die  auöh  in  einem  solchen  Falle  ohne  Schwierigkeit  auf  eine 
sichere  Bahnbestimmung  führt;  zu  dem  Ende  müssen  der  Rechnung  vier  Beobach- 
timgen  zu  Grunde  gelegt  werden;  da  diese  aber  acht  Bestimmungsstücke  geben, 
während  nur  sechs  Elemente  zu  ermitteln  sind,  so  wird  man  zwei  Beobachtungen 
als  unvollständig  in  das  Problem  einzuführen  haben.  Der  Genauigkeit  der  Bahn- 
bestimmung wegen  sind  hierzu  die  beiden  mittleren  Beobachtungen  eu  wählen  und 
es  sollen  für  dieselben,  wie  dies  ähnlich  beim  Kometenproblem  (vergl.  pag.  275)  ge- 
schehen ist,  grösste  Kreise  substituirt  werden,  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass 
sie  durch  die  beiden  mittleren  beobachteten  Orte  des  Himmelskörpers  hindurch- 
gehen. 

Bezeichnet  man  die  vier  Beobachtungszeiten  mit  t,,  t„,  t^,^  tf„,  die  Iiängen 
mit  A, ,  X^y  A,7?  Kt  und  die  Breiten  mit  ß,^  ß„j  ß^,^  ß„,,  femer  mit  71  und  JI"  die 
aufsteigenden  Knoten  dieser  Kreise  in  der  Ekliptik,  mit  /  und  J^  deren  Neigungen, 
so  sind  die  Bedingungen,  denen  die  letzteren  Grössen  genügen  müssen,  dargestellt 

^'^''^'-  tg/sin(;L.  — /I)=tg/y.     I      ^, 

tgJ«sin(i.-jr")  =-tg|fi^«.   ]     '^ 
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Unterscheidet  man  durch  analoge  Accente  die  zu  den  Beobachtungen  gehörten 
Sonnenlängen,  -Breiten  und  -Entfernungen,  so  werden  sich  die  Gleichungen  8] 
(pag.  272),  wenn  man  in  denselben  einmal  alle  Längen  vom  Punkte  JT,  das  andre- 
mal vom  Pimkte  iT°  zählt,  in  folgender  Weise  schreiben  lassen: 

g^  {?,cos(A,  -  n)cosß,  —  i2,co8(A -n)}  + 

4-  |^4H  {?'"«» (^"'  —  IJ) cos/?,,,  —  iJ,„co8 {L,„  —  JI)}  = 

\Tt     'Hfl 

=  Q„  cos  [l„  —  JT)  COS/?,,  —  jB„C08  [L„  —  JI) 

^^^^^^  {?,8in(A,  —  n)co»ß,  —  M,8m(L,  —  JT)}  + 

JI)  cos  ß„,  —  R„,  sin  (L„,  —  JTJ}  =  1^    2) 
ü„sin  (L„  —  JT) 


n  r,„] 


+  f~^{?.'8in(A< 


[r,  r„,\ 
=  p„sin  (A„  —  JI)  cos/?,, 


r„  r„,] 


n  r,„] 


{^,sin/?^—  Ä,Ä,arci")  + 


+ 


[^  n,] 


{p,„sin/?,„  —  i2„,Ä„arc  i")  = 


[r,  r,„] 
=  ^„sin/?„  —  jB„Ä„arc  1" 


T^i  (e.cos  (A,  -  IP)  cos/?,  -  i«,cos  (A  —  /r°)}  + 

+  \irTl  {?,«co8(A,„  — jr)co8/?„,  — i?„,co8(L,„— Jr°)}  = 
=  9°  cos  (A°  —  IT)  cos/?°  —  JB°cos  (1,°  —  71°) 

^  {^,8in  (A,  -  JI°)  C08/?,  —  Ä,8iii  [L,  —  /T")}  + 

+  [tT^  (?«' "°  (^"'  -  ■'^°)  «08  ^ ^'"  sin  (^"'  —  "°))  = 

=  9°8in  (X°  —  JI»)  cos/»»  -  ü°  sin  (£»  —  JI») 

^1  {^,8in/?,  -  Ä,£,arci"}  + 


+ 


[r.r°] 


{q,„  sin  ß,„  —  2i„  B„,  arc  i"}  = 


3) 


[r,  r,„] 
=  Q°Bmß°-R°B°axci". 

Setzt  man  nun : 

cos  (A„  —  II)  cos/9,,  =  coeu  ,  cos  (k°  —  11°)  co8/J°  =  cost^ 

sin  {l„  —  JT)  cos/},,  =  sin  «cos/  ,  sin  (1°  —  11°)  cos/9°  =  sin  t/*  cos/" 

sin/?,,  :=  sin M sin/  ,  sin/?"  =  8intt°sin/°, 


4) 


SO  werden  u  und  tt°  in  diesen  Relationen  völlig  willkürliche  Winkel  sein,  sofern 
man  nur  /  und  /°  entsprechend  den  Gleichungen  i)  aus  den  Werthen  JT  und  IP 
bestimmt.  Denkt  man  sich  die  aus  4)  resultirenden  Werthe  in  die  Gleichungen  2) 
und  3)  eingeführt,  so  wird  man  in  2)  das  Product  der  zweiten  Gleichung  in  sin/ 
zum  Producte  der  dritten  Gleichung  in  cos  /  zu  addiren  haben ,  um  sofort  den 
willkürlichen  Winkcfl  u  zu  eliminiren ;  in  analoger  Weise  wird  man  aus  den  beiden 
letzten  Gleichungen  in  3)  den  willkürlichen  Winkel  t^  zu  eliminiren  im  Stande  sein, 
und  man  erhält  sonach  zwei  Relationen  zwischen  q,  und  ^„,  von  der  Gestalt: 
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[r„  r„] 


[>•»  nJ  !?>    _   [*•>.  r„,] 


^'  [r,  r„,] 


"?+?« 


[  »•/  »•,»] 


[r,  r„,] 
lrSr,„] 
[r,  r,„] 


Q,  ■ 
©?- 


°"  ^    [r,  r  J  Q"' 


5) 


6) 


in  welchen  Relationen  zur  Abkürzung: 

0,  =  Jt,  {sin  (L,  —  JT)  sin/ —  B,  arc  i^cos/} 
0,,  =  B„  {sin  (L,,  —  JT)  sin/ —  B„  arc  i^cos/} 
0,„  =  i2,„  {sin  (L,„  —  JT)  sin  /  —  B„,  arc  i "  cos  /} 
0?  =  R,  {sin  (L,  —  JT°j  sin/°  —  B,  arc  i"cos/°) 
0,?  =  i?«  {sin (A?  —  JT°)  sin/«  —  5,?  arc  i"cos/«} 
0O  =  ü,^{sin  {L„,  —  JT«)  sin/«  —  B,„  arc  i"co8/^} 

(^,  =  sin/?,co8/ —  sin  (i,  —  JT)  cos/?,sin/ 

(^,^  =  sin  [X,„  —  JT)  cos  ß„,  sin  /  —  sin  ß,,,  cos  / 

(f  ?=  8in/?,cos/«  —  sin  (l,  —  JT«)  cos/?,sin/« 

(;f  «=  sin  (X,„  —  IP)  cos/?,,, sin/«  —  sin/?,,, cos/« 

gesetzt  wurde.  Ermittelt  man  aus  den  Gleichungen  5)  einmal  q,  ,  das  andremal  q„ 
so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  geocentrischen  Distanzen  die  Gleichungen: 


Q'  = 


[rSr„,]   0?   _  [r,  r„,]  ^    ,     0?,  _  In.^..]  3__  _^  [r,  r,„]   0„   _  0,^, 


0, 

[r„r,„]<^,         [r„«r,„]<f<> 
[r,  r„l  <f„        [r,  r»]  ,f  ,?, 

[n  »•,«]  e,.  ,    [»•,  »•«)  0.«       0?    ,    [r,  r,„]  ®» 
[r„  r,„]  dT,  "^  lr„  r,„]  ^,        ^?    '    (r,?r,„l  ^» 

[r,?r,„l<f» 

[r„  r,„]  ^, 


[r.  r°]  ,r»' 


7) 


Die  für  die  geocentrischen  Distanzen  erhaltenen  Ausdrücke  lehren  sofort,  mit 
welcher  Genauigkeit  die  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen  substituirt  werden  müssen, 
um  eine  hinreichende  Convergenz  zu  gewähren.  Denkt  man  sich  die  Symbole 
cf'o  (f^ttn  (f^?t  (f'Z  ^ach  Potenzen  der  Zwischenzeiten  entwickelt,  so  werden  sich 
für  dieselben  Reihen  von  der  Form: 


<f>  = 


a  (t,„  —  ß  %„?■  4- 
a  (r,   +  /»  T,2   + 


•), 


aufstellen  lassen.  Die  Berechtigung  dieser  Formen  leitet  man  leicht  aus  dem  Um- 
stände ab,  dass  die  ersten  beiden  Symbole  die  Sinus  der  sphärischen  Perpendikel 
aus  den  äusseren  Beobachtimgen  auf  den  durch  die, zweite,  die  letzteren  beiden 
Symbole  aber  die  Sinus  der  Perpendikel  von  denselben  Punkten  auf  den  durch 
die  dritte  Beobachtung  gelegten  grössten  Kreis  darstellen;  es  ist  sonach: 


Digitized  by 


Google 


4i.6     

Der  Nenner  des  ersten  Ausdruckes  in  7)  wird  demnach,  wenn  man  überdies  für 
die  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen  die  Reihen  nach  22)  (pag.  100)  substituirt, 
und  die  mit  den  Quadraten  von  t  multiplicirten  Glieder  fortlässt : 

ß°  und  ß  werden  im  Allgemeinen  nuUter  Ordnung,  ihr  Unterschied  wird  jedoch  offen- 
bar von  der  Ordnung  der  Zwischenzeit  sein ;  denn  denkt  man  sich  für  einen  Augen- 
blick die  beiden  mittleren  Beobachtungen  der  Zeit  nach  unendlich  nahe  liegend, 
so  wird  nothwendig  ß^  =  ß.  Man  kann  somit  die  Behauptung  aufstellen,  dass  das 
Anfangsglied  der  Entwicklung  im  Nenner  mindestens  zweiter  Ordnung  in  Bezug 
auf  die  Zwischenzeiten  sei,  obwohl  dasselbe  für  die  kleinen  Planeten  wesentlich 
grösser  sein  wird,  als  die  übrigen  oben  vernachlässigten  Gliederx zweiter  Ordnung, 
welche  mit  den  negativen  dritten  Potenzen  der  ßadienvectoren  verbunden  erscheinen. 
Ein  ganz  ähnliches  Resultat  würde  erhalten  werden,  wenn  man  den  Nenner  des 
zweiten  Ausdruckes  in  7)  in  derselben  Weise  behandeln  würde.  Die  Glieder  im 
Zähler  beider  Ausdrücke  in  7)  stellen  selbst  gebrochene  Functionen  dar,  in  deren 
Nenner  stets  (^-Symbole  auftreten,  welche  nothwendig  erster  Ordnung  sind:  soll 
daher  durch  die  zu  entwickelnde  Methode  eine  theoretisch  genügende  Conver^eiiz 
erreicht  werden,  so  müssen  in  den  Verhältnissen  der  Dreiecksflächen  die  Glieder 
dritter  Ordnung  mitgenommen  werden.  Es  ist  sonach  unter  sonst  gleichen  Vm- 
ständen  die  Convergenz  der  Methode  der  Balmbestimmung  aus  vier  Orten  um  eine 
Ordnung  geringer,  als  bei  jener  aus  drei  Orten.  Diese  Behauptung  steht  schein- 
bar im  Widerspruch  mit  der  Thatsache,  dass  Gauss'  Methode,  die  doch  nur  Glie- 
der zweiter  Ordnung  in  den  Verhältnissen  der  Dreiecksflächen  mitnimmt,  zum  Ziele 
führt;  man  darf  aber  hierbei  nicht  vergessen,  dass  Gauss  selbst  vorerst  als  Er- 
fordernis seiner  Methode  hinstellt ,  die  Excentricität  der  Balyi  sei  eine  massige 
(si  modo  distantiae  a  sole  non  nimis  inaequales  fuerint,  cap.  166  der  theoria  motus). 

Nun  sind  die   Glieder   dritter  Ordnung   in   den  Verhältnissen   der  Dreiecksflächen 

dr  ...  . 

mit  dem  Factor  ^  multiplicirt ,  somit  von  der  Ordnung  der  Excentricität,  ver- 
schwinden also  für  die  Kreisbahnen  und  werden  in  der  Anwendung  auf  kleine 
Planeten  numerisch  sehr  klein ;  überdies  nimmt  Gauss,  wie  bekannt,  die  mittleren 
Beobachtungen  als  vollständig  an,  und  räumt  dadurch  den  vernachlässigten  Gliedern 
dritter  Ordnung  nur  einen  sehr  geringen  Einfluss  ein,  der  bei  Gleichheit  der 
Zwischenzeiten  völlig  verschwindet;  weiter  wird  der  Umstand,  dass  die  Planeten- 
bahnbestimmungen sich  wohl  meist  auf  Beobachtungen  in  der  Nähe  der  Opposition 
gründen,  bedingen,  dass  dann  die  O- Symbole,  wenn  man,  wie  dies  Gauss  thut 
nur  die  vier  Längen  und  die  mittleren  Breiten  vollständig  darstellt^  als  Grössen  erster 
Ordnung  betrachtet  werden  dürfen,  in  welchem  Falle  die  Mitn^ihme  der,  Glieder 
zweiter  Qrdnung  in  den  Verhältnissen  der  Dreiecksflächen  zur  Erlangung  einer 
genügenden  Convergenz  vollständig  ausreicht.  Man  kann  daher  die  Behiiuptung 
aufstellen,  dass  das  Gauss^sche  Verfahren  der  Bahnbestimmimg  aus  vier  Orten, 
auf  kleine  Planeten  angewendet,    unter  allen   Umständen  eine  rasche   Convergem 
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erzielen  wird;  die  Bestimmung  von  Kometenbahnen  jedoch,  bezüglich  welcher  die 
hier  erwähnten,  die  Convergenz  begünstigenden  Umstände  meist  völlig  fehlen  werden, 
wird  diese  vom  theoretischen  Standpunkte  bisweilen  geradezu  in  Frage  gestellt  sein. 

Da  demgemäss,  wie  bereits  oben  bemerkt  wurde,  die  Convergenz  der  Bahn- 
bestimmung aus  vier  Orten  im  Vergleiche  zu  jener  aus  drei  Orten  um  eine  Ordnung 
geringer  ist,  so  wird  man  bestrebt  sein  müssen,  diese  Convergenz  zu  verstärken; 
soll  nun  auf  die  der  Sicherheit  der  Bahnbestimmung  forderliche ,  vollständige  Dar- 
stellung der  äusseren  Beobachtungen  nicht  verzichtet  werden,  so  bietet  sich  kein 
anderes  Hilfsmittel  dar,  als  in  den  Reihen  für  die  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen 
weitere  Glieder  mitzunehmen.  Die  vollständige  Entwicklimg  der  Glieder  vierter 
Ordnung  würde  die  Rechnung  sehr  weitläufig  gestalten;  man  wird  aber  dieselben 
bei  Planetenbahnen  der  Hauptsache  nach  berücksichtigen,  wenn  man  nur  diejenigen 
mitnimmt;  welche  die  Excentricität  als  Factor  nicht  enthalten.  Zu  der  Anwen- 
dung auf  Kometenbahnen  wird  diese  Annäherung  allerdings  nicht  genügen,  doch 
wird  hier  der  Umstand,  dass  man  die  aus  den  parabolischen  Elementen  resultiren- 
den  Glieder  höherer  Ordnung  als  Näherungen  betrachten  kann,  das  Ziel  rasch  und 
sicher  erreichen  lassen;  übrigens  darf  man  nicht  vergessen,  dass  die  Mitnahme 
der  Glieder  vierter  Ordnung  nicht  geboten  ist,  und  dass  man  mit  den  Gliedern 
dritter  Ordnung,  welche  die  hier  in  Vorschlag  gebrachte  Methode  streng  berück- 
sichtigt, ausreicht. 

Die  bisherigen  Betrachtungen  geben  aber  auch  die  Richtschnur,  nach  welcher 
die  Gleichungen  für  die  Bestimmung  der  geocentrischen  Distanzen  verwerthet  wer- 
den können ;  bestimmt  man  nämlich  aus  jeder  der  Gleichungen  5)  die  Grösse  q„,  ,  so 
erhält  man : 


ß     [rn  r„,]  ^, [r,  r„,]    0„  Q^        [r„  r,„]  jf^ 


0   -E^ 


i^n?j 


8) 


in  welchen  Ausdrücken  die  Nenner  der  einzelnen  Coefficienten  nur  Grössen  erster 
Ordnung  enthalten;  es  lässt  sich  daher  die  Relation  zwischen  q,„  und  q,  im  Allge- 
meinen um  zwei  Ordnungen  genauer  bestimmen  als  die  geocentrische  Distanz  selbst, 
weshalb  man  gut  thun  wird,  den  Gleichungen  eine  solche  Gestalt  zu  geben,  dass 
diese  verhältnismässig  genau  zu  bestimmende  Relation  benützt  wird. 

Den  Gleichungen   8)  kann  mit  Benützung  der  Ausdrücke    25)  (pag.   loi)  die 
folgende  Form  ertheilt  werden: 


^fft  (jff/  ^itt  <j  tu  (jin  ^1 


_|_|J'.    Ql^., 


(r,  +  r,„)3 

O/W      I       "h    <Jt    Q       I 
(Jitt 

^fi     tIStt    \  «.  -1-  J?^    ^'^ 

<j  m  9  •/«  (J  t 


u  ttt  *m  u   m  f  *nt  u  ttt 

^      _     ^.1    0,**  _    ^.r  0^     ,       0,7,    JL.lL£Ln 

'^in      <J  itt  '■fn  <J  tn              <j  ti'             '/f     U   ttt 

+    fj°     0/  lifo'               ^ff      07     lifo"   l   «.  _L_    ^'       <J  ^      U^O'-r/i  • 


9) 


Oppolzer,   Bfthnbettimmangen.   I.   2.  Auflage. 
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setzt  man  abkürzend: 


a  = 


d 


e  = 


.  h  (ff 

T      ^  '"  ^ 

*tit  (J  ttt 


„  —  ^>°  Q>'  »o  Q?  I    o% 

R    —   ^'  Qy  i|/o'  __     "^n  0r>     mo" 

ro  —    -o  j^o  *m              -.0  ^o     *m 

*in  (J  tti  *fft  u  ni 

*ftf  u  m 


ja *»    ^J^  WO' 


.0) 


80  'wird: 


e«  =  «o  +  /?o*  +  (^o  +  «O«)?'» 


und  die  Subtraction  und  Addition  dieser  beiden  Gleichungen  ei^bt:     , 


II) 


a,  OTo,  d  und  J^  sind  Constanten,  so  lange  nichts  an  den  Zwischenzeiten  geändert 
wird ;  ß^  ß^,  e  und  e^  werden  aber,  da  die  ¥^-Symbole  von  den  Gliedern  dritter  und 
höherer  Ordnung  beeinflusst  werden,  variabel  sein.  Es  sollen  nun  jene  Näherungen 
für  die  V-Symbole  eingeführt  werden,  welche  aus  den  Zwischenzeiten  und  den 
Radienvectoren  r,  und  r„,  erhalten  werden  können.  Vorerst  werden  jene  Trans- 
formationen vorgenommen  werden,  welche  sich  für  die  Anwendung  der  Formeln  auf 
Planetenbahnen  empfehlen,  wobei  den  oben  gemachten  Bemerkungen  gemäss,  die 
von  der  Excentricität  unabhängigen  Glieder  vierter  Ordnung  berücksichtigt  werden 
sollen. 

Die  Gleichungen   18)  (pag.  99)  ergeben,   wenn  man  eine  Kreisbahn  voraus- 
setzt (^'  =  o,  ^'  =  o)  ,   mit  Rücksicht  auf  16)   (pag.  98) : 


[r,  rj  =  T,,l^{i  _  t  ^'  +  ,4^  !^*  _ 
[r„r„,]  =  T,  Vp  {i  —  l  ^^  +  j\jf  ^^{  — 
[r,  r.,]  =  T„  V^  { I  -  i  ^^  +  3  i^  ^  - 


I-. 


setzt  man  noch: 


so  sind  die  in  Betracht  kommenden  Glieder  vierter  Ordnung: 


[r, 

r„] 

[r, 

r,,,] 

"  [r, 

r„] 

[r,? 

r,„] 
<1 

[r, 

r,.,] 

''[»-, 

r,?] 

1^ 


•») 
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es  kann  somit  geschrieben  werden: 


fm  =  li,"  +  4-^y  +  [-h^J  +  iV^-")  /»"'"«  +  Y«!' 


/^r  +  4-^*y  +  (Ac>  4-  ^(^s:')(^s:'x  +  y?:, 


•PS" 


13) 


in  welchen  Ausdrücken  zur  Abkürzung: 


y  = 


rm—r, 


r,,,  +  r,  ' 


14) 


gesetzt  wurde;  die  y- Symbole  stellen  die  Reste  der  Reihen  dar  und  können,  sobald 
nach  Abschluss  der  betreffenden  Hypothese  die  verschiedenen  ij  bekannt  sind,  mit- 
telst der  Formeln: 


^    r {Vm  —  1)  —  [y,  —  1) 

TJ,X 

^    ff iVn,  —  I)  —  [V,,—  l) 

«.  —  ')  —J^f-  i) 


—  ^„/  —  ^T,T„,y  —  (t^T,„2-j-  ^  ^,,/)  ^,/  ^ 


yO"_ 


4Trx, 


o    02 


■3) 


berechnet  und  zur  Bildung  der  folgenden  Hypothese  verwendet  werden ;  hierbei  sind 
für  X  und  y  die  Werthe  der  eben  beendeten  Hypothese,  die  zur  Ermittlung  der  ver- 
schiedenen Werthe  rj  geführt  haben,  zu  verwenden ;  in  der  ersten  Hypothese  wird 
man  die  y-Grössen,  wenn  für  dieselben  sonst  keine  Näherungen  bekannt  sind,  der 
Null  gleich  annehmen. 

Setzt  man  daher: 


/  =  a  —  «o 

,       III 

//  =  <J„-  ö 

,       IV 

f"  =  i(«  +  «0) 

,        VI 

'II=m+d) 

,    VIII 

i  Gleichungen  11 

)  (pag-  41 

Q.  = 

I+IIIx 
II+IVx 

16) 


ß,„=  V+VIx-\-{VII+VIII 


'^)q>  .  I 


17) 


so  werden  die  in  i6]  eingeführten  Symbole  die  folgende  Bedeutung  haben: 


a 
3 


* «     um 


*w    ü  ftr  u  m 
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/?<')  =  X,  -   x° 

/?(2)  =  V,—   V° 

ßW  =  7t,  —  Tt," 

ß(*)=  (p,-(p° 

wobei  die  Grössen: 


5(1)  = 


<^, 


X,  = 

^.  = 

4  r.^  ^  —  4r,T„,^ 

(J  nf                         (j  ttf 

TT    = 

7 

lh^"'^^''"'+^<^^-^ 

/r?= 

(7,= 

Tf    Cf  f           r 

V,= 

er  w 

X'  = 

•  W  (J    f/f 

(p,= 

'^nt  <J  f/f                   *///  Cj  /// 

ix},= 

^'    cTf           ' 
''Hl  u  tn 

£<')=!(  (7,0+  <;,) 

^(2)  =  |(v°  4-  t/,) 


'■fii  (J  in  '/f/  Cj  ffr 

I/O .yO^Q/    ^T^x-O^^ 

-rl^'""'"(A^"''+A'^"'") 

*///  cj  /// 

*nf  u  in 

"'    tO   ^o  t*lff 

*f//  cj  /ff 


\   i8b. 


i;,"=  4T, 


(Jin 


'/ff  CJ    fff 
O !!L_OiL  vO' V  ®"  vO" 

'r'  T®  Jfo  /fff        *o  ^o  //// 

'■ni  <J  ///  *fff  Cj  in 

^f    ^o   Jto  itif  1 

*  ///  (J  in 

abkürziingsweise  eingeführt  sind. 

In  der  Anwendung  auf  Kometenbahnen  werden  die  vorstehenden  Formeln 
einige  geringe  Modificationen  erfahren,  indem  man  nämlich  die  Grössen  ß^^,  e'^, 
^(3)^  j5(3)^  femer  in  den  Formehi  13)  (pag.  419)  die  dritten  Glieder  rechts  vom  Gleich- 
heitszeichen, und  in  den  Formeln  15)  (pag.  419)  die  vierten  Glieder  der  Null  gleich- 
zusetzen und  in  der  ersten  Hypothese  sofort  y-Werthe  nach  15)  einzuführen  hat,  die 
den  stets  vorhandenen  parabolischen  Elementen  entlehnt  werden  können.  Es  dürfte 
überflüssig  sein,  hier  eine  Zusammenstellung  der  diesbezüglichen  Formeln  vorzu- 
nehmen ,  da  dieselben  im  Anhang  Aufiiahme  gefunden  haben. 

2.  Bestimmaog  dbr  geocentrischen  Distanzen. 

Die  im  vorangehenden  Kapitel  aufgestellten  Gleichungen  zwischen  q,  und  Qm 
einerseits  und  x ,  y  andrerseits ,  welch  letztere  Grössen  einfache  Functionen  von  r, 
und  r,„  darstellen,  werden  in  Verbindung  mit  der  durch  die  äusseren  Beobachtungen 
gegebenen  Belation  zwischen  denselben  Grössen  eine  versuchsweise  Bestinunung  der 
Unbekannten  q,  und  q„,  ermöglichen.  Im  Allgemeinen  wird  es  sich  bei  der  Bestim- 
mung einer  Planetenbahn  empfehlen,    x  und  y  als  Unbekannte  anzusehen  und  im 
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ersten  Versuche,  wenn  sonst  keine  Näherungen  bekannt  sind,  ic  =  o«oi,  y  =  6 
zu  setzen;  hat  man  einmal  bestimmte  Annahmen  über  diese  beiden  Unbekannten 
gemacht,  so  wird  die  Durchrechnung  nach  den  Formehi  i6)  und  17)  (pag.  419)  zu- 
gehörige Werthe  von  q,  und  q,„  ergeben,  aus  welchen  (vergl.  31)  pag.  360)  mit  Be- 
nützung der  folgenden  Hilfswerthe: 

cos  ijj,  =  cos  ß,  cos  (l,  —  L,)     ,  cos  !//„,=  cos  ß„,  cos  [lf„ —  L„,) 

sin  ip,  cos  P,  =  cos  ß,  sin  {X,  —  L,)     ,  sin  tp,„  cos  P„,  =  cos  ß,,,  sin  (l„, —  L„,) 

sin  ijj,  sin  P,  =  sin  ß,  —  cos  i//,  B,  arc  i",  sin  iIj„,  sin  P„,=  sin  ß„r-  cos i/^^^JJ^^arci" 
N,  =  jB,  cos  tp,                   ,  iV;,=  jB,„co8  tp,„ 

D,  =  i2,sini//,  ,  D,„=  B„,Bm  ip„, , 


I) 


leicht  die  Radienvectoren  r,  und  r,„  nach : 


tg<^'  =  ^-^ 


sinO, 


cos  ö,    ' 


'^'"  sine,,,     ""cosö,,' 


2a) 


berechnet  werden  können.    Dieselben  fuhren  vermöge  der  Relationen : 


(r„,-|-  r,)3 


r„,—  r, 


2b) 


auf  durch  x^  und  y^  zu  bezeichnende  End werthe,  welche  mit  den  Anfangswerthen  z^ 
und  y^  nur  dann  stimmen  werden ,  wenn  für  die  letzteren  Grössen  die  richtigen  An- 
nahmen gemacht  wurden ;  die  im  Allgemeinen  auftretenden  Unterschiede  wird  man 
zur  Einführung  wesentlicher  Verbesserungen  der  Anfangswerthe  benützen,  welche 
Verbesserungen  nach  den  in  10)  (pag.  371)  angegebenen  Formeln  vorzunehmen  sind. 
Die  in  dem  vorliegenden  Fall  anzuwendenden  Werthe  für  a,,  a,,,,  ß,  und  ßf„  ergeben 
sich  leicht  aus  der  Differentiation  der  Gleichungen  16)  und  17)  (pag.  419);  man  findet 
nämlich,  wenn  man  die  mit  x^  multiplicirten  Glieder  vernachlässigt: 


öf, 


/?.  = 


am  = 


d^  _  III -IVq, 
dx  ~    II+IVx 

dy    "~    11^  IVx 
^'  =   VI+  VIIIq,  +  [VII  +  VIII  x]a, 


3) 


ß„,=    ^^^  =    (5(2)4-  £(2)^,)^  +  [VII+VIIIx]ß., 

welche  Coefficienten  in  10)  pag.  371)  eingesetzt,  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Un- 
bekannten ergeben,  deren  Auflösung  sofort  die  Verbesserungen  für  die  ersten  An- 
nahmen über  X  und  y  mit  um  so  grösserer  Annäherung  finden  lässt,  je  mehr  die 
hierbei  vorausgesetzten  linearen  Verhältnisse  zutreffen.  Die  Berechnung  der  Aus- 
drücke in  3)  gestaltet  sich  thatsächlich  sehr  einfach,  weil  die  daselbst  auftretenden 
Coefficienten  schon  im  Verlaufe  des  vorangehenden  Versuches  erlangt  wurden.  Ist 
der  heliocentrische  Bogen  sehr  massig,  so  wird  man  bei  der  Bestimmung  von  Pla- 
netenbahnen, ähnlich  wie  dies  bei  der  Methode  aus  drei  Orten  geschehen  ist  [vergl.  12) 
P^-  37 1])    ^6  Formeln  in  der  folgenden,  wesentlich  einfacheren  Gestalt  anwenden 
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dürfen: 


^1 

^2 


log  ^e— log  a:^ 
sMod. 


^  ißMnd,  +  /?,,,8inö,,,)  (y^—  y^) 


log(---  sMod.)  =  0^11491, 


4a) 


woraus  sich  mit  einer  in  den  Betracht  kommenden  Fällen  genügenden  Annäherung 
ergibt ': 


-^  (a,  sin  e,  +  a„,  sin  &,„)      \    4b) 


hierbei  wird  zu  setzen  sein 

a,  = 


III—  IVq, 
Il-hlVx 

II  -h  IVx  }  4c) 

a„,=  VI+  VIIIq,+  {VII  +  Vnix)a, 

ß„,  =  5 W  +  £(2)^,  +  (VII  +  VIII x)ß, , 

in  welchen  Formehi  die  Grössen  ß,  und  ß„f  gegen  die  in  3)  enthaltenen  Ausdrücke 
eine  etwas  abgeänderte  Bedeutung  erhalten.  Indessen  wird  bei  der  Methode  der 
Bahnbestimmung  aus  vier  Orten,  in  welcher  die  Glieder  dritter  Ordnung  massgebend 
sind,  die  Verbindung  der  Formeln  3)  (pag.  421)  mit  jenen  in  10)  (pag.  371)  den  Vor- 
zug verdienen,  weil  dadurch  die  Bestimmung  der  beiden  Unbekannten  in  wesent- 
lich genauerer  Weise  möglich  wird. 

Will  man  die  oben  entwickelten  Methoden  auf  die  Bestimmung  einer  Kometen- 
bahn anwenden,  so  wird  man  die  Auflösung  der  Gleichungen  mit  Vortheil  in  ver- 
änderter Gestalt  vornehmen.  Es  wird  sich  nämlich  in  diesen  Fällen  empfehlen,  als 
Unbekannte  q,  und  y  in  das  Problem  einzuführen  und  hierbei,  wenn  sonst  keine 
Näherungen  für  diese  Unbekannten  vorhanden  sind,  im  ersten  Versuche  jene  Werthe 
anzunehmen,  welche  aus  den  parabolischen  Elementen  gefunden  wurden.  Die  erste 
Gleichung  in  17)  (pag.  419)  kann  geschrieben  werden: 


_     IIq,—  I 
^  ~  III— IVq,  ' 


5) 


woraus,  sobald  über  q,  und  y  bestimmte  Annahmen  gemacht  sind,  ein  Werth  für  x 
resultirt,  der  in  der  zweiten  Gleichung  in  1 7)  den  zugehörigen  Werth  von  ^^  ergibt. 
Bezeichnet  man  den  so  erhaltenen  Werth  von  x  mit  x^  und  die  Annahme  über  y 
mit  i/a  >  ^o  wird  die  Durchrechnung  der  Formeln  2a)  und  2b)  Endwerthe  x^  und  y^ 
für  diese  Grössen  finden  lassen,  die  im  Allgemeinen  mit  den  Anfängswerthen  nicht 
stimmen ;  variirt  man  aber  in  entsprechendem  Mass  eirmial  q,  ,  das  andremal  y^ 
und  benützt  diese  variirten  Werthe  bei  zwei  weiteren  Versuchen,  so  werden  sämmt- 
liche  drei  Versuche  in  bekannter  Weise  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten 
liefern,  welch  letztere,  wofern  man  mit  den  linearen  Änderungen  ausreicht,  die 
Verbesserungen  der  ursprünglichen  Annahmen  für  die  Unbekannten  ei^ben,  min- 
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destens  aber  zu  neuen  Näherungen  fuhren,  die  in  ähnlicher  Weise  weiter  auBgenätet, 
bald  die  wahren  Werthe  der  Unbekannten  werden  erlangen  lassen. 

Hat  man  —  sei  es  für  eine  Planeten-  oder  Kometenbahn  —  durch  eine  der 
eben  auseinandergesetzten  Verfahrungsweisen  die  den  Gleichungen  entsprechenden 
Werthe  von  r,,  r,„j  q,  und  Q„f  gefunden,  und  hält  man  die  durch  die  vorgelegte 
Hypothese  erhaltene  Annäherung  fiir  ausreichend,  so  wird  man  in  bekannter  Weise 
aus  Q,  und  q„,  die  Elemente  ableiten;  glaubt  man  aber^  tun  hinreichende  Näherun- 
gen für  die  Elemente  zu  erhalten,  weitere  Hypothesen  bilden  zu  müssen,  so  be- 
rechnet man  zimächst  (vergl.  pag.  375  ff.)  die  für  alle  folgenden  Hypothesen  constanten 
Hilfiswinkel  nach: 

t(?sinTr=sin|(L,„— i,)sini(P^,+  P,)   ,  hsinH=sia\{L,„— L,)co8\(P,„+ P,) 
wco8W=cos{{L„,—  L,)Hia\(P^r-P,)   ,hcoßH=coB^(L„,—  L,)coB{(P„,—  P,)\   6) 


dann  mit  Hilfe  der  aus  dem  letzten  Versuche  sich  ergebenden  Werthe  6,  und  d,„: 


sin/,2  =  tcHoB{W'  +  i(Ö,  +  ö^)p  +  hHm{H'  +  i(Ö,  —  Ö,.)P 


und  erhält  den  heliocentrischen  Bogen  2/^  zwischen  dem  ersten  und  letzten  Ort. 
Nun  berechnet  man  [vergl.   13)  pag.  419]: 


%n  —  lim'  +  4  «^r  r,„  y  +  [■^rnP'  +  -h^'*')  A^'"'^  +  7"' 

%:  =  ii„r  +  4^y  +  (A^..*  +  ■^fiJ)  fiJ'^  +  y.r 

'f'r  =  /^r  +  4^V  +  (A^»»  +  v-a/^s")  iura:  +  yr, 


8) 


in  welchen  Formeln  für  die  y-Symbole  jene  Werthe  zu  wählen  sind,  welche  in  der 
betreffenden  Hypothese  Verwendung  gefunden  haben,  also  nach  der  ersten  Hypo- 
these der  NuUwerth.  Femer  ist  hervorzuheben,  dass  die  mit  x  multiplicirten 
Glieder,  wenn  man  die  vorstehende  Methode  auf  die  Bestimmung  einer  Kometen- 
bahn anwendet,  weg&Uen  (vergl.  pag.  420).  Mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung 
der  V-Symbole  (vergl.  pag.   100)  wird  man: 


[r,  r,„] 


— —  ^ff  —  ^~~ 


j„  x+xv„r 


\.r,  r,„\ 


T,"      I  +  XVH,' 

t"  I 


I  +  X  ip;» " ' 


9) 


setzen  und  mit  diesen  n-Werthen  die  Grössen  r„^  /, ,  /,„,  r,^,  j^  und  f^,  nach: 

r„  sin  2f„,  =  r,„  n„  sin  2/,  ,       r°  sin  2  /?,  =  r„,  nf,  sin  2f„ 

T„ cos  2f„,  =  r,  /J  -h  T„,  n„ cos  2/,      ,       r«  cos  2/?,  =  r.n'' +  ^» J  cos  2/, 
r^sin2/,  =r,nBin2f„  ,       r,7sin2/°  =  r,«®sin2/,/  ^  lo) 

r„coB2f,  =  r,„n„  +  r,ncos2f„     ,       rffcoazf,^  =  r„,n^  +  r,n^coB2f„ 
Probe :  2f„  =  2/  +  2f„,  =  2 ff  +  2/S, 


<.. 
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ermitteln.  Die  Berechnung  der  Werthe  rj  [vergl.  26)  pag.  89]  wird  nach  den 
folgenden  Formeln  11)  geführt,  in  welchen  man  für  jede  der  fünf  in  Betracht 
kommenden  Combinationen  die  entsprechenden  Werthe  von  r^,  t,  f,  r  und  r'  zu 
substituiren  hat;  in  welcher  Weise  dies  geschieht,  zeigt  das  in  11)  vorangestellte 
Schema : 


statt:  J?  1  rj, 

Vm 

V," 

C 

v„ 

..      t  j     T, 

V 

h" 

< 

hf 

..    /      /, 

f... 

f," 

f.'!, 

f. 

..    r     r„ 

r, 

n? 

r, 

r, 

„  y   r,„ 

r„ 

r», 

rS 

r^ 

m  = 


iicosfVrr')^ 


tg(45°  +  H=f^     ,     /  =  -^-^y -^ 


h  = 


('?-0  =  ,-*  (»?  +  *) 


m         j 


II 


Nun  berechnet  man  nach  15)  (pag.  419)  neue  Werthe  für  die  y-Symbole,  welche 
in  den  Formeln  16)  und  17)  nur  die  Grössen  ///,  IV,  F/ und  VIII  verändern 
werden,  mit  diesen  sind  die  Gleichungen  17)  abermals  durch  Versuche  aufzulösen. 
Das  eben  erörterte  Verfahren  ist  solange  fortzusetzen,  bis  die  verschiedenen  n -Werthe 
der  Formeln  9)  von  Hypothese  zu  Hypothese  keine  Änderung  erfahren. 

Bei  ersten  Bahnbestimmungen  können  die  Beobachtungen  vor  Beginn  der 
Rechnung  nicht  für  Planetenaberration  corrigirt  werden,  da  zu  dieser  Bestimmung 
die  Kenntnis  der  geocentrischen  Distanzen  nöthig  ist.  Berücksichtigt  man  dieselbe 
im  Verlaufe  der  Rechnung  in  ähnlicher  Weise,  wie  dies  oben  (pag.  296)  bei  der 
ersten  Bestimmung  parabolischer  Elemente  geschehen  ist,  indem  man  sich  q  nach 
Potenzen  der  Zeit  entwickelt  denkt,  so  werden  die  aus  den  ersten  Potenzen  der 
Zeiten  entstehenden  Correctionen  in  dem  Verhältnisse  der  Zwischenzeiten  ver- 
schwinden, in  den  Gliedern  zweiter  Ordnung  wird  das  Product  derselben  in  die 
Aberration  auf  so  kleine  Correctionen  führen,  dass  deren  Einfluss  gegen  die  ander- 
weitigen Unsicherheiten  als  verschwindend  betrachtet  werden  darf;  man  wird  dem- 
nach, wenn  man  in  der  ersten  Bahnbestimmung  bei  der  ersten  Hypothese  stehen 
bleibt,  was  bei  der  hohen  Convei^enz  der  hier  in  Vorschlag  gebrachten  Methode 
wohl  meist  stattfinden  kann,  die  Aberrationszeit  nur  insoweit  berücksichtigen,  dass 
die  Beobachtungszeiten   der  ersten  und   letzten  Beobachtung  vor  der  Ableitung  der 

Elemente  um  die  Beträge:  

—  (7.76128)^, 


„} 


12) 


—  (7.76 128)  p,, 

corrigirt  werden;  hierbei  sind  die  angesetzten  Coefficienten  logarithmisch  zu  ver- 
stehen und  werden  die  Correctionen  in  Einheiten  des  mittleren  Sonnentages  erhal- 
ten. Bei  der  Darstellung  der  beiden  mittleren  Beobachtungen  wird  man  in  den 
vorliegenden  Fällen  für  q„  und  q^  mit  genügender  Genauigkeit: 

'■ff  ^ff         I 

(vergl.  32)  pag.  299]  annehmen  dürfen  und  danach  die  Beobachtungszeiten  ver- 
bessern, bevor  man  aus  den  Elementen  die  geocentrischen  Orte  ableitet. 
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Will  man  aber  auf  die  Zahlen  der  ersten  Hypothese  eine  zweite  aufbauen, 
80  wird  man  die  Zwischenzeiten  und  die  damit  im  Zusammenhange  stehenden  Coefß- 
cienten  wegen  der  Planetenaberration  verbessern  und  hierzu  die  Werthe  q„  und  q^, 
in  strengerer  Weise,  als  dies  nach  13)  geschieht,  ermitteln.  Man  berechnet  zunächst 
nach  der  bekannten  Formel  aus  q,  und  qn,  die  heliocentrischen  Coordinaten  [vergl. 
Anhang  III  11)],  aus  diesen  die  Elemente  t  und  Q  [Anhang  III  12}]  und  die 
Argumente  der  Breite  [Anhang  III  13)]  und  erhält  so  2^^,,  =  u,„  —  u„  welcher  Werth 
überdies  mit  dem  aus  7]  (pag.  423)  abgeleiteten  übereinstimmen  muss.  Die  For- 
meln 8),  9),  10}  (pag.  423)  werden  dann  2/),  2/*°,  2/^  und  2f^„  finden  lassen  und 
man  hat  die  Argumente  der  Breite  für  die  mittleren  Beobachtungen: 

u„=  u,+  2f,„  =  u,^  —2/1 

*    14) 


und  daraus  nach  den  bekannten  Formeln  zum  Übergang  vom  heliocentrischen  auf 
den  geocentrischen  Ort  mit  eventueller  Vernachlässigung  der  Sonnenbreite : 

q„ cos ß„ cos {X„—  Q)  =r„ cos m„-|-  R„  cos  [L,,  —  Q ) 
qf,co^ß„%m[Xf, —  Q)  =  r,,  sin  t^,,  cos«'  +  jB^sin(L„ —  Q) 
Q„9,mß„  =  r^,  sin  t«,;  sin« 
p,?  cos ß^,  cos (A°—  Q )  =  r°  cos u^,+  R?,  cos [Lf,—  Q ) 
Q^  cos ß^,  sin  {l^,—  Ö )  =  r,7  sin  w«  cos  i  +  R?,  sin  (X,?—  Q ) 
q^^miß^,  =  r°sinw,7sint. 

Aus  diesen  Formeln  wird,  wenn  man  die  erste  der  Gleichungen  einer  jeden  Gruppe 
beziehungsweise  mit  cos(A„ —  Ö)  und  cos(>l,7 —  ^),  die  zweite  mit  sin(A„ —  Q)  und 
sin(A,7 —  ö)  multiplicirt  und  addirt,  die  dritten  Gleichungen  aber  unverändert 
lässt,  leicht  abgeleitet: 

q„QO%ß„  =  r„{co^u„co^{X„ —  Q)  +  sin«,,  sin  (A„ —  Q)cosi}  +  R„cos{X„ —  L,) 
^^sin/?„  =  r,,sin«i,,sint 

^°co8/J«=  r°{co8ttOcos(A,?— Q)  +  sin<sin(A,?— Q)cos»}  +Ro^^[X^^^  L?,) 
^,?sin/?°=  r,7sintt?8inV. 

Diese  strengere  Berechnung  von  q„  und  q,f^  erscheint  ziemlich  verwickelt,  allein 
eines  grossen  Theiles  der  diesbezüglichen  Zahlen  bedarf  man  ohnedies  zur  Vor- 
bereitung für  die  folgende  Hypothese.  Im  Allgemeinen  und  besonders  bei  einer 
Planetenbahnbestimmung  wird  man  nicht  genöthigt  sein,  von  diesen  Formeln  Ge- 
brauch zu  machen,-  wenn  man  die  mittleren  Beobachtungen  als  vollständige  ansieht; 
diese  Voraussetzung  ist  zwar  auf  Grundlage  der  bisherigen  Entwicklungen  nicht 
völlig  zu  rechtfertigen,  da  die  mittleren  Beobachtungen  durchaus  als  unvollständig 
angesehen  wurden,  man  kann  sich  aber  über  dieses  Bedenken  hinwegsetzen  und 
rechnet  dann  zunächst: 

cjOQxfj,,  =  co8/J„co8{A„ —  L,!)  cos  e/^°  =  co8/?,7cos(X,7 —  A?) 

sin  1/;^ cos P,,  =  cos /9^ sin (A,, —  L,)        sin  1/1,7  cos /^  =  co%ßf,s\xi(l^, —  L^,)  )  it) 
sin  \pf,9\n  Pff  =  sin  ß„  .  sin  i//°  sin  PJ  =  sin  ß^,  ; 

Oppolzer,    Bahnbetilnimaiigeii.  I.   2.  Auflage.  54 
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da  nun  [vergl.  2)  pag.  291]  die  Relationen: 

r,?-  =   jB,,2  _  2  p„  R,^  cos  ß„  cos  [l„—  L„ )  +  q,} 
r°2  =   i202  _  2  qj,  Ä«  cos  /J«  cos  (A?—  i«)  +  p^ , 

bestehen,  so  hat  man  zur  Bestimmung  von  ^^  und  q^f^  schliesslich  die  Gleichungen: 

q„  —  R„  cos  !//„  ±  Vr^—  [R„  sinVvJ^      |  x 

e«  =  Ä,?  cos  V/«  ±  Vr°2-  (Ä«  sin  i/;,?)2      ) 

in  welchen  bei  der  Anwendung  auf  die  kleinen  Planeten  stets  nur  das  obere  Zeichen 
Geltung  haben  wird.'  Wie  man  sieht ,  leisten  die  Formeln  16)  und  17)  die  Be- 
stimmung von  p,,  und  ^ °  ^^  sehr  bequemer  Weise ,  wenn  sie  auch  vom  theoreti- 
schen Standpunkte  deshalb  nicht  völlig  gerechtfertigt  erscheinen  ,  da  zu  ihrer  Be- 
rechnung Zahlen  herangezogen  werden,  die  den  Grundlagen  der  Rechnung  fremd 
sind.  Allerdings  können  die  Formeln  unter  Umständen  unsichere  Resultate  geben, 
doch  würde  dies  nur  bei  Kometenbahnen  der  Fall  sein ,  bei  denen  man  kaum  je 
Veranlassung  haben  wird,  von  denselben  Gebrauch  zu  machen. 

Schliesslich  muss  darauf  aufmerksam  geniacht  werden,  dass  bisher  über  die 
Lage  der  grössten  Kreise,  welche  gleichsam  die  mittlem  Beobachtungen  ersetzen, 
keine  Bestimmung  getroffen  wurde.  In  dieser  Hinsicht  wird  auf  den  diesbezüg- 
lichen Abschnitt  des  Kometenproblems  (pag.  282  ff.)  verwiesen ,  wonach  zur  Be- 
stimmung der  Lage  des  grössten  Kreises  die  Gleichungen: 


tg/  sin(A,,  —  il)   =tg/J^ 

tg/cos(x.  -ii)  =);E-}l 

tgJ«sin(/o-iT«)=  tg/?« 
tg/°cos(A,?-iT°)=  )^, 


18) 


herangezogen  werden  können,  welche  wohl  meist  eine  ausreichende  Annäherung 
ergeben  werden.  Bei  den  kleinen  Planeten  jedoch  wird  man  von  diesen  Formeb 
keinen  Gebrauch  machen;  denn  bei  der  relativ  geringen  Neigung  der  Planeten- 
bahnen wird  in  den  in  Betracht  kommenden  Fällen  die  geocentrische  Bewegung  in 
Länge  gegen  jene  in  Breite  meist  so  überwiegend  sein,  dass  man  ohne  wesentliche 
Beeinträchtigung  der  Genauigkeit  (/?,  —  /?,„)  :  (A„, —  i,)  der  Null  gleich  setzen  darfj 

wodurch  man : 

/=  90° 


erhält  und  die  Formeln  6)  (pag.  415)  sehr  vereinfacht  werden.  Die  im  Anhange 
für  die  Berechnung  einer  Planetenbahn  aus  vier  Orten  aufgenommenen  Formeln 
nehmen  auf  die  durch  Gleichung  19)  bewirkte  Vereinfachung  Rücksicht,  während 
die  für  die  Kometenbahnbestimmung  geltende  Zusammenstellung  die  Gleichungen  18^ 
für  die  Bestimmung  der  Lage  der  grössten  Kreise  heranzieht. 


Digitized  by 


Google 


app.  «. 

app.  (f. 

12^    1*^40*85 

-  I«  52'  44"8 

11   47    26.37 

—  0    28   31.7 

II  35    15-54 

+  0   48    19-1 

II   28    58-93 

+  I    32   24-7 
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3.  Beispiele. 

Als  Beispiel  der  ersten  Bahnbestimmung  eines  kleinen  Planeten  aus  vier 
Beobachtungen    sollen    die    folgenden    Beobachtungen    des   Planeten  (m)    Angelina 

^^^^^  •  Beobachtgsort.      Ortsaeit. 

1861  März     7  Bonn     13^  7^34*3 

,,      24  Berlin     9  52    46-0 

April  10       ,,         9  22    16.0 

n      29       „       13     3    29.0 

Dieselben  wurden  absichtlich  einer  bereits  länger  verflossenen  Epoche  entlehnt,  um 
an  denselben  den  Vorgang  zu  erläutern,  den  man  bei  der  Benützung  älterer  Jahr- 
gänge des  Berliner  astronomischen  Jahrbuches  rücksichtlich  der  B^duction  der 
Beobachtungen  und  der  Bestimmung  der  Sonnencoordinaten  mit  Vortheil  befolgen 
kann ;  die  Zwischenzeit  (53  Tage)  wurde  hauptsächlich  aus  dem  Grunde  wesentlich 
grösser  gewählt,  als  dies  sonst  bei  ersten  Bahnbestimmungen  vorkommt,  um  die 
hohe  Convergenz  der  hier  in  Vorschlag  gebrachten  Methode  darzuthun  und  den 
Beweis  zu  liefern,  dass  äian  bei  solchen  Rechnungen  wohl  stets  mit  der  ersten 
Hypothese  ausreichen  wird. 

Mit  der  Längendifferenz  Bonn  25^11*6  West,  von  Berlin  wurde  die  Zeit  der 
ersten  Beobachtung  auf  den  Berliner  Meridian  übertragen ,  hierauf  wurden  die  Zeit- 
angaben in  Decimaltheile  des  Tages  verwandelt  und  für  die  so  erhaltenen  Berliner 
Zeiten  dem  Berliner  Jahrbuche  1861  die  wahren  Längen,  Breiten  und  Entfernungen 
der  Soime,  femer  die  Nutation  und  wahre  Schiefe  entlehnt  und  erhalten: 

Berl.  Zeit.         wahre  Sonnenlänge,  w.  Breite.  log  R.  '  Nut.        wahre  Schiefe. 

1861   März    7-564420     347^28'  9"98     -{-o"o6     9-9970450     + 16"75    23^27' 29"5o 

,,     24-411644        4  1326-66     — 0-41 

April  10390463       205642-76     -1-0-65 

„     29-544086       39  37    0-12     +0-15 

Um  die  allgemeine  Präcession  zwischen  dem  Jahresanfänge  und  dem  Beobachtimgs- 
datum  und  die  Präcession  in  Breite  für  die  Sonnenorte  zu  ermitteln,  wurde  die 
Tafel  X  benützt,  welche  ergab: 


9.9990706    +16-13 

29-40 

o-ooi  2151     +  15-55 

29-11 

0.0034354   4-15-23 

28-63. 

Tafel  X. 

Aigum.  I 

Pt»c. 

Red.  d.  B. 

I. 

96-030 

+    9"i7 

—  o"oi 

2. 

0.644 

+  11-49 

+  0.02 

3- 

5292 

+  13-82 

+  0.06 

4- 

10-536 

+  16.46 

+  0.11; 

die  auf  das  mittl.  Äquin.  186 10  bezogenen  Sonnenlängen  und  Breiten  sind  somit: 

1.  347^27'  44"o6         +o"o7 

2.  4    12   5904        —0-43 

3.  20   56   13.39         +0.59 

4.  39   36  28.43         +0-04. 
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Mit  der  entsprechenden  wahren  Schiefe  wurden  nun  die  scheinbaren  Orte  des 
Planeten  nach  Anhang  I.  4)  in  scheinbare  Längen  und  Breiten  umgesetzt: 

1.  181°    8'    i"i  —  i°33'23"4 

2.  177    18   29*0  —  I    41     8«8 

3.  174     o   12. 1  —  I    43     7.4 

4.  172    16   15.5  —  I    39  49.8, 

sodann,  um  diese  Coordinaten  auf  das  mittl.  Äquin.  i86i'0  zu  beziehen  (Jahie»- 
anfang:  — 0*09  Januar),  die  Formehi  i)  (pag.  247)  in  Anwendung  gezogen,  nach 
welchen  sich  fand: 


I. 

2. 

3. 

4. 

Aberration 

-  i9"9i 

—  o-o6 

—  2o"34 

—  0.08 

—  i8"27 

—  OIO 

-  i3''89 

O-II 

—  Nutation 

—  16.75 

—  16.13 

—  15-55 

—  15-23 

—  Präcess. 

—    9-17 

—  11.49 

—  13-82 

—  16.46 

^A 

—  45-89 

—  48-04 

—  47-74 

—  45.69 

Aberration  i 

—  013 

—  O-OI 

+  0.07 

—  O-Ol 

+  0.28 

—  O-OI 

-f-0.44 

—  O-OI 

Pracession 

-f-  001 

+  O-OI 

000 

O-OO 

Jß  — 013  +0.07  -f-o-27  +0.43. 

Zur  Elimination  der   Parallaxe  und   der   Sonnenbreiten  wurde  der  locus  fictus  ein- 
geführt;   die  Hauptmomente  des  bezüglichen  Verfahrens  sind: 

I.  2.  3.  4. 


¥ 

5o«32'5       52^19'! 

52°. 9' I 

52°i9'i 

log  7th 

0.9459         0.9459 

0.9459 

0-9459 

e 

i82*^35'9     i50°3o'i 

i59°36'7 

233°47'7 

i 

156     7.9     131  58.8 

138  i8-8 

200  49.7 

sin  b 

9-8571         9.7827 

9-8070 

9.9649 

cos  b 

9-8415         9.9006 

9-8849 

9.5870 

JL 

+  53"79     —  29"27 

-i'22"35  - 

-3'24"7i 

JlogR 

-h  4891       +  4206 

+  3"8 

+  4017  (Einheiten  d.  7.Dec. 

dt 

-6            -5 

—  5 

—  8  (Einheiten  d.  6.  Dec) 

Als  Grundlagen  der 

Rechnung  haben  sonach  zu  gelten: 

t 

;t 

ß 

L 

logÄ 

1861  März   7.564  41 

4       181°  7'i5"2     — 

i^ss'^s-s 

347°28'37"8 

9-997  534 

,,     24.411  639       177   17  410    — 

I  41     8-7 

4   12  29-8 

9.999  491 

April  10*390458       173  59  24.4     — 

I  43     7-1 

20  54  51.0 

o.ooi  538 

„     29.544078       172   15  29-8     — 

I  39  49-4 

39  33     3-7 

0-003  837. 

Die  nach  Anhang  IV  vorgenommene  Bahnbestimmuhg,  welche  die  beiden  mitt- 
leren Breiten  unberücksichtigt  lässt,  erscheint  hier  vollkommen  ausgeführt,  tun  daian 
die  zweckmässige  Anordnung  der  Rechnung  zu  veranschaulichen. 
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•  Nach  Anhang 

IV.  A.  i): 

Kft        Kt 

-3«49'34"2 

K-  K 

—  5       2    II-2 

8in(^,—  X,) 

8„824  3i8 

8in(i,„—  X,,) 

8n943  442 

<f. 

8„824  158 

(jm 

8„943  259 

L,—  l„ 

i70°io'56"8 

L„-  X„ 

186  54  488 

L„.-  K 

222   15   22-7 

sm(L,  —  X„) 

9-231  754 

8ai.(L„—  X„) 

9,080524 

sin  (//,„—  X„) 

9n827  659 

0, 

9- 229  288 

0k, 

9„o8ooi5 

a, 

9n83i  496 

Nach  Anhang  IV.  A. 

2): 

l,  —  L. 

i93°38'37"4 

C08(A.,  —  L,) 

9»987  568 

8in(A,  —  Z,) 

9„372  698 

n\mjj,cosP, 

9n372  538 

9n997  138 

%vatp,smP, 

8„433  981 

sm\p, 

9-375  400 

cos  \lf, 

9,987  408 

N. 

—  0-965  922 

logA 

9-372  934 

Nach  Anhang  IV.  A.  3): 

tm—  tn  +  36- 132  439 

tn—  t,    +  16.847  225 
tnr—t,    +  52.979  664 


^Og(t„,—  t„) 

log(t,—  t,) 
log(<w--  t,) 

^, 


1-557  897 

I'226  529 
1-724  109 

9-793  478 
9-462  110 
9.959  690 
9-586  956 
8-924  220 
9-9»9  380 


X^-K  ■ 

-  7°  7'  5o"8 

K^X^  ■ 

—  I  43  54-6 

8m(A°— ■  l,) 

9,093  892 

em(K„-  1°) 

8,480317 

^0 

9n093  732 

U   w 

8,480  134 

L.-X?, 

1 7  3°  29' 1 3-4 

L^-  i-?, 

206  55  26-6 

L,„-  1° 

225  33  39-3 

Bin(L,  -  K?,) 

9.054719 

8in(io-  K?,) 

91*655915 

8in(i,„— 1°) 

9,853  696 

0? 

9-052  253 

0? 

9n657  453 

OS 

9n857  533 

In,—  L,„ 

132°  42'  26"! 

C08(A„,—  L„) 

9n83i  39» 

sm(A,„—  L,„) 

9-866  186 

ein\ff,„coaP,„ 

9-866  003 

9-999  661 

8Ün^,„8inP,„ 

8,462  897 

sini^,,. 

9-866  342 

cmtf),,, 

9«83i  208 

N„, 

—  0-683  983 

\ogD„. 

9-870  179 

C—  t°  -\-  19-153  620 
i°—  t>   +  33  826  044 

log(C— <?)    1-282251 
log(<°— «,)    1-529252 


^? 

9-5»7  832 

^l 

9-764  833 

r-i 

9  035  664 

^S» 

9-529  666 
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Subt. 

log  ^;„ 


9'893  539 
9.480  495 

9n6o5  434 


Subt. 


o' 
tff 


9.832  109 

9n36i  775 
9.486714 


Subt. 

log^;;/ 


9-953  702 
9.873  082 
9n998o2i 


Subt. 


o" 


0-162  293 
9.691  959 
9,^816898 


T5  ^'" 

Subt. 
Subt. 

logiT,V 


9n082  555 
8-651  219 

9n475  142 
9.799  069 
9.929421 
8^881  624 
8487  058 


Add. 
Subt. 

logiT«; 


8.963  835 
9-256  665 
9^294019 
0-178  842 
8-953  362 
9-435  507 
8-922  221 


n^,rK      911404563 
logii;;,      9-402  584 

Nach  Anhang  IV.  A.  4): 

«^/:  T^m         0.331  368 

^r-cfnf        0^286029 
41:,^         0-189  016 


logJir 


©?: 


4r' 


02 


8,i2io  027 

8-026  925  . 


9.752  999 

On572  119 
9.637  724 


4  '^f  ^w 


0.497    580 
0^136  756 

9-857  648 


r,f'  C 


0„,'-  (f,.  0-888  237 


0-194  857 

ini77  3i9 
9-884725 

1-377  399 


9n6o5  434 

On6i7  397 
8-487  058 


T«0,« 


IJO' 


9.486    714 
0^325     118 

8-922  221 


9fi998o2i 

0^634  336 
9.402  584 


r-fn 


JJO" 

'''■in 


9^816898 

in372  176 
8-026  925 


zu  a  < 


—  4.14378 

—  4-30860 
+  7-73102 

—  0-72136 


—  2-11406 

zu  a«< —  23  56005 

+  23-84511 

gp   —  1-82900 


zu 


'■{ 


X. 


+  I- 67044 

+  4-28901 
+  5-95945 


r  —0.6483 
1+  15-4551 


^r 


64838 

8 

14.80680 


zu  V, 
V, 


i 


2.98569 
0.98720 

3-97289 


^f  —  1-621; 

[— 11-535; 


22 

53570 

k""  —  13-15692 


zu 


7tA     _ 


^r    — 


0127  191 
1.088  730 
1215  921 


ZU 


[      0*250 


7t,  0-427  411. 


742 
669 
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Nach  Anhang  IV.  A.  5): 


'Cf-  T,„             0-331   368 

'^^'  C         9-752  999 

cf .  :  (ffn          9-880  899 

(fr.(f?„         0-613598 

4^,2          0-189016 

4^^"^        9-637724 

^!n         9n^5  434 

^,?/        9.486714 

^.(f ,  :  ^M(fnf         0-212  267 

T.^cf .":  Cef,?         0.366  597 

n;„      8.487  058 

n^;     8.922  221 

ö      +  1-630  296 

^0   +  2-325  932 

a,     —  0.657  205 

0^  +0713363 

V,     +  1-174  668 

vf"    +  1-783  700 

%f     +0050041 

X^    +0-194455 

Nach  Anhang  IV.  A.  6): 

/     4"  1-107  640 

V     —  1-275  180 

^(1)  _  8.847  350 

50)+ 10-383  125 

/JW  +9.184030 

BO)  —  8.564  905 

^(3)  —0-788  510 

5(3)  _  0.821  666 

log/J(^)        0963  033 

log5<^)        0^932  722 

log/**^^        9^896807 

log5(3)        9^914695. 

Nach  Anhang  IV.  A.  7): 

//     +  0-695  636 

VII     +1-978  114 

€(1)  +1.370568 

j5(i)  -1-  0-028  079 

£(2)   -{-  0-609  032 

^(2)  ^.  j.47g  184 

gO)  ^  0-144  414 

£(3)  +0-122  248 

log  6^2)          g.  784  640 

log-B<2>        0-170022 

log£<^>        9-159  609 

log^3)        9.087  242 . 

Nun  beginnt  die  Auflösung  durch  Versuche;  die  Resultate  der  drei  Hypo- 
thesen nach  Anh.  IV.  A.  8]  werden,  um  Raum  zu  sparen,  unten  nebeneinander 
mitgetheilt;  ebenso  die  Zahlen,  welche  die  Benützung  der  Formeln  Anh.  IV.  A.  9) 
gegeben  hat.  Für  den  ersten  Versuch  wurde  x^  =  o.oi ,  y^  =  o  angenommen  und 
ergab  die  Durchrechnung  x^ —  ^a=  — 0.0014  1078,  y^ —  ya^=^  +0-01 1  2034,  welche 
Zahlen  in  Verbindung  mit  den  Differentialausdrücken  [Anh.  IV.  A.  9)]  auf  die  Werthe 
ar^=  +  0008  2580,  ya=  +  0012  481  führten,  die  nun  dem  zweiten  Versuche  zur 
Grundlage  dienten;  für  diesen  fand  sich  x^  —  ^a^=  +  o- 00000  948 ,  y^  —  ya  = 
=  —  0-000  0072.  Um  mit  dem  dritten  Versuche  die  Rechnung  zum  Abschluss  zu 
bringen,  wurden  die  Differentialausdrücke  mit  den  neuen  Werthen  des  zweiten  Ver- 
suchs berechnet,  wiewohl  man  hierfür  ohne  allzu  grossen  Schaden  auch  die  Zahlen 
des  ersten  Versuches  hätte  benützen  können.  Die  Durchführung  des  dritten  Ver- 
suches zeigt,  dass  durch  denselben  in  der  That  den  zu  Grunde  gelegten  Zahlen 
völlig  genügt  wird. 


Digitized  by 


Google 


.*o;s 

. 

Nach  Anhang 

IV.  A.  8) : 

Versuch 

I. 

2. 

3. 

log^a 

8.000  ooo 

7.916   875 

7.917  476 

logya 

—  oo 

8*096    249 

8.095  728 

ß^Va 

O'OOOOOO 

+ 

o«ii4  626 

+ 

0.114  488 

ß^'^Xa      - 

—  0-007  885 

o«oo6  512 

0006  521 

III       - 

-8-855  235 

•  8.739  236 

8-739  383 

^''"'Va 

0.000000 

-t-  0-007  601 

-f-  0007  592 

Bi^)x^ 

-H  O'Ooi  444 

+  o.ooi  193 

+  O-OOI  194 

IV 

+  1.372  012 

-f- 1.379362 

+  1-379  354 

B^^Va 

0.000  000 

—  0.106  898 

—  0-106  770 

Bi^^Za 

—  0*008  217 

—  o-oo6  785 

—  o-oo6  795 

VI 

+  10.374  908 

+  10-269  442 

+  10-269  560 

E^'Va 

0.000000 

-t-  0-018  462 

4-0-018  440 

Ei^^Xa 

+  O-ÖOI  222 

+  o-ooi  010 

+  O-OOI  OII 

VIII 

+  0.029  301 

+  0.047  551 

+  0047  530 

log/// 

On947  200 

On94i  474 

0^941  481 

log/r 

0137  358  ' 

0-139  678 

0-139  676 

logF/ 

1.015  984 

i-oii  547 

i-oii  552 

log  VIII 

8.466  882 

8-677  160 

8-676  968 

IllXa 

—  0.088  552 

—  0-072  169 

—  0072  270 

IVXa 

+  0*013  720 

+  0.01 1  391 

+  o*oi  I  406 

VlXa 

+  0.103  749 

+  0084  805 

+  0-084  924 

VlllXa 

+  o-ooo  293 

+  0-000  393 

+  o-ooo  393 

\og(I+IIIXa) 

0-008  212 

0-015  138 

0-015  095 

log  (II +  IFx^) 

9-850  865 

9-849  436 

9-849  445 

log?. 

0-157  347 

0-165  702 

0-165  650 

log(F//  +  F///a:J 

0-296  316 

0.296  338 

0-296  338 

[VII+VIIIx)q, 

+  2-842  253 

+  2.897  613 

+  2-897  267 

?' 

+  1-436  637 

+  1-464  543 

+  1-464367 

?.r 

-f  1-670  822 

+  1-707  238 
0.385  690 

+   1707  OII 

log(ß,  — iV,) 

0.380  674 

0-385  658 

log  (?m—  N,„) 

0-371  955 

0.378  620 

0-378  579 

tgö. 

1-007  740 

1012  756 

1012  724 

tg  e,. 

0501  776 

0.508  441 

0-508  400 

sin  6, 

9-997  915 

9.997  962 

9.997  961 

sin  0„, 

9-979  464 

9-980057 

9-980  054 

^  logn 

0.382  759 

0-387  728 

0.387  697 

log  r,„ 

0-392  491 

0.398  563 

0.398  525 

Subt. 

8-355  27- 

8-402  48- 

8-402  20- 

Add. 

0296  191 

0-295  646 

0.295  650 

r„,—  r, 

873803- 

8.790  21- 

8.789  90- 
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r„,+  r           0.688  682 

0694  ^09            0.694  175 

logye        804935. 

8.096  oo«             8-095  72. 

loga:^          7-933  954 

7-917  373            7-917475 

ar^     +  O'Oio  00000   + 

0.008  25800 

x^     +  o«oo8 

58922    + 

0.008  26748 

x^ —  Xf^    —  0001 

41078   + 

0000  00948 

ffa          0000  0000      + 

0-012  4810 

y^    +0.011 

2034     + 

0-012  4738 

Ve—Va    +0011 

2034     — 

0-0000072. 

Nach  Anhang  IV.  A.  9) : 

zu  Versuch  i .  j 

KU  Versuch  % 

zu  Versuch  i. 

zu  Versuch  a. 

IVq,         0.2947 

0.3054 

£<2)p,     +2-1252 

+  2.1662 

Add.         0*0873 

0.0903 

5(2)^  J6;(2)p^     —6.4397 

—  6.3987 

Zähl.         i|»0345 

In03i8 

log(Ä<2)+JS;Ci)p,)         0^8089 

0^8061 

log  a,         iniB36 

I„i824 

(Ä(2)+  JS<Y):r«— 0-06440 

—  005284 

€^\r              9.9420 

9-9503 

[VII+VIIIXf,)ß,  +0.23168 

+  0-19160 

Subt.         9-9565 

9.9556 

log/?,.       92234 

9-1423 

Zähl.         09195 

0.9186 

asinö,          ini8i5 

1^1804 

a-^Zähl.         8.9195 

88355 

a^,8inö,„        in2757 

1^2761 

log  ß,         9.0686 

8.9861 

Add.         02565 
a,  sin  ö,  +  a,„sin  6,,,    1  „5  3  2  2 

0.2558 

VIII Q,      4-0.0421       +00696 

i|,53i9 

VI+VIIIq,+  10.4170  + 

10.3390 

3:  (n+n„)<    7-7224 

7.7003 

(r//+F///;rJa -30193     - 

30.109 

log(o—  1)         9n2546 

9n2322 

log  Ci,n            152962 

1^2960 
8.9841 

logc,         9-9140 

9.9187 

ß,smd,         9.0665 

c,d„,        9.9104 

9.9158 

ß,„^me„,        92029 

9.1224 

c,„d,         6.9932 

6.8854 

Add.         0.2382 

02374 

Subt.         9*9995 

9.9996 

ß,  sin  ö,+  ß,„  sin  e,„      9-4411 

9-3598 

log(i  :  n)         9.9099 

9.9154 

logrf,          7.1635 

7.0601 

logXj.          0.0865 
logXy          7^2536 

0.0817 

n„a,sinö,          i»5740 

in5790 

7nl447 

r,a,„  sin  ö,„        in6585 

1^6638 

log     Yy                         0.0041 

0.0033 

Subt.         9*3320 

9-3337 
09127 

log  Fr          9n9i98 

9n9099 

log  Diff.         0.9060 

log(:r^— ^a)        7ni'495 

4.9768 

2:(r,+  r,„)2     8-9237 

8.9126 

log(y^— yal       8.049^ 

4n8573 

log  c,„        9-8297 

9-8253 

(;r^— arJX^.  10' —  17219 

+  114.4 

r,„ß,H\VLd,         94590 

93827 

(y^—yJ  ^y-io'      —201 

+  0-1 

r,ß,„mie„,        95857 

9.5101 

^a?-lo'  — 17420 

+  114.5 

Subt.         9-5299 

9-5326 

(y^ —  ya)  ^i/ 10' +  113080 

—  72-55 

log  Diff.         8^9889 

8n9i53 

(^e— ^a)^x-10'    +  11730 

—  77.04 

log(rf,„— i)         7^9126 

7n8279 

Jy\o^  +  124810 

—  149.6. 

log  d,„        9-9964 

9.9971 

Oppolzer,   BfthnbestiBBangen.   1.   2.  Anttge. 
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Die  im  letzten  Versuche  gefundenen  Werthe  von  q,  und  q„,  : 

l<>g?'  =  0165  650 
^ogQ,„=  0.232  237, 
sind,  da  für  dieselben  Xf^=  Xg,  ya'=  Ve  wird,  zur  Ableitung  der  Elemente  zu  ver- 
wenden.   Verbessert  man  die  Beobachtungszeiten  für  Aberration  nach  Anh.  IV.  A. 
10),  so  finden  sich  für  dieselben  die  Werthe: 

1.  März     7-564  414  —  o-oo8  452    =  März     7-555  962 

2.  ,,      24-411639  —  0-008898    =      ,,      24-402741 

3.  April  10-390458  —  0-009  346    =:  April  10-381  112 

4.  „      29-544078  —  0-009852    =      „      29.534226, 

welche  bei  der  folgenden  Ableitung  der  Elemente  und  bei  der  Darstellung  der  mitt- 
leren Beobachtungen  in  Betracht  kommen.  Da  für  die  Rechnung  der  Elemente  ein 
ausführliches  Beispiel  schon  vorliegt  (vergl.  pag.  387  ff.) ,  so  genügt  es,  hier  die 
Hauptzahlen  mitzutheilen. 

Nach  Anhang  III.  11):     l,  =  175*^36' 28"5  C=  189^29'  15^7 

log  tg  6,  =  8^21 1  993  log  tg  b,„  =  8^296  694 

log  r,   =  0-387  696  log  r,„  =  0.398  525. 

Nach  Anhang  III.  12):     Q    =311°  9' 34"o  i   =       i°i9'58"2. 

Nach  Anhang  III.  13):    u,    =  224  27  22-6  Ww  =  238  20     6'8 

u„,—  u,  =  2f„=   13^52' 44"2. 
Nach  Anhang  III.  15):    lo,,  =       0*^10' 42^9  log  A„  =     7-923  759 

^ogl„=       7-571597  logi;,,2=:     0.007979 

log/W,,  =;         7.846  517  \ff„  =        3°I3'32"l 

?„  =  +  0.000  001 
Nach  Anhang  III.  16):    F„  =     58°4o'55"5 

G„  =    52  36    9.9 
9>  =       7  24     3-2 
log  y2  =     9.068  186 
NachAnh. III.  17),  i8):logjö  =     0.421  019 
log  fi  aus  log  p    =     2  907  580, 
log  fi  aus  (M,„ —  M,)  =     2.907  572 

logfi    =     2.907  576  TT    =  123  52  23.2. 

danach  log  a    =     0-428  287 
Legt  man  die  Epoche  auf  1861   März  7.5,   so  gelten  die  folgenden  Elemente: 

@  Angelina. 

Epoche  1861  März  75  mittl.  Berl.  Zeit 

3f=     40*^48' 59"5 

Tt    =     123     52     23.2       \  .     -       ... 

^  ^       ^  mittl.  Aqumoct. 

Q  =  3ii     9340  ,g^,.^ 

t  =       I   19  58*2    J 

(f  =       7  24     32 

^i  =  8o8"3o6 

log  a  =  0428  287. 


kß>  = 

3  28   III 

V,     = 

5i°44'33"4 

t>m== 

65  37   176 

E.  = 

,46     9     5-7 

E,„  = 

59     3   141 

M,  = 

40  49  44-7 

M,„  = 

52  43  27-0 

w    = 

172  42  49-2 

Digitized  by 


Google 


435     

Die  in  der  Darstellung  der  beiden  mittleren  Orte  unter  Benützung  der  eben  ange- 
gebenen, für  Aberration  genähert  corrigirten  Zeiten  auftretenden  Hauptzahlen  sind: 

Nach  Anhang  III.  19):    M,,  =  44^36' 42"!  ifj?  =  48^25' 25"8 

E^  =  50  17  21-2  E^  =  54  25  36.4 

f>,,  =  56  13  51-5  «??  =  60  41     3.5 

log  r„  =  0.390  988  log  r^,  =  0.394  460 

bereclu.etP"='"°'7'^'"^  X°  =   .73-59' .4"9 

l /*«  =  — I  4«   12-3  |So=_i43     9.4 

Beob..Rechnung(f'^^^^"  =  -^"^  f  ^^«'^'^    =  ^  ^"^ 

Wie  man  sieht,  werden  die  mittleren  Längen  innerhalb  der  Unsicherheitsgrenzen 
einer  sechsstelligen  Rechnung  dargestellt,  woraus  die  hohe  Convergenz  der  hier  in 
Vorschlag  gebrachten  Methode  erhellt  und  die  Richtigkeit  der  oben  gemachten  Be- 
hauptung, dass  man  durch  dieses  Verfahren  bei  ersten  J^ahnbestimmungen  stets  mit 
der  ersten  Hypothese  ausreichen  wird,  gefolgert  werden  muss,  denn  die  im  vor- 
liegenden Beispiele  gewählte  Zwischenzeit  von  53  Tagen  wird  bei  ersten  Bahnbe- 
stimmungen der  kleinen  Planeten  kaum  je  überschritten  werden.  Die  Darstellung 
der  unabhängigen  Breiten  ist  eine  befriedigende  und  lehrt,  dass  den  zu  Grunde 
gelegten  Beobachtungen  keine  wesentlichen  Fehler  anhaften. 


um  an  einem  zweiten  Beispiele  jenen  Vorgang  darzulegen,  welchen  man  zu 
befolgen  hat,  wenn  mehrfache  Hypothesen  gebildet  werden  müssen,  soll  der  Theo- 
ria motus  (pag.  200  der  th.  m.)  das  Vesta- Beispiel  entlehnt  werden.  Gauss  corrigirt 
im  Verlaufe  der  Rechnung  die  Beobachtungszeiten  für  Aberration,  da  aber  bei  so 
grossen  Zwischenzeiten  fast  ohne  Ausnahme  Näherungswerthe  für  die  geocentrischen 
Distanzen  bekannt  sind,  so  wurden  hier  sofort  die  für  Aberration  verbesserten  Zeit- 
angaben eingeführt,  wozu,  um  identische  Grundlagen  für  die  Rechnung  zu  erhalten, 
jene  Beträge  herangezogen  wurden,  die  Gauss  (pag.  203  der  theoria  motus)  selbst 
verwendet  hat.  Man  wird  demnach  als  Grundlagen  der  Rechnung  anzunehmen  haben: 

(Par.  Zeit)  Jahrestag  X  ß 

1807     89497827  178^43' 38"9  +  12^27'    6"2 

137-335  581  174     i   30-I  4-  10     8     7.8 

192-407  337  187  45  42.2  +    6  47  25.5 

251.272756  213  34  15-6  4-    4  20  21-6 

welche  Coordinaten  sich  auf  das  mittlere  Äquinoctium  1807.0  beziehen.  Die  Rech- 
nung kann  der  Hauptsache  nach  wie  bei  ersten  Bahnbestimmungen  vorgenommen 
werden,  weshalb  man  mit  Vortheil  von  der  Formelzusammenstellung  im  Anh.  IV.  A. 
Gebrauch  machen  wird ;  die  für  die  Bildung  weiterer  Hypothesen  und  Näherungen 
erforderlichen  Zusätze  sollen  in  dem  hier  durchgeführten  Zahlenbeispiel  aufgewiesen 
wferden. 

55* 


X 

logii 

9^21' 33"7 

9-999  799 

55  56  0.6 

0-005  138 

108  35  20.3 

0-007  174 

165  9  18.7 

0.003  062  , 
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Nach  Anhang  IV.  A.  i)  wird  man  erhalten: 

log  cf ,  =  8„903  376  log  (f?=  9.185  632 

log  (f  „,=  9-802  687  log  (f  5;=  9.637  620 

log©,    =  9^422  144  logO?  =  8^445098 

loga,   =  9n950  704  logO?  =  9n999  373 

log©,,,  =  9ni9i  119  log  OS  =  9^587846, 

nach  Anhang  IV.  A.  2) : 

sin  ifj,=       9-448671  sin  !/;,„=      9-874868 

cos  tp,  =      9ti982  143  cos  !/;,„=      9-820  738 

N,  =  — 0-959  272  N,„=  +0-666  500 

log  D,  =      9-448  470  logZ>,„i=     9. 877  930. 

Nun  wird  man  sofort  einschaltend  logtt?^,  logA^,  W  und  H'  nach  6)  (pag.  423) 

berechnen : 

W     =  — 6^i9'53"6  H'      =  19^46' ir8 

logw^  =       9*335  184  logÄ2=  9.894  114 

Nach  Anhang  IV.  A.  3)  findet  man : 

log^,,/  =  0^625  208  logfiS'  =  0-448  901 

logi",/  =  0^974  183  log^«/'  =  0^788  688 

lognj  =  0-581  632  log JIo'=  0849  396 

logiT„/'=  1-366  122  logiI,?/'=  0026  317, 

nach  Anhang  IV.  A.  4): 

«  =  +  3-51885 
X,  =  —  40-622  72 
V/  =  +   2.673  94 

TT,  =  +  106.694  4  TT?  =  +      3.582   I  , 

und  schreibt  hierbei  die  in  der  zweiten  und  folgenden  Hypothese  nöthigen  Factoren 
der  y-Grössen: 

log  (^^)  =  9n996  35 1  log  (^)  =  8^564  882 

^""^  i^^:^)  =  ""'^^^  ' "  ^""^  (^^St)  ^  ''•558  208  , 
besonders  heraus;  ebenso,  nachdem  aus  Anhang  IVA.  5): 

d  = —  0.300  319  5^  =+  0.202  030 

a,  =  +  1.267  041  c7?  =  +  0.567  959 

v,  =  —  i  .937  496  v?  =  +  1  -448  620 

X,  =  —  f. 146  079  X?=+  1-428  277, 

gefunden  wurden,  die  für  die  Folge  nöthigen  Factoren  der  y-Functionen : 

log  (^^)  =  9„477  583  log  (g^;)  =  9-305  416. 


«0 

= 

+ 

2.687 

40 

X? 

= 

— 

22331 

Ol 

K 

+ 

16.229  39 
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Nach  Anhang  IV.  A.  6)  und  7): 

/       =-f    0-831  45 
ß^^>    =—  18.291  71 

log/^3>  =         2013  311 

//      =  +      0.502  349 
fi<*>      =  —      0-699  082 

logfi<^>   =         0.529  702 

log€<^'    =  0.410  669 

Für  die  zweite  und  die  weiteren  Hypothesen  kommen  folgende  Formeln  (vgl. 
pag.  420)  in  Betracht: 


V 

=  + 

3-I03  125 

m 

=  — 

31-476  86 

logß<*' 

= 

0-975  508 

logfi«») 

= 

I-74I  453 

VII 

=  — 

0-049  *44 

JE<') 

=  + 

0-917  500 

logfi) 

= 

9.388  169 

log£") 

= 

9-149  524 

(O, 


W? 


y^ni  (Jtti  J 


3'   _    /!?L®^\ 


/O" 


fi(4)    ==  W?  —  CO, 


B(4)  =  S  (r/),  +  fp?) 


?  I 


in  welchen  die  verschiedenen  y-Werthe  den  Zahlen  der  vorangehenden  Hypothese 
zu  entnehmen  sind.  Damit  nun  dies  vorliegende  Beispiel  nicht  allzuviel  Baum  in 
Anspruch  nehme,  sollen  die  Resultate  der  vier  Hypothesen,  die  gebildet  werden 
mussten,  um  eine  ausreichend  genaue  Annäherung  zu  erhalten,  neben  einander  gesetzt 
werden.  Die  Auflösung  der  Gleichungen  durch  Versuche  kann  nach  Anhang  IV.  A. 
8)  und  9)  durchgeführt  werden,  wenn  man  sich  nur  statt: 

/^»)  geschrieben  denkt:  (fi^^  +  ß^^^ 

6(1)  -  -  6^1)     4-  £H) 

wobei  übrigens  in  der  ersten  Hypothese  die  mit  dem  Index  (4)  versehenen  Werthe 


der  Null  gleich 

zu  setzen  sind. 

Es  findet  sich  i 

jo: 

Hypothese: 

1. 

2. 

3. 

4- 

y«/ 

0 

—    0-083  302 

— 

0-065  289 

—     0067  288 

y."" 

0 

—    0-151  481 

— 

0133  943 

—     0-136  619 

ys: 

0 

4-   0047  420 

+ 

0-035  162 

4-    0-036  554 

0 

—    0-095  143 

— 

0-090  606 

—   0-091  755 

ß(V)     4-^(4) 

—  18-291  710 

—  18-583  646 

— 

18-534  969 

—  18.541  505 

€<»)     4.  €<4) 

—    0699  082 

—    0-714  519 

— 

0-711  586 

—   0-711  905 

ß<«)  +  BS^) 

—  31-476  860 

—  31-968  590 

— 

31.927  396 

—  31-934870 

£!l)    4.  £(4) 

4-    0-917  500 

+    0934  798 

+ 

0-930  856 

4-    0931  296 

log^ 

8.058  178 

8  064  070 

8063  299 

8-063  416 

logy 

8n37i  75^ 

8^364  601 

Bn367  999 

8^367  616 
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Q' 

+    1-294985 

+    1-283797 

+ 

1285  550 

+    1-285303 

q„. 

+    2-697951 

+    2-688417 

+ 

2-689  359 

-f-    2-689  202 

e, 

82°  53'  54"2 

82°  51'  48"o 

82°  52'  7"8 

82°  52'    S'o 

e,„ 

69   36    46-2 

69   31    29-1 

69   32    0-3 

69   3«    55-0 

logr, 

0-356  348 

0-354  221 

0-354  555 

0-354  507 

logr„, 

0-335  900 

0-334  107 

0-334  283 

0-334253, 

und  nach   den  Formeln  7)  pag.  423),   in   welchen,   da   die  Sonnenbreiten  der  Null 
gleich  sind,  die  beiden  letzten  Glieder  in  Wegfall  kommen: 


2/. 

50°i7'28"6 

50°2i'24"4 

50°  21'  5"4 

5o°2i'9"o. 

Nach  8), 

9),   10)  (pag.  423)  wurde  nun 

ermittelt : 

Hypothese: 

I. 

a. 

3- 

4. 

'V,.: 

—  4.327  198 

—  4-407  423 

—  4390  661 

—  4-392  513 

US   " 

—  9-202  119 

—  9-349  238 

—  9-332  524 

—  9-335  089 

f'r 

+  2-723  320 

+  2-774  602 

+  2-760  895 

+  2-762  457 

fS" 

—  6-242  571 

—  6-335  794 

—  6-332  108 

—  6.333  160 

log« 

9-873  998 

9-874  791 

9-874  734 

9874  746 

log«,, 

9-519  140 

9-520  668 

9-520  480 

9.520  508 

log«" 

9-606  424 

9-607  816 

9-607  645 

9-607  671 

log«,? 

9-835  704 

9-836  667 

9-836  586 

9-836  601 

2/», 

14°  19'  4i"o 

14°  22'  i8"6 

14°  21'  47"5 

logr,. 

0-347  60g 

0346  458 

0-346    669 

2/ 

35"  57'  47"? 

35"  59'  5"8 

35«  59'   i8"o 

logr,; 

0-347  608 

0-346    460 

0.346  668 

2/2 

3i°27'5i"7 

3'"3o'.3"4 

3i°29'54"3 

logr,? 

0-340  057 

0-339  15» 

0-339  280 

2/? 

18°  49'  36"8 

i8°5i'ii"o 

i8°5i'ii"3 

logr,? 

0-340  056 

0-339  «52 

0339  280 

Wie  man  sieht,  unterscheiden  sich  die  Werthe  von  n  ans  der  dritten  tod 
jenen  aus  der  vierten  Hypothese  so  wenig,  dass  man  wohl  mit  Sicherheit 
schliessen  kann,  die  fünfte  Hypothese  werde  Resultate  liefern,  die  höchstens  um 
I — 2  Einheiten  der  letzten  Stelle  von  jenen  der  vierten  Hypothese  verschieden  sind: 
da  aber  die  «-Werthe  für  die  Darstellung  der  mittleren  Beobachtungen  massgebend 
sind,  so  wird  man  sich  auch  den  Schluss  erlauben  dürfen,  dass  schon  die  Zahlen 
der  vierten  Hypothese  die  mittleren  Längen  innerhalb  der  Unsicherheitsgrenzen 
einer  sechsstelligen  Rechnung  darstellen  werden ;  es  kann  demnach  an  dieser  Stelle 
die  Bildung  weiterer  Hypothesen  abgebrochen  und  an  die  Ableitung  der  Elemente 
aus  den  Werthen  q,  und  q„,  der  vierten  Hypothese  geschritten  werden.  Zur  Bil- 
dung der  y- Werthe  der  zweiten  und  folgenden  Hypothesen,  welche  bereits  oben 
(pag.  437)  aufgeführt  sind,  ist  die  Durchrechnung  der  Formeln  1 1)  (pag.  424;  uöthig. 
Für  die  verschiedenen  Werthe  (ij  —  i)  ergeben  sich; 
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V 

— 

I 

V? 

— 

I 

n?. 

— 

I 
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+  0-063  6369       +  0-064  2547  4-  0-064  1756 

+  0-0100005        4-0-0101143  +0-0100952 

+  0-016  7868        +  o-oi6  9426  +  o-oi6  9251 

+  0-048  9978        +  0-049  4996  +  0-049  4231 

rin        +0-1309488         +0-1326069  +0-1323936, 

und  hieraus  nach  15)  (pag.  419)  die  oben  angeführten  ^'-Grössen. 
Die  Herleitung  der  Elemente  aus: 

^,  =+  1-285  303 

?m  =  +  2-689  202, 

fuhrt  zu  folgenden  Zahlen: 

Anh.  III.   1 1):     h      =  183^  26'  2i"i  h,       =  234^  5'  10^9 

logtg*,  =  9091  465  logtg*,,,  =  8-976  192 

logr,      =0354508  logn,,      =0334254 

Anh.  IIL   12):     Q     =io3«io'59"o  t        =      f    8' 2o"6 

Anh.  III.   13):     u,     =    80    19  48-9  u„,      =130  40  57-9; 

(tt,„ —  u,)  findet  sich  mit  dem  oben  erhaltenen  Werthe  2/,,=  ^o^  21' g"o  voll- 
kommen übereinstimmend,  so  dass  an  u,  und  u,„  keine  weiteren  Correctionen  an- 
zubringen sind. 

Nach  Anh   III.  15): 

2io„    =— 0*^40' 4"8  logÄ,,    =9.135331 

log/„=       8-721268  log i^„2  =0-108  019 

logm,,  =       9082  798  \ff„      =  1 1*^  47'  1  r'i 

^n       =  +  0000102  i/,      =12    35   1725 
Nach  Anh.  III.   16): 

F„        =3i8''43'36"o  v,    =293^33'    i"5 
O,,        =321    40286  Vr,/=343    54   10.5 
9=536-5  £    =  298      6     6-4 
logy2   =  Q.616  229  E,„  =  345    14  508 
Nach  Anh.  III.   17),   18): 
^  aus  (M,„  —  3f)  =     978"69i7  M,  =302°  33'    8"i 
logfi       =2-990646  JM;„=346   31   559 
loga        =0372907  TT     =249    5746-4- 
Es  sind  sonach  die  Elemente,  wenn  für  die  Epoche   die  Zeit  der  ersten  Be- 
obachtung gewählt  wird :                      r^  V  f 

Epoche  =  1807  März  30497  827  m.  Par.  Zt. 

M     =302^33'    8"i 
ii       =  249   57  46.4 

Q         =  103     10   59-0 
1=78   20-6 
<p       =       5      3     6-5 
fi        =  978"69i7 
log«  =  0372  907. 


mittl.  Äquinoct. 

1 807  -o 
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Die  bei  der  Darstellung  der  beiden  mittleren  Orte  auftretenden  Hauptzahlen  sind: 

Anh.  III.   19):  M„     =     3i5°33'26"5  3fS  =  330^  3i'44''8 

E„      ==  311  47  45-8      £,?  =  327  50  38-0 

V,r  =    307   54  530         <   =  325    2  58.2 

logr„=     0346641  logr°=  0339  260 

.  tl„       =      i74^i'3o"3  '     A?      =i870  45'40 

berechnet  :<  ^  ^  .«  , 

\/?,,       =  +  10811.2  /i?,?      =4-647151 

f  A,cos/if,,=              —  o"2      dX„cosß^,=  +   0^5 

Beobachtung  —  Rechnung  ^  ,^      ,^0  

Die  Längen  werden  innerhalb  der  Unsicherheitsgrenzen  einer  sechsstelligen  Rech- 
nung dargestellt,  für  die  unabhängigen  Breiten  bleiben  Fehler  übrig,  die  bei  der 
verhältnismässig  geringen  Genauigkeit,  welche  den  Beobachtungen  zugeschrieben 
werden  muss,  als  massige  bezeichnet  werden  dürfen.  Bei  Gauss,  der  sich  der 
mittleren  Beobachtung  anschliesst,  bleiben  in  den  äusseren  Breiten  bei  weitem  grössere 

Fehler,  nämlich:  ,.  ,        „ 

dß^   =  +  22  /^ 

dß,„r=—  18.5, 

übrig.  Derselbe  bemerkt,  dass  die  von  ihm  gefundenen  Elemente  kleiner  Ände- 
rungen bedürfen,  um  die  Breitenfehler  gleichmässiger  zu  vertheilen,  und  erwähnt, 
dass  die  von  ihm  ermittelte  Neigung  (7*^  8'  i4"8)  um  6"  zu  vermehren,  die  Länge  des 
aufsteigenden  Knotens  (103®  16'  37"3)  um  4'  40",  die  wahre  Länge  in  der  Bahn  zur 
Zeit  der  ersten  Beobachtung  (183*^  30'  5o"2)  um  2"  zu  vermindern  wären;  vei^leicht 
man  die  hier  berechneten  Elemente  mit  den  Gauss 'sehen,  so  findet  sich  die  Nei- 
gung um  5"8  grösser,  die  Knotenlänge  um  5'  38^3  und  die  Länge  in  der  Bahn  um 
2"3  kleiner,  so  dass  dieselben  der  Hauptsache  nach  die  von  Gauss  geforderten 
Correctionen  enthalten. 


Um  endlich  die  Methode  der  Bahnbestimmung  aus  vier  Orten  auf  die  Be- 
stimmung einer  Kometenbahn  anzuwenden,  sollen  die  folgenden  vier  geocentrischen 
Orte  des  Kometen  I.  1866  gewählt  werden,  welche  sich  auf  das  mittlere  Aequi- 
noctium  i866-o  beziehen  und  neben  welchen  die  auf  dasselbe  Aequinoctium  be- 
zogenen Sonnencoordinaten  angesetzt  sind : 
Mittl.  Berl.  Zeit  X  ß 

1865  Dec.   22.5       i6°44'3i"6       -f- 61°  54' 3o"4 

,,     27.0        o   56  IO-2       4-29    13   19-5 

1866  Jan.     4-0     356    26  I3'2       +    9    24  44^0 

n        9-0     355    27  30.2       +    4  32  39-5 

Nach  Anhang  IV.  B.   1)  findet  sich: 

/I  =  237°  22'  5o"6  iT°  =  200°  30'  4o"2 

/  =    33   52   17-1  /"    ==    22     6  56-2. 


L 

logJ? 

271° 

12'  I9"8 

9-992  754 

275 

47  29-9 

9-992  671 

283 

56  38-0 

9-992  653 

289 

2  20-6 

9-992  731 
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=  9-484  453 

logO? 

=  9-543  358 

=  9-532  o83 

log©,? 

=  9-565  532 

=  9-633  340 

logO,^ 

=  9-568  326 

3a)  und  3b): 

44<     

Nach  Anhang  IV.  B.  2): 

logcf '  =  9-749  394  log(f'?  =  9.906  139 

logcf  ,„  =  9-627  785  ^o^(f?n  =  8-932  059 

logO, 

log0„ 

log0,„ 

Nach  Anh.  IV.  B. 

N,      =  —  0-124041  N„,       =  + 0-392  164 

logA=       9-989272  log2>„,  =       9-955123 

W     =    87°52'37"3  Ä'        =-60  54'33"2 

logw^=       9.372216  logA^   =       9-883310. 

Nach  Anh.  IV.  B.  4)  bis  8): 

iogiu,,/=     8^768557  log^«;  =     8.714200 

logfij' =       9^052466  log/i,?/'  =       8^772192 

a  =  —  0030  085  «o  =  —  0-057  858 

X,  =  +  0.230151  X?  =  +  0.440919 

V,  =+0.088257  v^  = — 0-197198 

<J  =  +  3-822  427  do  =  +  3-768  255 

a,  =  —  0.224334  a?  =  +  0-195137 

V,  =  +  0.264  677  v^  =  +  0-278  767 

/  =  +  0.027773  V  =  —  0.043971 

ß^^^  =  —  0.210768  B(»)  =  +  0.335535 

l0g/?<2)  =  9.455   537  logß<2)    =  8^736  157 

II     =  —  0-054  172  VII  =  +  3-795  341 

£(»    ==  +  0.419471  E^^     =  —  0-014598 

log£'^>  =       8148  911  logJB^^   ==       9-434125. 

Die  Berechnung  der  Formeln  Anh.  IV.  B.  9a)  liefert  (vgl.  pag.  381)  unter  der 
Annahme  genäherter  parabolischer  Elemente: 

yr=  1866  Januar  9.4978  logj  =9-991  974 

1],   —  I  =  +  0-008  63288  r]^  —  I  =  +  0001  29822 

Tj,„  —  I  =  +  o-ooo  94475  r]Z  —  I  =  +  0-007  66688 

rj„—  i  =  +  0-015  41986, 

und  somit  nach  Anh.  IV.  B.   10)  für  die  erste  Hypothese  die  y-VVerthe: 
yj  =  —  o-ooi  6971         yZ'  =  +  o-ooi  7554 
y^"  =  —  0002  7647 

aus  welchen  nach  Anhang  IV.  B.   11)  sich  ergibt: 

r„,=  +  0-005  ^oo 


r,  =  —  o-oo6  487 
/^^>=  —  0-008  011 

f(3)— -  ^  0-013    102 
Oppolzer,   Bahnbestimmangen.   I.    2.  Auflage.  56 


/rtf     

-  o.ooi  7013, 

ergibt : 

rz  = 

+  0013    11  I 

r?  = 

+  0.006  615 

J?(3)    ^ 

+  0009   105 

jp3)    = 

+  0000  064 ; 
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somit  wird  sein: 

/?(!)  4-  ^3)  ^  _  o.2x8  779  B^>  4-  B(3)  =  +  0-344  640 

£(1)  -|-  ß(3)  =.  4  0-432  573  E<*>  4-  Bf^'  =  —  0-014  534. 

Zur  Lösung  der  Gleichungen  Anhang  IV.  B.  12)  wird  mit  Benützung  der 
parabolischen  Nahenmg  im  ersten  Versuche  ß,  =  -|-  0-203  000,  logy^  =  8^378  670 
gesetzt  und  gefunden  [vgl.  pag.  443] :  logar^— loga:a=  +  0-000  376,  logy^—  logya= 
=  +  0-032  091 ;  für  den  zweiten  Versuch  wird  logy^  willkürlich  variirt  und  für  diesen 
Logarithmus  angenommen:  8^418670,  während  q,  unverändert  bleibt,  wonadi 
'  loga;^  —  loga:^  =  +  0001  300 ,  logy^  —  logy^  =  —  0-007  ^3^  erhalten  wird ;  in 
einem  dritten  Versuche  endlich  wird  logy^  wie  im  ersten  Versuche,  für  q,  aber  der 
Werth  4  0-201  000  angenommen  und  imter  diesen  Annahmen  log^r^  —  log^r^  = 
=  4  0-002  686  und  logy^  —  logy^  =  +  0051  496  ermittelt.  Setzt  man  alle  Ände- 
rungen als  linear  voraus  und  bezeichnet  mit  ^  und  rj  die  erforderlichen  Änderungen, 
welche  man  an  q,  und  logy^  des  ersten  Versuches  in  Einheiten  der  gewählten 
Variationen  anzubringen  hat,  so  finden  sich  aus  den  oben  mitgetheilten  Zahlen  die 
beiden  Gleichungen: 

4  o-ooo  376  =  —  o-ooo  924  rj  —  0-002  310  ^ 
4  0032  091  =  4  0-039  727  V  —  o-oiQ  405  ? ) 


aus  welchen : 


logrj  =  9-7848,  somit  rflogy«  =  4  0-024  372 
log?  =  9n6o90j      M         dg,     =40-000813, 


resultirt.  Man  wird  demnach  für  einen  vierten  Versuch  die  Zahlen  p,  ==  4  0-203  ^U? 
logy^  =  8^403  042  verwenden;  dieser  Versuch  wird  übrigens,  da  den  linearen  Ver- 
hältnissen nur  näherungsweise  genügt  wird,  nicht  völlig  ausreichen,  da  die  erfor- 
derlichen Änderungen  gross  sind;  derselbe  ergibt  in  der  That:  loga:^  —  log^Ta  = 
=  —  o-ooo  020,  logy^  —  logy«  =  —  0000  350.  Substituirt  man  nun  diese  Zahlen 
in  die  obigen  zwei  Gleichungen  links  vom  Gleichheitszeichen,  so  erhält  man  eine 
neue  Bestimmung  von  ^  und  rj  und  hieraus : 

rflogy^  =  —  0-000  153 ,         dQ,  =  —  0-000  020, 

als  Correctionen  der  Grundlagen  des  vierten  Versuches,  für  welchen  man  also: 

p,  ==  4  0-203  793  ,         logya  =  8^402  889 , 

anzunehmen  haben  wird,  und  der   innerhalb   der  Unsicherheit  der  Rechnung  that- 

sächlich  den  Bedingungen:  loga:^ — log:i:^=  o,    logy^  —  logya=  o  genügt,  denn 

es  findet  sich: 

loga-^-T-  log Xa=  o,         logye—  log ya=  +  o.ooo  018. 

Die   folgende  Zusammenstellung   gibt   die   für  diese  Resultate  nothwendigen 
Zahlen,  nach  Anh.  IV.  B.   12)   in  ausführlicher  Form: 
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Versuch : 

1. 

4>»0 

2. 

3. 

4. 

5- 

Q^ 

-fo«  203000 

+  0-203000 

+  0.201000 

+  0.203813 

+  0-203793 

logy« 

8^378670 

8^418670 

8^378670 

8^403042 

8^402889 

ß^'^Va 

—  0-0068266 

-0.0074853 

—0-0068266 

—0.0072207 

—0.0072185 

e^'^Va 

—  0-0003370 

—  0-0003695 

—0-0003370 

—0-0003564 

—0.0003563 

log/r 

9.635721 

9635688 

9.635721 

9-635702 

9-635  702 

log?. 

9.307496 

9-307496 

9.303196 

9-309232 

9-309189 

IVq, 

+  0.0877440  +0-0877372  +0.0868794  +0-0880916  +0088  0828 

III 

—  0-2256056 

—0.2262643 

-0-2256056 

-02259997 

-0.2259975 

IlQ. 

—  0-0109969 

—  0-0109969 

-0-0108886 

— o-oi  1  0410  —O.Ol  I  0399 

log  (//?,-/) 

8^588495 

8^588495 

8^587280 

8^588988 

8^588976 

log(///-/Fß,) 

9^496029 

9^496932 

9^494829 

9«497056 

9^497040 

log^o 

9-092466 

9.091  563 

9-092451 

9.091932 

9^091  936 

^Va 

+  0001  303 

+  0001  428 

+  0001303* 

+  0.001378 

+  0.001377 

E^'^Va 

—  0006  498 

—  0007   125 

—  0-006498 

—  0.006873 

—  0-006871 

log  VIII 

8^322881 

81335638 

8^322881 

8n330556 

8n3305i5 

VlllXa 

—  0002  602 

—  0002  674 

—  0-002602 

—  0002  645 

—  0002  645 

log(VII+VIIIXa) 

0-578953 

0.578944 

0-578953 

0578948 

0.578948 

(Vll+VIIIXa)^ 

),  +0-769926 

+  0-769910 

+  0.762340 

+  0-773002 

+  0.772924 

log  VI 

9-539005 

9-539161 

9-539005 

9-539099 

9-539097 

VIx^ 

+  0-042803 

+  0.042729 

+  0-042801 

+  0-042759 

+  0.042759 

V+VIXa 

— o-ooi  168 

—  o.ooi  242 

—  0.001  170 

—  0001  212 

—  0.001  212 

Qn. 

.  +0-768758 

+0.768668 

+  0-761  170 

+  0771790 

+  0-771712 

log(ß,-iV,) 

9.514602 

9-514602 

9-511938 

9-515680 

9-515654 

l0g(?m  —   N»n) 

9-575873 

9-575770 

9-567033 

9-579356 

9.579267 

tgö. 

9525  330 

9-525330 

9-522666 

9.526408 

9526  382 

tgö,. 

9-620750 

9620647 

9-611  910 

9-624233 

9-624144 

C08Ö, 

9-976875 

9.976875 

9-977  142 

9.976766 

9.976768 

C08Ö,„ 

9-965096 

9965  HO 

9-966386 

9.964575 

9-964588 

logr, 

0012397 

0012  397 

0012  130 

0012506 

0-012  504 

logn,, 

9.990027 

9-990013 

9-988737 

9-990548 

9990535 

Subt. 

8-723 120 

8-723400 

8-743  050 

8-714840 

87 15  060 

Add. 

0312359 

0-312366 

0-312884 

0312  148 

0.312  153 

r,n  —  n 

8n7i3i47 

8n7J34i3 

8n73i787 

8^705388 

8n705  595 

r,„  +  r, 

0.302386 

0302379 

0-301  621 

0-302696 

0-302688 

logye 

8„4i076i 

8^411034 

8^430166 

8^402692 

8^402907 

loga:^ 

9-092  842 

9-092863 

9-095137 

9-091  912 

9-091  936. 

Mit  den  Werthen: 


loga:  =  9091  936 
log  y  =  8^402907, 
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geben  die  Formeln  Anhang  IV.  B.   13): 

log  %,;  =  8^793  351  log  y«;  =  8.713  232 

log  %,;'  =  9„o64  667  log  Vr  =  8^793  929. 

Nach  Anhang  IV.  B.   14)  findet  man: 

logn  =  9873  831  \ogrP  =  9.462  048 

logw,,  =  9.416  448  logn«  =  9.857  224, 

nach  Anhang  IV.  B.   15): 

/,=  ii«56'2"5 
2/,.     =5^52'42"8  2/S     =i60  49'37"5 

logr,,  =  0.003  658  logr,?  =  9.993  194 

2/       =17^' 59' 22"2  2/?      =7«2'27"6 

logn,  =  p.003  658  logr«  =  9.993  195. 

Nun   werden  nach  Anh.  IV.  B.  9b)    und    10)    neue  Näherungen,   sowie  die 

Werthe  der  y-Symbole  abgeleitet.    Die  Berechnung  der  fünf  verschiedenen  {tj  —  i)- 

Werthe  ergibt: 

rj,  —  I  =  +  0.0086  7638  rj^  —  I  =  +  0.0013  0828 

rj„,  —  I  =r  -|-  0.0009  4646  rj^  —  I  =  +  0-0076  8838 

»;„—  I  =  + 0-0154  8321, 
und  hieraus: 

ym    =  —  0001  5736         y^/  =  +  0-0016  474 

y„,"  =  —  0-002  5486         y,?/'  =  —  o-ooi  5  968, 
welche  Werthe  der  zweiten  Hypothese  zu  Grunde  zu  legen  sind. 
Nach  Anhang  IV.  B.  11)  findet  sich  weiter: 

r„,  =  +  0004 683        r°  =  +  o 012  306 

r,  =  —  0006  015        T^  =  +  0006  208 

^(1)  +  ßi^)  =  _ 02 18  391    ß<i»  +  ßt3)  =  _^ 0.344 029 

£(1)    +  £(3)     =  _|_  Ö.431   6g4  £(1)    +  JST3)    =  _  0-014  502. 

Die  Auflösung  der  Gleichungen  Anhang  IV.  B.  12)  durch  Versuche  gibt  mit 
Benützung  der  oben  (pag.  442)  gefundenen  ij-  und  g-Coefficienten  als  Lösung: 

Q,        =  +  0.203  235  logy  =  8^408  598 

Q,„       =  +  0-769  583  log;r  =  9-092  587 

logr,  =       001 2  428  logr,,,  =  9990  169. 

Aus  diesen  Werthen  erhält  man  nach  Anhang  IV.  B.  13): 

log  WJ  =  8^792  649  log^°'=  8.712  115 

log  W„r=  9^063  880  log  WZ"=  8^793  321 . 
nach  Anhang  IV.  B.  14): 

log«  =  9873  830  logn^  =  9.462  045 

logw,,  =  9.416  447  log«,?  =  9.857  224. 
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Diese  Werthe  unterscheiden  sich  so  wenig  von  den  »-Werthen  der  vorangehenden 
Hypothese,  dass  man  mit  Sicherheit  erwarten  kann,  die  dritte  Hypothese  werde  keine 
anderen  Zahlen  für  die  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen  liefern ;  man  kann  also  die 
Bildung  der  Hypothesen  als  abgeschlossen  betrachten  und  an  die  Ermittlung  der 
Elemente  aus  den  oben  mitgetheilten  Werthen  von  q,  und  q„,  schreiten. 

Nach  Anhang  IV.  B.  i6)  findet  man: 

/,  =  85^59' 5"o  ;,.=  62^56' 4"2 

log  tg  4,  =  9247  830  log  tg  J,„=  8-795  822 

logr,  =  0-0I2  427  logr,„=  9990  168; 

nach  Anhang  IV.  B.  17): 

Q  =  231^21'  25"9  i  =  162^42'  i4"8  ; 

nach  Anhang  IV.  B.  18) : 

u,  =  i44"7'  22"7  u„,=  itf  53'  24"8. 

Für  u„f —  Uf  =  2f„  ergibt  die  Benützung  der  ersten  Formel  in  Anh.  IV.  B.  15): 

2fn=  23^46' i"6, 

weshalb,  um  den  beiden  Resultaten  gleichzeitig  Rechnung  zu  tragen,  für  die  folgende 
Rechnung  angenommen  wird: 

u,  =  144"  7'  22"9  u„,=  ibf  53'  24^7. 

Nach  Anhang  IV.  B.  19)   wird  nun  weiter  bestimmt: 

2w„=  — 0°  44'  2"9  §„=  o-ooo  000 

logm„=       8-078484  logÄ„=  8«i5i  910 

log  /,,=       8-046  043  log  z„=  8-358  042  ; 
nach  Anh.  IV.  B.   20): 

F,,=  -  14^42'  i3"9  v,  =  —  26"35'  I4"8 

log^    =  9-961    172  V,„=—     2    49    13-0 

log?=        9-989917  ^^=       42     4     3-6; 

nach  Anh.   IV.  B.  21)  mit  Benützung  der  Tafel  XVIII  des  zweiten  Bandes: 
ö,  =  +  0-002  4939  ö,„=  +  o-ooo  0271 

logP/=      2064728  logPi'"=      2-065441 

l0gP3'=         1.587029  l0gP3"'=         1-588  313      . 

T  =    .10-998  09  T  =    10-998  05   (Januar). 

Es  sind  sonach  die  Elemente  zusammengestellt: 

(f  I.   1866. 

T  =  1866  Januar  1099807  mittl.  Berl.  Zeit 

rt  =     42^   4'    3"6 

Q  =  231    2\   259    \    niittl.  Äquin.  1866-0. 
i  =   162  42   14-8 

log?  =  9989  917 
log  e  =  9-961  172. 
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Um  die  mittleren  Beobachtungen  nach  diesen  Elementen  darstellen  zu  können,  be- 
rechnet man  mit  Hilfe  der  Tafel  Via)  die  Ausdrücke  nach  Anh.  IV.  B.  22]: 

€    =  +  0044  6729 

loga=       9.997717 
log  ß  =       8.649  475  , 

und  erhält  nach  Anh.  IV.  B.   23): 

log  M„  =      1^173  752  log  Jf  °  =      0^842  695 

«?,,  =  —  20°  2 1 '  2  7"3  w?,7  =  _  90  39'  26' o 

log  x„  =      9^262  094  log  z^,  =      8^934  647 

n„  = +  0-001  4916  w°  =+0.000  3302 

log  G„  =      0000  259  log  G,7  =      0.000  057 

logfi„=                    o  loglf2=                    o 

v„  =-  20« 44'  io"2  V?,  =—9°  50'  7"i 

logr,,  =      0.003  568  log  r,?  =      g.992  976 

u„  =  149^58'  27"5  u?,  =  160^52'  3o"6. 

Nach  Anh.  IV.  B.  24)  findet  sich: 

^,=        0^56'    5"7  A,?=  356^26' ro"6 

/?„=  +  29     13     19.4  ßO  =  -^g    24    43.9, 

und  hieraus: 

Beob.-Rechg.{  '^"^^^/"=  +  '}  ^  älo.osß?.=  +  2J 

^\  dß„==  +  o"i  dßo=  +  o"i. 

Die  berechneten  Orte  liegen  innerhalb  der  Unsicherheitsgrenzen  einer  sechsstelligen 
Rechnung  in  den  bestimmten  grössten  Kreisen,  da  sich  die  auftretenden  Fehler 
durch  Änderungen  von  ein  bis  zwei  Einheiten  der  sechsten  Decimale  in  den  Loga- 
rithmen der  heliocentrischen  Coordinaten  wegschaffen  lassen. 
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nL  Absohnitt.  Ermittlung  einer  Kreisbahn. 


Durah  die  Annahme  einer  kreiBförmigen  Hahn,  in  deren  Centram  der  Sonnen- 
mittelpunkt sich  befindet,  ist  die  Anzahl  der  zu  bestimmenden  Elemente  auf  vier 
reducirt,  nämlich  die  Neigimg  t\  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  Q,  den  Radius 
des  Kreises  a  und  das  Argument  der  Breite  ti^  für  eine  bestimmte  Epoche;  es  sind 
somit  zwei  vollständige  Beobachtungen  zu  deren  Bestimmung  ausreichend.  Bezeichnet 
man  mit  u  das  Argument  der  Breite  für  die  Zeit  t,  welche  man,  die  Epoche  als 
Ausgangsp\mkt  betrachtend,  in  Einheiten  des  mittleren  Sonnentages  zählt,  so  erhält 
man  zur  Berechnung  von  u  die  Relation : 

in  welcher  fi  die  bezügliche  mittlere  siderische  Bewegung  darstellt. 

Es  sollen  die  zur  Rechnung  nöthigen  Formeln  sofort  in  der  Reihenfolge  auf- 
geführt werden,  in  welcher  man  dieselben  thatsächlich  anzuwenden  hat.  Die  Grund- 
lagen der  Rechnung  seien : 

Beobachtg.    Beobachtgszeit.    Beob.  Längen.    Beob.  Breiten.     Sonnenlängen,    log  Entfg  der  Sonne. 

1  t,  l,  ß,  L,  logR, 

2  tff  K  ß„  L„  logüf,,. 

Da  es  bei  derartigen  Bahnbestimmungen,  welche  meist  nur  unternommen  werden, 
um  fiir  die  nächste  Zeit  genäherte  Ephemeriden  zu  erhalten,  selten  auf  die  grösste 
Schärfe  ankommt,  so  wird  es  sich  empfehlen,  die  Beobachtungen  ohne  Anbringung 
irgend  welcher  Correctionen  für  Präcession,  Nutation,  Aberration  und  Parallaxe  zu 
verwerthen,  man  wird  also  die  durch  die  Beobachtungen  angegebenen  Rectascensionen 
und  Declinationen  mit  der  wahren  Schiefe  der  Ekliptik  in  Längen  und  Breiten  um- 
setzen und  diese  so  erhaltenen  Coordinaten  in  Verbindung  mit  den  zugehörigen  wahren 
Sonnenlängen  der  Rechnung  zu  Grunde  legen.  Die  schliesslich  erhaltenen  Elemente 
werden  für  das  wahre  Äquinoctium  der  ersten  Beobachtung  geltend  angenommen 
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werden  können,  wenn  man  die  kleinen  Veränderungen  der  Reductionselemente  in  der 
Zwischenzeit  übergeht.  Zunächst  berechnet  man  die  Hilfsgrössen  (vergl.  31)  pag.  360;: 

cos  ip,  =  cos  ß,  cos  (k,  —  L,)     ,  cos  xp„  =  cos  /?„cos  {X„ —  L„) 

sin  ip,  cos  P,  =  cos  ß,  sin  [l,  —  L,)     ,  sin  ip„  cos  P„  =  cos  ß„  sin  (X„ —  L„)  1    ^  j 

sin  iff,  sin  P,  =  sin  /?,                            ,  sin  ip„  sin  P,,  =  sin  ß„ 

sin  ?//;  und  sin  ip„  stets  positiv  zu  nehmen  ; 

dann  ermittelt  man   (vergl.  26)  pag.  375  und  30)  pag.  376) : 

w9inW=sin\(L,  —  L,)sm\(P„+P,)  ,   h sin H  =  sin \(L„—L,) cos \{P„+P,) 
W7  cos  TF  =  cos^  {L„ —  L,)  sin  ^  {P„ —  P,)  ,   A  cos  H  =  cos  |  {L„ —  L,)  cos  |^  [P,, —  P,) 

Probe:     «?2-}-  ä2=z=  i. 
Bestimmt  man  unter  einer  Annahme  über  a,  die  Winkel  z,  und  z„  (vergl.  29)  pag.  360) 

sin«,  =     ^^  ^'  ,         sm«„=  -^^-^-^^  ?  3) 

so  wird  die  halbe  heliocentrische  Bewegung  /  ausgedrückt  sein  (vergl.  ^9)  pag.  3761 

^''''''^  •         sin/2  =  wHin[W'—  \[z,,+  z,)]'^+  hHin  [H'+  \{z„—  z,]]\      4) 

welcher  Werth  mit  dem  aus  dem  vierten  Kepler'schen  Gesetze  (vergl.  pag.  50/ 
resultirenden,  in  Bogensekunden  ausgedrückten  Bogen : 

f  =  4r  '-^h      7       log--^,  =  3-2489766,         5) 

stimmen  muss,  falls  die  richtige  Annahme  über  a  gemacht  wurde.  Einige  Versuche 
in  Verbindung  mit  einem  einfachen  Interpolationsverfahren  werden  bald  den  wah- 
ren Werth  von  a  finden  lassen. 

Bei  der  Bestimmung  der  Winkel  z,  und  z„  nach  den  obigen  Gleichungen  5^ 
kann  ein  Zweifel  entstehen,  ob  die  zu  dem  stets  positiven  Sinus  gehörenden  Bogen 
im  ersten  oder  zweiten  Quadranten  zu  nehmen  seien.  Da  i/', ,  z,  einerseits,  t/',. 
z„  andrerseits  je  einem  ebenen  Dreiecke  angehören,  so  dürfen  die  Bogen  \p,-\-^> 
und  \f)„-\-z„  niemals  den  Betrag  von  180°  überschreiten;  sind  daher  ip,  und  C'. 
grösser  als  90^,  wie  dies  bei  Anwendung  der  vorstehenden  Methode  meist  der  Fall 
sein  wird,  so  dürfen  z,  und  z„  nur  im  ersten  Quadranten  genommen  werden,  sind 
dagegen  1//,  und  ip„  kleiner  als  90*^,  so  können  unter  Umständen  sowol  die  im  ersten 
Quadranten  genommenen  Werthe  von  z,  und  z,,  als  auch  deren  Supplemente  zu  1 80** 
in  Betracht  kommen. 

Ist  der  wahre  Werth  von  a  ermittelt,  so  kann  an  die  Ableitung  der  Eleraentf 
geschritten  werden ;  um  hierbei  gute  Controlen  zu  erhalten,  wird  sich  die  Befolgung 
des  folgenden  Verfahrens  empfehlen.  Zunächst  leitet  man  aus  den  Werthen  von 
a  die  geocentrischen  Distanzen  q,  und  q,„  ab,  nach  (vgl.  pag.  360): 

Q,  =  R,  cosi/'/  +  acosz,     1 
Q„  =  R„cos\p„  4-  acosz„^  j 
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welche  Form  in  der  Regel  tot  der  scheinbar  bequemeren: 

a8in(2  -f- V) 


Q  = 


Bintjf 


den  Vorzug  verdient.     Aus  den  geocentrischen  Distanzen  finden  sich  die  heliocen- 
trischen  Coordinaten  [vergl.  4)  pag.  21]: 


vurzu^  veraieui..     aus    aen   geocenuiscnen  jL/istanzi 
ben  Coordinaten  [vergl.  4)  pag.  21]: 

508  {t, — L, )  CO8  6,  =  Q,  008  ( X, — L,)  008  ft— -ß,  ,   O  008  (/,,— i,,)  008  h„  =  Q„  C08  (Ä„— Z„)  008  ß„--E„\ 

lin  (/,— i,)  C08  6,  =:  ^,  8in  (X,— i,)  oo8  ft         ,    o  sin  {l^—L,,)  oosh;, = ^„  8in  {X„—L„)  oo8  ft,         ^ 


Hierbei  müssen  die  Werthe  von  a  identisch  mit  dem  durch  die  Versuche  erhaltenen 
gefunden  werden.     Neigung 'und  Knoten  erhält  man  aus  [verjgl.  i)  pag.  102]: 

tg*sin{Z,  —  Q)  =  tgb, 

tg*cos(Z, 


"'-  8in(/,-/,) 


8) 


in  welchen  Formeln,  weil  dieselben  wohl  nur  auf  Planeten  angewendet  werden,  tg  t 

stets  positiv  anzunehmen  *  ist.      Die  Argumente   der  Breite  finden  sich   [vergl.  3) 

pag.  102]  nach:  ^  ^   ,.        ^.        .  1 

*^         ^  tg«,  =tg(/,  —  Q)sect   1 

tgtt^  =  tg(/,,—  Q)secf.  j  ^^ 
Als  Probe  hierfür  gilt: 

u„  —  u,=  2f.  10) 


Die  in  Bogensekunden  ausgedrückte  tägliche  mittlere  siderische  Bewegung  /w 
ergibt  sich  nach:  .„ 


^  =  ^ 


|,  logF  =  3.550  0066.  I  11) 


Um  nun  eine  Ephemeride  abzuleiten,  berechnet  man  mit  der  wahren  Schiefe 
der  Ekliptik  €,  welche  etwa  der  Zeitmitte  entspricht,  die  bekannten  Aquatorcon- 
stanten  [vgl.  14)  pag.  18]  nach: 

sin  J  sin  5  =  sin  Q  cos  e 
sin  b  cos  B  ^^  n  cos  (N  +  «) 
sino sin  C  =  sin  Q  sin e 
sino cos  C  =  w sin  (iV  +  c) , 


13) 


»siniV 

= 

sint. 

»cosiV 

= 

cosQ  cos». 

sinasiA^ 

= 

cosQ, 

sinacos^ 

= 

— 

sinQcosf , 

und  setzt  abkürzend 

A 

=  A  +  u., 

E 

=  B  +  u,, 

C 

=  C  +  w,, 

12) 


a  =  asma 
ß  =  asinb 
y  =  asinc, 

dann  sind  die  wahren  heliocentrischen  Sonnencoordinaten  bestimmt  durch: 


a;  =  a  sin  (-4'  +  M^j 
y  =  /Jsin(5'  +  |u^) 
z  =  ysin(C"  +  /i^), 


14) 


in  welchen  Formeln  t  die  seit  der  Epoche  der  ersten  Beobachtung  verflossene  Zeit 
in  mittleren  Sonnentagen  darstellt. 

Oppolzer,  Bahnbestininiingeii.  I.   2.  Aiifl»ge.  57 
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Es  sollen  nun  die  vorstehend  ^atwickelten  Formeln  durch  ein  Beispiel  er* 
läutert  werden,  in  welchem,  da  wie  in  allen  ähnlichen  Fällen  nicht  die  grösate 
Genauigkeit  gefordert  wird,  die  Rechnung  nur  fünfstellig  geführt  wird.  Die  Be- 
obachtungen sind  dem  Planeten  (S)  Angelina  entlehnt  und  liefern  als  Grundlagen 
der  Rechnung: 


mittl.  Berl.  Zeit: 

X 

ß 

L 

logÄ 

i86i  März  95 

180°  42' 36" 

-  1°  34'  28" 

349°  24'  10" 

9.99727 

M     i8-5 

178   39  25 

—  «    39     2 

358    21   53 

9-99835, 

welche  Angaben  auf  das  wahre  Äquinoctium  1861  März  9*5  bezogen  gedacht  sind. 
Nach  i)  (pag.  448)  erhält  man: 

,//,  =  i68°35'    6",  P,  =  i87°58'48" 

t/;„  =  178    19  26  ,  P„  =  259   57  47  ; 

nach  2)   (pag.  448)  findet  sich : 

TF' =  i*8i°  I5'2i",  logt^^  =  953930 

H'  =      o   52  55  ,  logÄ2  =9.81544. 

Nun  sind  die  Gleichungen  3),  4)  und  5)  (pag.  448)  durch  Versuche  aufzulösen.  Da 
die  Beobachtungen  einem  kleinen  Planeten  angehören,  so  kann  für  den  ersten  Ver- 
such a  =  2'^  angenommen  werden;  bezeichnet  man  den  aus  der  Formel  4)  (pag.  448) 
für  f  resultirenden  Werth  mit  fg ,  den  durch  die  Gleichung  5)  erhaltenen  mit  /p, 
so  ergibt  dieser  Versuch: 

/^-/p  =  +  ''43"; 

es  muss  daher  die  Annahme  über  a  etwas  vergrössert  werden;  der  zweite  Versuch 
wurde  deshalb  mit  dem  Werthe  a  =  2-65  durchgeführt  und  ergab: 

Durch  eine  lineare  Interpolation  findet  sich  der  verbesserte  Werth  von  0=2-64439, 
mit  welchem  der  dritte  Versuch  durchgeführt  wurde ;  da  sich  in  demselben : 

fand,  so  ist  der  letzte  Werth  als  der  wahre  zu  bezeichnen.  Die  Bechnung  dieser 
drei  Versuche  gestaltete  sich,  wie  folgt: 


Versuch : 
a 

I. 

2-50000 

a. 
2-65000 

3- 

2-64439 

loga 

0-39794 
4"  30' 44" 

0-42325 
4°  15' 22" 

0-42233 

4°  15' 55' 

0   40    4 
2    35  24 

0  37  48 
2   26  35 

0   37  53 
2    26  54 

^{Zn-Z) 

H'  +  {{z„-z) 

—  »    55  20 
»78  39  57 

—  I      2  25 

—  I    48  47 
178  48  46 

—  0   55  52 

—  I    49     1 
178  48  27 

—  0   56     6 
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sm{W'—  \{z„  +  2f,)}2  673410  663276  6.63661 

sm{n'  +^{z„  —  z,))^  6-51801  6-42172  642534 

log/  6-27340  6-17206  6-17591 

log//       6-33345  6-23716  6-24078 

Add.  0-27204  0-26970  0.26980 

sinfg^  6-60549  6-50686  6-51058 

sin/^  8.30274  8-25343  8-25529 

fg  1^9' 2"  i°i'37"  i^i'53" 

Ya  0-19897  0-21162  0-21116 

a*  0-59691  0-63487  063349 

log/p  3-60631  3-56835  3-56973 

/p  i^/iq"  i°i'4i"  i°i'53" 

fg—fp  +       I  43  —  4  P. 

Nach  6)   (pag.  448)  erhält  man : 

log^,  =s=  0-22088  ,  log?/,  =  021708, 
nach  7)  (pag.  449): 

/,=  i76^29'2"  ,  /.=  i78^32'49" 

logtgi,  =  8,^23758  ,  logtgi,,  =  8^25428 

loga  =  0.42232  ,  loga  =  0-42232, 

nach  8)  (pag.  449) : 

Q=3i4°23'  17",  f=  i°28'36", 

nach  9)  (pag.  449): 

U,  ==  222''  6'  18"    ,  U„  =  220^"  \d  5", 

Die  nach  10)  (pag.  449)  folgende  Probe   stimmt  bis  auf  eine  Bogensekunde.     Nach 

11)  (pag.  449)  wird:  ^ 

jti=825I2. 

Die  Kreiselemente  sind  daher  zusammengestellt: 

Epoche:  1861  März  9*5  mittl.  Berl.  Zeit 

U,  =  222""    6'  18"  ^        ,  V       . 

I  wahres  Aqumoct. 

|w  =  825^12 
loga=  0-42233. 

Um  nun  aus  diesen  Elementen  eine  Ephemeride  zu  erhalten,   berechnet  man  nach 

12)  (pag.  449)  mit  der  wahren  Schiefe  (23**  27'  29"): 

A  =    44^  23'  47"  logsina  =  9*99992 

^  =  313    55     o  logsin 6  *=  9.95907 

C  =  3i6   42  40  logsinc  =9.61793      • 
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und  erlangt  demnach  nach  13)  und  14)  (pag.  449)  zur  Bestimmung  der  rechtwink- 
ligen wahren  heliocentrischen  Coordinaten  die  Formen: 


X  =  0-42225  sin  (266®  30'  5"  +  825"i2 1] 
y  =  0.38140  sin  (176  I  18  +825"i2^) 
z  =004026  sin  (178   48  58   +825"i2^), 

in  welchen  die  überstrichenen  Factoren  logarithmisch  angesetzt  sind  und  t  in  Ein- 
heiten des  mittleren  Sonnentages  von  der  Epoche  1861  März  9*5  zu  zählen  ist. 
Leitet  man  hieraus  eine  Ephemeride  ab,  so  erhält  man  die  folgenden  Zahlen,  neben 
welchen  die  Correctionen ,  welcher  die  Ephemeride  bedarf,  um  mit  den  Beobach- 
tungen zu  stimmen,  angesetzt  sind: 


mittl.  Berl.  Zeit: 

a 

S 

Ja 

M 

1861  März  -Q-s 

12*    0" 

6* 

-  1°  43'6 

0* 

o'o 

.,     «7-5 

"  53 

18 

—  I      3-9 

0 

o-o 

,.     25-5 

II  46 

27 

—  0    22-5 

+    5 

—  0-4 

April    2-5 

II  40 

3 

+  0  17. 1 

+  16 

—  1-4 

n      IO-5 

"  34 

35 

+  0   51-9 

+  36 

—  31 

.,     i8-5 

II  30 

23 

+  I    »9-5 

+  65 

—  5-7 

Eine  solche  Ephemeride  würde  den  Beobachtern  sehr  gute  Dienste  geleistet  haben, 
da  die  Fehler  für  nahe  liegende  Epochen  als  relativ  gering  zu  bezeichnen  sind. 
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Tafel  I. 


vergL  psg.  ». 

Mittl.  Zeit 

Red.  auf 
Sternzeit 

Mittl.  Zeit 

Red.  auf 
Sternzeit 

Mittl.  Zeit 

Red.  auf 

Stemzeit 

Mittl  Zeit 

Red.  auf 
Stemzeit 

P.p. 

oh  on»o8 

0™  o'o 

6h  501,58 

4- 

imo«o 

I2*»IO™29« 

H-  2»  o»o  ' 

Igh,  500448 

4-3<no«o 

O«         Cft 

6     5 

-|-o     I.O 

II  20 

H-i 

[      1.0 

16  34 

4-2    1.0 

21  49 

-f-3     1.0 

37»      ai 

12    lO 

4-0    2.0 

17  »5 

H-i 

(     2.0 

22  40 

-j-  2    2.0 

27  54 

4-3    2.0 

1»  13« 

Cl 

i8  i6 

-f-o    3.0 

23  30 

H-i 

t      3.0 

28  45 

H-2    3.0 

33  59 

4-3     3^ 

I»  50« 

aj 

24  2? 

4-0    4.0 

29  36 

H- 

1     4.0 

34  50 

H-2    4.0 

40     5 

H-3    4.0 

2™  26«      0.4 
3"     3»    :  0-5 

30  26 

H-o    5.0 

35  41 

H- 

[      5.0 

40  55 

H-2    5.0 

46    10 

H-3    5.0 

3m  39. 

0.6 

36  31 

4-0    6.0 

41  46 

H-i 

[     6.0 

47     I 

H-2    6.0 

52 15 

4-3    6.0 

4«n  l6« 

c- 

4»  37 

+  0    7.0 

47  51 

H-i 

[      7.0 

53     6 

H-2    7.0 

18  58  20 

4-3    7.0 

4»  52» 

o4 

48  42 

4-0    8.0 

6  53  56 

H-i 

I      8.0 

12  59  II 

H-2    8.0 

19     4  26 

H-3    8.0 

5m  29. 

^ 

0  54  47 

-f-o    9.0 

702 

H-i 

[     9.0 

13     5  16 

H-2    9.0 

10  31 

H-3    9.0 

I     0  52 
6  58 

4-0  lo.o 
4-0   II.O 

6     7 
12  12 

H-i 
H-i 

[     lO.O 
[    II.O 

II  21 

17  27 

H-2    lO.O 

H-  2  II.O 

16  36 

22  41 

H-3  »o.o 
H-3  ".0 

1 

13     3 

4-0  12.0 

18  17 

H-i 

[  12.0 

23  32 

H-  2  12.0 

28  47 

H-3  "-o 

o»     o»a 

19     8 

H-O  13.0 

24  23 

H- 

I  13.0 

29  37 

H-2  13.0 

34  52 

4-3  »3.0 

4«      0.01 

25  13 

4-0  14.0 

30  28 

H-i 

[  14.0 

35  42 

H-2  14.0 

40  57 

4-3  «4.0 

7»        0.23 

31   19 

H-0  15.0 

36  33 

H-i 

[  15.0 

41  48 

H-2  15.0 

47     2 

4-3  15.0 

15«      0^ 

37  »4 

4-0  16.0 

4»  38 

H-i 

[  16.0 

47  53 

4-2  16.0 

53     7 

H-3  i6-o 

i8«    .  0^- 

43  *9 

-f-o  17.0 

48  44 

H-i 

l  17.0 

13  53  58 

H-2  17.0 

19  59  13 

H-3  »7.0 

*2«     '  Oü06 

49  34 

4-0  18.0 

7  54  49 

-f-i 

l  18.0 

14    0     3 

H-2  18.0 

20     5  18 

4-3  18.0 

26«        OC' 

I   55  40 

4-0  19.0 

8     0  54 

H-i 

[  19:0 

6     9 

4.  2    19.0 

11  23 

4-3  I9-0 

29»   ;  od 

2     I  45 

-f-o    20.0 

6  59 

-f-1 

20.0 

12  14 

-f-2    20.0 

17  28 

Jm  4  20  0 

33»     O.CS 

-f-  3  »0.0 

7  50 

H-o  21.0 

13     5 

-f-i 

21.0 

18  19 

4-2    21.0 

23  34 

H-  3  21.0 

13  55 

4-0    22.0 

19  10 

-f-i 

[  22.0 

24  24 

H-2  22.0 

29  39 

4-3  22.0 

20     I 

H-O  23.0 

25  15 

-f-i 

[  23.0 

30  30 

H-2  23.0 

35  44 

H-  3  »3.0 

26     6 

H-O  24.0 

31  ao 

H-i 

l  24.0 

36  35 

H-  2  24.0 

41  49 

4-3  24.0 

32  II 

H-o  25.0 

37  26 

-f-i 

25.0 

42  40 

H-2  25.0 

47  55 

4-  3  25.0 

38  16 

H-O  26.0 

43  31 

H-i 

26.0 

48  45 

H-  2  26.0 

20  54    0 

4-  3  26.0 

44  a* 

H-o  27.0 

49  36 

H-i 

27.0 

14  54  51 

H-2  27.0 

21      0      5 

-f-  3  27.0 

50  27 

H-O  28.0 

8  55  41 

H-i 

[  28.0 

15     0  56 

H-2  28.0 

6  10 

H-  3  28.0 

2  56  32 

H-O  29.0 

9     I  47 

+  ^ 

[  29.0 

7     I 

4-  2  29.0 

12    16 

H-  3  29.0 

3     »  37 

H-O  30.0 

7  5* 

-f-i 

l  30.0 

13     6 

4-2  30.0 

18    21 

H-3  30.0 

8  43 

H-O  31.0 

13  57 

H-i 

[  31.0 

19  12 

4-2  3I-0 

24  26 

H-3  31.0 

14  48 

H-O  32.0 

20     2 

H-i 

[  32.0 

25  17 

4-2  32.0 

30  31 

-H3  32.0 

*o  53 

H-O  33.0 

26     8 

-f-i 

I  33.0 

31  22 

-f-  2    33.0 

36  37 

-f-3  33.0 

26  58 

H-O  34.0 

3»  13 

H-i 

[  34.0 

37  27 

4-  2  34.0 

42  42 

H-3  34.0 

33     3 

-f-o  35.0 

38  18 

-f-i 

f  35.0 

43  33 

H-  2  35.0 

48  47 

-f-3  35.0 

39     9 

H-O  36.0 

44  23 

H-i 

l  36.0 

49  38 

4-2  36.0 

21  54  52 

H-3  36.0 

45  14 

H-O  37.0 

50  28 

H-i 

37.0 

15  55  43 

4-2  37.0 

22      0    58 

H-3  37.0 

51   19 

H-O  38.0 

9  56  34 

4-1 

38.0 

16     I  48 

4-2  38.0 

7     3 

H-  3  38.0 

3  57  24 

H-O  39.0 

10     2  39 

H-i 

[  39.0 

7  54 

H-2  39.0 

13     8 

H-  3  39.0 

4     3  30 

H-  0  40.0 

844 

H-i 

[  40.0 

13  59 

H-2  40.0 

19  13 

-H3  40.0 

9  35 

H-O  41.0 

14  49 

H-i 

41.0 

20    4 

H-  2  41.0 

25  19 

4-  3  41.0 

15  40 

H-  0  42.0 

20  55 

H-i 

42.0 

26    9 

4-2  42.0 

3»  24 

-H  3  42.0 

21  45 

H-O  43.0 

27     0 

H-i 

t  43.0 

32  14 

4-  2  43.0 

37  29 

H-3  43-0 

27  51 

H-O  44.0 

33     5 

H-i 

44.0 

38  20 

4-2  44.0 

43  34 

H-3  44.0 

33  56 

H-  0  45.0 

39  10 

H-1 

[  45.0 

44  25 

4-  2  45.0 

49  39 

-f-  3  45.0 

40     I 

H-O  46.0 

45  16 

H-i 

[  46.0 

50  30 

4-  2  46.0 

22  55  45 

H-3  46.0 

46     6 

H-  0  47.0 

51  21 

H-i 

[  47.0 

16  56  35 

H-  2  47.0 

23     I  50 

H-  3  47.0 

52  12 

H-  0  48.0 

10  57  26    . 

+  1 

[  48.0 

17     2  41 

H-  2  48.0 

7  55 

4-  3  48.0 

4  58   17 

H-  0  49.0 

"     3  31 

H-i 

I  49.0 

8  46 

H-  2  49-0 

14    0 

H-  3  49-0 

5     4  22 

H-O  50.0 

9  37 

-f-J 

l  50.0 

14  51 

H-2  50.0 

20     6 

H-  3  50.0 

10  27 

H-O  51.0 

15  42 

H-] 

l  51.0 

20  56 

H-2  s^'O 

26  11 

H-3  5».o 

16  33 

H-O  52.0 

21  4? 

-f- 

[  52.0 

27     2 

H-2  52.0 

32  16 

H-  3  52.0 

22  38 

H-O  53.0 

27  52 

H-i 

I  53.0 

33     7 

H-2  53.0 

38  21 

H-  3  53.0 

»8  43 

H-O  54.0 

33  58 

+  1 

I  54.0 

39  12 

H-2  54.0 

44  27 

H-3  54.0 

34  48 

H-O  55.0 

40     3 

H- 

I  55.0 

45  17 

4-  2  55.0 

50  32 

H-  3  55.0 

40  54 

4-0  56.0 

46     8 

-f- 

[  56.0 

51  23 

4-  2  56.0 

23  56  37 

4-  3  56.0 

46  59 

4-0  57.0 

52  13 

+  1 

l  57.0 

17  57  28 

4-  2  57.0 

24     2  42 

4-  3  57.0 

53     4 

H-  0  58.0 

II  58  19 

H-i 

[  58.0 

18     3  33 

4-2  58.0 

8  48 

-f-  3  58.0 

5  59     9 

H-O  59-0 

12     4  24 

H- 

[  59.0 

9  38 

4-  2  59.0 

14  53 

4-  3  59.0 

6     5  15 

H- 1    0.0 

12  10  29 

+  : 

t    0.0 

18  15  44 

4-3    0,0 

24  20  58 

4-4    0.0 

rT  1 
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^ternieit 

Red.  auf 
mittl.  Zeit 

Sternseit 

Red.  auf 
mittl.  Zeit 

Sternzeit 

Red.  auf 
mittl.  Zeit 

Sternzeit 

Red.  auf 
mittl.  Zeit 

P.p. 

)h   o"  o» 

on»o»o 

6h  6nii5t 

—  in»o»o 

12h  121029* 

—  zva  o«o 

i8hi8«n44« 

1 

;">o«o 

o» 

o»o 

6     6 

—  0      I.O 

12  21 

—  I     1.0 

18  35 

—  2     1.0 

24  50 

— ; 

\    1.0 

37- 

O.I 

12  la 

—  0    2.0 

18  27 

—  I     2.0 

24  42 

—  2      2.0 

30  56 

—  ; 

\    2.0 

im   ,3» 

0.2 

i8   19 

—  0    3.0 

»4  33 

—  I     30 

30  48 

—  2      3.0 

37     2 

—  i 

3.0 

!">   50» 

0.3 

24  25 

—  0    4.0 

30  40 

—  I    4.0 

36  54 

—  2      4.0 

43     9 

—  [ 

;    4.0 

am  26» 
3m     3. 

0.4 
0.5 

30  31 

—  0    5.0 

3646 

—  I     5.0 

43     0 

2      5.0 

49  15 

—  3 

;    5.0 

3»"  40» 

0.6 

36   37 

—  0    6.0 

42  52 

—  I     6.0 

49     7 

2      6.0 

18  55  21 

—  3 

6.0 

4"»  i6«» 

0.7 

42  44 

—  0    7.0 

48  58 

—  I     7.0 

la  55  13 

—  2      7.0 

19     I  27 

—  3 

;    7.0 

4m  53. 

0.8 

48   50 

—  0    8.0 

6  55     4 

—  I     8.0 

13     I  19 

2      8.0 

7  34 

—  ■ 

(    8.0 

5«  30* 

0.9 

)  54  56 

[        I        X 

—  0    9.0 

—  0   lO.O 

7     I   II 

7  17 

—  I     9.0 

I     lO.O 

7  25 
13  31 

2      9.0 

2    lO.O 

13  40 
19  46 

\     9-0 
;  lo.o 

1 

7     9 

—  0   Il.O 

13  23 

—  I     II.O 

19  38 

—  2    II.O 

25  52 

— ' 

1    II.O 

13   15 

—  0  12.0 

19  29 

—  1  12.0 

25  44 

2    12.0 

3»  59 

— ; 

12.0 

o» 

0800 

19  21 

—  0  13.0 

25  36 

—  1  13.0 

31   50 

—  2    13.0 

38     5 

— : 

13.0 

4- 

O.Ol 

25   »7 

—  0  14.0 

31  42 

—  I  14.0 

37  56 

2    14.0 

44  II 

"^  ; 

;  14.0 

II» 

0.02 
0.03 

31    34 

—  0  15.0 

37  48 

—  I  15.0 

44     3 

2    15.0 

50  17 

• 

15.0 

15« 

0.04 

37  40 

—  0  16.0 

43  54 

—  I  16.0 

50     9 

2    16.0 

19  56  23 

'. 

16.0 

18« 

0.05 

43   46 

—  0  17.0 

50     I 

—  I  17.0 

13  56  15 

2    17.0 

20     2  30 

—  ; 

;  17.0 

22« 

0.06 

49  5» 

—  0  i8.o 

7  56     7 

—  I  18.0 

14     2  21 

2    18.0 

8  36 

—  3 

;  18.0 

26« 

0.07 

55   59 

—  0  19.0 

8     2  13 

—  I  19.0 

8  28 

—  2    19.0 

14  42 

^—  l 

;  190 

29s 

33« 

0.08 
0.09 

*     5 
8    11 

—  0  20.0 

8  19 
14  26 

—  I  20.0 

—  I  21.0 

14  34 
20  40 

—  2    20.0 

20  48 
26  55 

^__ . 

\  20.0 

—  0  21.0 

—  2    2I.O 

—  ; 

;  21.0 

14  17 

—  0  22.0 

20  32 

—  I  22.0 

26  46 

—  2   22.0 

33     I 

—  3 

22.0 

20   24 

—  0  23.0 

26  38 

—  I  23.0 

32  53 

—  2   23.0 

39     7 

—  3 

\  23.0 

26   30 

—  0  24.0 

3*  44 

—  I.  24.0 

38  59 

2    24.0 

45  13 

—  ■ 

\  24.0 

32   36 

—  0  25.0 

38  51 

—  I  25.0 

45     5 

—  2    25.0 

51   20 

—  3 

25.0 

38  4» 

—  0  26.0 

44  57 

—  I  26.0 

51   II 

2    26.0 

20  57  26 

—  3 

t  26.0 

44  49 

■—o  27.0 

51     3 

—  I  27.0 

14  57  18 

2    27.0 

21     3  32 

— ; 

;  27.0 

50   55 

—  0  28.0 

8  57     9 

—  I  28.0 

»5     3  24 

2   28.0 

9  38 

— : 

\  28.0 

57      I 

-^0  29.0 

9     3  16 

—  I  29.0 

9  30 

—  2    29.0 

15  45 

—  ! 

\  29.0 

3      7 

—  0  30.0 

9  22 

—  I  30.0 

15  36 

2    30.0 

21   51 

— ; 

\  30.0 

9    »4 

—  0  31.0 

15  28 

—  I  3J-0 

21  43 

2    31.0 

27  57 

— ; 

\  31-0 

15   20 

—  0  32.0 

21   34 

—  I  3*-o 

27  49 

2    32.0 

34     3 

—  3 

;  32.0 

21    26 

—  0  33.0 

27  41 

—  I   33.0 

33  55 

—  2    33.0 

40  10 

— : 

\  33.0 

»7   3* 

—  0  34.0 

33  47 

—  I   34.0 

40     I 

—  2    34.0 

46  16 

. 

* 

\  34.0 

33    38 

—  0  35.0 

39  53 

—  I   35.0 

46     8 

—  2    35.0 

52  22 

_^ 

\  35.0 

39   45 

—  0  36.0 

45  59 

—  I  36.0 

52  14 

—    2    36.0 

21   58  28 

— : 

\  36.0 

45    5» 

—  0  37.0 

S^     5 

—  I   37.0 

15  58  20 

—  2    37.0 

22     4  35 

— ', 

\  37.0 

51    57 

—  0  38.0 

9  58  12 

-I   38.0 

16     4  26 

2    38.0 

10  41 

— : 

j  38.0 

58      3 

—  0  39.0 

10    4  18 

—  1  39.0 

10  33 

—  2    39.0 

i6  47 

— ' 

\  39.0 

4   10 

—  0  40.0 

10  24 

—  1  40.0 

16  39 

2    40.0 

22  53 

—  ; 

j  40.0 

10    16 

—  0  41.0 

16  30 

—  1  41.0 

22  45 

2   41.0 

29    0 

— ; 

\  41.0 

16    22 

—  0  42.0 

22  37 

—  1  42.0 

28  51 

2   42.0 

35     6 

— ; 

\  42.0 

22     28 

—  0  43.0 

28  43 

—  1  43.0 

34  57 

—  2   43.0 

41   12 

— : 

\  43.0 

28    35 

—  0  44.0 

34  49 

—  I  44.0 

41     4 

—  2   44.0 

47  18 

— ; 

;  440 

34   41 

— -o  45.0 

40  55 

—  1  45.0 

47  10 

—  2    45.0 

53  24 

— : 

\  45.0 

40  47 

—  0  46.0 

47     2 

—  I  46.0 

53  16 

2   46.0 

22  59  31 

— ; 

\  46.0 

46    53 

—  0  47.0 

53     8 

—  1  47.0 

16  59  22 

—  2   47.0 

23     5  37 

— ; 

\  47.0 

53      0 

—  0  48.0 

10  59  14 

—  I  48.0 

17     5  29 

2   48.0 

11  43 

— : 

j  48.0 

^ 

59      6 

—0  49.0 

II     5  20 

—  I  49.0 

"   35 

~2    49.0 

17  49 

— '. 

\  49.0 

5    1» 

—  0  50.0 

II  27 

—  I  50.0 

17  41 

~  2.  50.0 

23  56 

—  \ 

\  50.0 

II    18 

—  0  51.0 

17  33 

—  I  51.0 

23  47 

2    51.0 

30     2 

— ; 

\  51.0 

17    »5 

—  0  52.0 

23  39 

—  1  5a-o 

29  54 

2    52.0 

36     8 

—  \ 

\  52.0 

*3   31 

—0  53.0 

»9  45 

—  I  530 

36    0 

—  2    53.0 

42  14 

—  3 

\  53.0 

a9    37 

—0  54.0 

35  5* 

—  I  54.0 

42     6 

—  2    54.0 

48  21 

— ' 

\  54.0 

35   43 

—  0  55.0 

41  58 

—  I  55.0 

48  12 

—  2    55.0 

23  54  27 

— ; 

\  55.0 

41    50 

—  0  56.0 

48     4 

—  I  56.0 

17  54  19 

—  2    56.0 

24     0  33 

— ; 

\  56.0 

47    56 

—  0  57.0 

II   54  10 

—  I  57.0 

18     0  25 

—  2    57.0 

6  39 

— ; 

\  57.0 

54      » 

—  0  58.0 

12     0  17 

—  1  58.0 

6  31 

2    58.0 

12  46 

— : 

\  58.0 

0      8 

—0  59.0 

623 

—  I  59.0 

12  37 

—  2  59-0 

18  52 

—  [ 

\  59.0 

6    15 

—  I    0.0 

12  12  29 

—  2     0.0 

18  18  44 

—  3     o-o 

24  24  58 

—  ^ 

\   0.0 
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Länge  v.  Ber- 

St. Zt. 
im  m. 

9" 

Länge  v.  Ber- 

St. zt 
im  n. 

"a- 

Name  des  Ortes 

lin  in  Zeit 
4-  westlich 

Mittag 
weniger 
St.  Zt. 

9 

log^ 

logD 

Name  des  Ortes 

lin  in  Zeit 
4-  westlich 

Mittag 
wettiger 
St.  Zt. 

^ 

S 

logJkj 

— 

östlich 

im  Berl. 
Mittag 

^ 

—  östlich 

im  Kerl. 
Mittag 

^ 

Äbo 

—  oh35ni3,85o—  5»g4'o.243  5 1 9.4649 

0.8845 

Helsingfors 

— o»»46™i4»23 

—  7»6o 

0.2385 

9.46t- =1 

Adelaide 

—  8 

20  46.4 

—82.26j9„84i  119.6850 

0„7022 

Hudson;  0. 

4-6  19  19.06 

4-62.31 

9.9400 

9.6475  a^ 

Albany,  N.  Y. 
Alfred  Obs.  N.  Y. 

4-5  48  34.13 

4-57.26 

9.96169.6379 

0.7756 

Kairo 

—  I  II  34.00 

— 11.76 

9.7599 

9.70t 5 c^ 

4-6 

4  42.00 

4-59.91 

9.9554'9.6407 

0.7722 

Kapstadt 

—  0  20  19.5 

—  3.349.8250 

9.69010,* 

Algier 
Allegheny,  Pa. 

4-0 

41  23.52 

4-  6.80 

9.8703I9.6750 

0.7214 

Kazan 

—  2  22  54.16 

—23.48  0.1647 

9.5"%"« 

+  6 

13  37.84 

4-61.38 

9.92809.6527 

0.7568 

Kew 

4-  0  ^4  50.0 

4-  9.01  0.0960  9.5661 0.1) 

Altona 

4-0 

13  48.56 

4-  2.27 

o.i286'9.5456 

0.8503 

Kiel 

4-0  12  59.14 

4-  2.13:0.1413 

9.53*3  ^« 

Amherst,  Mass. 

4-  5  43  4a.» 

4-56.46 

9.9572 

9.6399 

0.7732 

Kiew 

—  I     8  25.80 

— 11.24I0.0803 

9.57565! 

Annapolis,  Md. 

4-5  59  31.09 

4-59.06 

9.9052 

9.6619 

0.7432 

Königsberg 

—  0  28  24.2 

—  4.67  0.1473 

9.5354  c^l 

Ann-Arbor,  Mich. 

+  6 

28  30.10 

4-63.82 

9.9558 

9.6406 

0.7724 

Kopenhagen 

4-0     3  15.99 

4-  0.54 

0.1630 

9.52ilal 

Armagh 

4-1 

20  10.3 

4-13.17 

0.1415 

95372 

0.8548 

Krakau 

—  0  26  15.2 

—  4.3» 

0.0743 

9.5:^101 

Athen 

—  0 

41  20 

—  6.79 

9.8895 

9.6680 

0.7336 

Kremsmünster 

—  02  57.7 

—  0.49 

0.0435 

9.5966:1 

BerUn 

0 

0    0.00 

0.00 

0.1122 

9.5561 

0.8443 

Leiden 

4-0  35  38.56 

4-  5.86 

0.1067 

9-5595-» 

Bern 

-ho 

»3  49.25 

4-  3.91 

0.0267 

9.6057 

0.8085 

Leipzig 

4-04    0.89 

4-  0.66 

0.0939 

9.56740! 

Bethlehem.  Pa. 

4-5 

55     6.81 

4-58.34 

9.9302 

9.6517 

0.7580 

Leyton 
Lifienthal 

4-0  53  35.8 

4-  8.80 

0.0977 

9.5651  cl 

Birr  Castle 

4-1 

25  15.8 

4-14.01 

0.1215 

9.5502 

0.8478 

4-0  17  54 

4-  2.94 

0.1222 

9.5497  ci 

Bologna 

+  0 

8  10.0 

4-  1.34 

9.9895 

9.6247 

0.7903 

Lissabon  (N.  St.) 

4-  1   30  19.5 

4-14.84 

9.90099.6636;.: 

Bonn 

+  0 

25  11.62 

4-  4.14 

0.0845 

9.5730 

0.8336 

Lissabon  (Mar.  St.) 

4-1  30    8.4 

4-14.81 

9.9009  99.66  36  3.1 

Bothkamp 

4-0 

13     3.7 

4-  2.15 

0.1391 

9.5388 

0.8540 

Liverpool  (N.  St.) 

4-  I     5  52.1 

4-10.82 

0.1263  9S4'ic.t 

Bremen 

+  0 

18   19.6 

4-  3.01 

0.1212 

9.5504 

0.8476 

Lübeck 

-f  0  10  49.2 

4-  1.78 

0.1336  9-54*4  c< 

Breslau 

—  0 

14  34.0 

—  2.39 

0.0905 

9.5694 

0.8360 

Lund 

4-00  49.89 

4-  0.14 

0.163219.511?  :l 

Brüssel 

-ho 

36     6.2 

4-  5.93 

0.0864 

9.5719 

0.8344 

Madras 

—  4  27  23.4 

— 43.93|9.36*8l9.7594-Jt 

Cambridge  (Engl.) 

-ho 

53  12.16 

4-  8.74 

0.1076 

9.5589 

0.8426 

Madrid 

4-1     8  19.96  4-ii.23|9.9272^9.653C  =  '< 

Cambridge,  Mass. 

4-  5  38     5.89 

4-55.54 

9.9573 

9.6399 

0.7733 

Mailand 

4-0  16  48.87'4-  2.76 

0.0042  9.61  ?4C'! 

Charkow 

31   19.8 

—15.00 

0.0733 

9.5796 

0.8291 

Mannheim 

4-0  19  44-39 

4-  3.24 

0.0654  9,5143  ofc 

Chicago,  111. 
Christiania 

4-6 

44     1.69 

4-66.37 

9.9490 

9.6436 

0.7687 

Marburg 

4-0  18  29.9 

4-  3.04 

o.o858;9.5:»2«^ 

-ho 

10  41. 1 

4-  1.76 

0.2341 

9.4720 

0.8822 

Markree 

4-  1  27  23.3 

4-14.36  o.i3«6  9.5391t' 

Cincinnati,  0. 

4-6 

31   16.33 

4-64.28 

9.9077 

9.6610 

0.7447 

Marseille  {N.  St.) 

4-0  32    0.27 

-h  5.»6  9,97149-63140^^ 

CUnton,  N.  Y. 

4-5 

55  12.35 

4-58.35 

9.9676 

9.6352 

0.7788 

Melbourne 

—  8  46  19.4 

— 86^^69.8873  i9.66tSV 

Coimbra 

4-1 

27     9.0 

4-14.32 

9.9241 

9.6543 

0.7545 

Mexico 

4-7  30    1.5 

4-73.93  9.544619.7454 "-l' 

Cordoba 

4-5 

10  20 

4-50.98 

9,7831 

9.70>3 

o„66i4 

Modena 

4-09  52.0 

4-  1.629.99189.623^:1 

Danzig 

—  0 

21     4.7 

-  3.46 

0.1415 

9.5372 

0.8548 

Moskau 

—  I  36  42.26 

—15.89 

0.1641  9.51K:« 

Dorpat 

—  0 

53  18.6 

—  8.76 

0.2077 

9.4914 

0.8752 

Mt.  Hamilton,  Cal. 

4-9     0     1.6 

4-88.71 

9.8797i9-6-»fcc-J 

Dresden  (B.Engelh.) 

—  0 

1  19.93 

—  0.22 

0.0893 

9.5701 

0.8355 

München 

4-07     8.79 

4-  1.17 

OXH49  9-595«^ 

Dublin 

4-1 

18  56.0 

+12.97 
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cos  (T 

S!l 
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sin 
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sin  y 

i) 

«  —  «'  und  (f  —  cf  sind  an  die  beobachteten  Qrte  mit  ihren 
Zeichen  anzubringen,  um  geocentrische  Coordinaten  zu  er- 
halten. 

6  —  «  s=  Stundenwinkel 
«  —  «'  wird  im  Zeitmass  erhalten 
ef  _  cT      »       »    Bogenmass     » 

log  A  und  log  D  sind  in  Einheiten  der  letzten  Stelle  zu 
corrigiren,  wenn  die  angewandte  Parallaxe  zwischen  den 
folgenden  Grrenzen  angenommen  wird: 


Parall.  Corr. 


8"786i 
8.7881 
8.7901 
8.7921 


—30 
—29 
28 


«•7942  _^^ 
8-7962' 
8.7982;_;^ 
8.8003'^^ 
8.8o23l_  ^ 

8.8043" 
8-8063'     " 

8.8084L  ^Q 

8.8104!  11 
8.8i24Z^ 
8.8144  ^ 
8.8165 
8.8185 


—  16 
15 


Parall.  Corr. 


8"8i65 
8.8185 
8.8205 
8.8226 
8.8246 
8.8266 
8.8287 
8.8307 
8.8327 
8.8348 
8.8368 
8.8388 
8 . 8409 
8.8429 
8.8449 
8.8470 
8.8490 


-15 
-14 

-13 
-12 
-II 

-10 

-  9 

-  8 

-  7 

-  6 

-  5 

-  4 

-  3 

-  2 


Parall.  Corr. 


8^8470 
8.8490 
8.8511 
8.8531 
8.8551 
8.8572 
8.8592 
8.8613 
8.8633 
8.8653 
8.8674 
8.8694 
8.8715 
8.8735 
8.8755 
8.8776 
8.8796 


o 
I 

2 
3 
4 
5 
6 

4-  7 

4-  8 
4-^ 
4-10 

4-11 
4-12 

4-13 
4-14 
4-15 


Parall.  Corr 


8^8776 
8.8796 
8.8817 
8.8837 
8.8858 
8.8878 
8.8899 
8.8919 
8.8940 
8.8960 
8.8981 
8.9001 
8 . 9022 
8.9042 
8.9063 
8.9083 
8.9104 


4-15 
4-16 
4-17 
4-18 

4-19 
4-20 
4-21 

4-22 
4-23 
4-24 
4-25 
4-26 

4-27 
-1-28 
4-29 
4-30 
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72350 
84460 
96570 
08682 

20794 
32  906 

45019 
57133 


69247 
81  361 

93  477 
05592 
17709 


50149 
62  258 
74368 
86478 
98589 
10  700 

22  8l2 

34925 

47038 

59151 
71  266 
83381 
95496 
07012 
19728 


29  826 

41  943 
54062 
66  180 
78  300 


90419 
Ö2  540 
14661 
26783 
38905 


51  028 
63  151 

75275 
87400 

99525 


II  650 

23  777 
35904 
48031 
60  159 


266  72  288 
396,84417 
525  96  547 
656  j  08  678 
787  20  809 

32940 
45073 
57  206 

3i7|69  339 
451  81473 


918 

051 

184 


586193  608 

721]  05  743 
857;  17 879 
993  130  016 

130  42 15J 
268 1  54  291 
406 :  66  429 
545,78568 
685:90  708 
825  02  848 


31  845 
43963 
56081 
68  200 
80  320 


92439 
Ö4560 
16681 
28  803 
40925 


53048 
65  172 
77  296 
89  420 
öl  546 


13  671 

25798 
37925 
50052 
62181 

74309 
86439 
98  569 
10699 
22  831 


91  629|93( 
03 736  05 : 

15843   17  I 
27950  29 < 


6471956« 
754  p- 
861' 19  i; 
968 
40058   42077 


52  167154 
64  276 '66 
76386.78 
88497190 
öo  6071 02 


12719   14 

24  831 i  26 

36944J38 
49057  51 
61  170  63 


5^^ 
295  6!«  51 

4051^4^ 
515  92  f) 
626 .  64  tii 

738^16 

850.28 
962140^ 
076  53 
190  65 


73285,75 
85  400 '87 

97515  99 
09631  I II 
21  748  23 


33865  35 

45983  48 
58  loi  60 


70  220 
82339 


94460 
Ö6580 
18  701 
30823 
42946 


55069 
67  192 
79316 
91  441 
03  567 


304|' 
419  894^ 
53401 51 
651 1 13  tu 

767  25^ 

885  3' 
002 1 50 
121,61 

240    Ti 

359  ^^t 


15692 
27819 
39946 

52074 
64  202 


34962 

47095 
59228 
71  362 
83496 


76331 
88461 
öo  591 
12  721 
24853 


480:91 
600  io 

722  22 

844  54 

966  46 

213^1 
337  «3 
462  95 
587  o* 

713  19 
«40  51 

967  45 
095  561 
224  61 


353  8= 

482  92 

612    04  «31 

743  1^1 
875  2I 


36985 
49  117 
61  250 

73  384.75 
85  518   87 


39  007  4J 
51  139  >3 
63 


.511 


95631 
07  766 
19  902 
32039 
44176 


97653199 
09  789  II 

21  925  23 
34  062  36 
46  199  48 


56314 
68452 
80591 

92731, 
Ö487I 


58337  60 
70475,72 
82615    84 

94  7551 96 
Ö6895JÖ8 


272  65^ 

406 -. 

541  Hl 

6t6  Ol« 

811  13* 

94«  i?? 

084  3" 

222   ^l 

360  625 

499  '4  J 

638  t^iJ 

7:8  951* 

91«    13* 

1     2012 

1  201.2 

2  '      403.4 

3  ,      603.6 

4  804.8 

5  1006.0 

6  1207.2 

Vi  1408.4" 

8    '   1609.6 

9  1  1810.8 

2013 

20t.3 

402.6 

603.9 
805.2 
1006.5 
1207.8 

2014  1 

201.4 
402.8  ' 
604.2  1 
~8o5.6'r 
1007.0  1 
1208.4  1 
1409.8 
1611.2  1 
1812.6 

2015 

201.5 
403.0 
604.5 
806.0 
1007.5 
1209.0 

*oi6 

301. 6 
403.2 
604.8 

806.4 
1008.0 
1209.6 

2017 

201.7 

403.4 
605.1 

806.8 
1008.5 
1210.2 

2018 

201.8 
403.6 
605.4 
807.2 
1009.0 
1210.8 

2019 

201.9 
403.8 
605.7 

807.6 
1009.5 
1211.4 

2020 

202.0 
404.0 
606.0 

2021 

2022 

2023 

20f4 

203. 1 

404.2 
606.3 

202.2 
4044 
606.6 

r 1 

202.3 
404.6 
606.9 

ao!».4  i 
404.8  z 
607,2       3 

808.0 

lOIO.O 

1212.0 

808.4 

1010.5 

1212.6 

808.8 
101 1.0 
1213.2 

809.2 
ioit.5 
1213.8 

809.6  \-r 

iot».o  jl   5 

1214.4  :  6 

1416  S       7 

1619.5  8 
18211.6      0 

1409.1 

I6I0.4 
I8II.7 

1A10.5 
1612.0 
x8i3.5 

1411.2 
1612.8 
X814.4 

1815.3 

1412.6 
1614.4 

i8i6.2 

MI3-3 
1615.2 
1817.1 

1414.0 

1616.0 

I8I8.0 

1414.7 
1616.8 
1818.9 

J4»5.4 
1617.6 
1819.8 

1416.1 
1618.4 
1820.7 

4«ä 


logSf, 


lo^ 


Si  138 

88443 

95  735 
03015 
to  284 


17541 
24786 
32Ö2Ö 
39241 
46451 


82357 
89659 
96949 
04228 
11494 


18749 
25992 

33224 
40444 
47652 


53650 
60837' 
68013 

75  177 
82329 


89471 
96  601 

03719 
10827 

17923 


29  961 
36871 
43  771 
50  660 

11.^39 

64407 
71  265 
78  112 

84949 
91  776 


98592 
05398 
12  194 
18979 
25754 
32519 
39  274 
46019 

52753 
.59478 
66  192 
72897 
79592 
86276 
92951 


54849 
62  034 
69  i07 
76370 
83520 


90660 
97788 
04905 
12  010 
19  104 


26  187 

33259 
40  320 

47369 
54408 


61  436 
68  452 
75458 
82453 
!.9iL3_6 
96  409 
03  372 

10323 
17264 

24194 


30^^ 

83575 
90875 
98  163 

05440 
12  704 1 


19957 
27199 
34428 
41  646 
48  852 


56047 
63230 
70402 
77562 
84711 


91849 
98975 
06  090 

13193 
20285 


27367 
34  437 
41495 
48543 
55  580 


40" 

84792' 
92090 
99  377 
06651 

13914 


21  165 

28  404 
35632 
42  848 
50052 


57245 
64426 
71  596 
78755 
85901 


93037 
öo  161 
07274 
14376 
21  466 


62  606 
69  621 
76624 
83617 
90599 


97571 
04531 
11  481 
18  420 
25348 


31  113 

38  022 
44920 
51  807 
58684' 

65551 
72  407  j 
79253! 
86088 

92913 

99727 
06531 

13325 
20  109 
26882 

33646 
40399 
47142 
53875 
60598 

67311 
74013 
80  706 

87389 
94063 


32265 
39172 
46069 

52954 
59830 

66  694 

73  549 
80  392 
87  226 
94049 


00  862 
07  664 
14456 
21  238 
28010 


34772 
41  523 
48  265 
54996 
61  717 


68428 
75130 
81  821 
88  502 
95174 


28  546 

35614 
42671 

49717 
56752 

63  776 
70789 
77791 
84  782 
91  762 


98731 
05  690 
12  638 

19575 
26  501 


33417 
40322 
47217 
54101 
60974 
67837 
74690 
81  532 
88  364 
95185 


5o-\ 

86009 
93  306 
öo  590 


60^^ 

87  226 
94520 
öl  803 


07863  09073 
15123116332 


22372 

29  610 

36835 
44049 
51252 


58443 

65  622 

72790 
79946 

87092 


94225 

öl  348 

08459 
15558 
22647 


29725 

36791 
43846 

50890 

57923 


23579 
30815 
38039 
45251 
52451 


59640 
66818 

73984 
81  138 
88281 


64945 
71  956 
78957 
85946 
92924 
99892 

06  849 

13795 

20  730 

27655 


34569 
41472 

48365 
55247 

62  119 


öl  996 

08797 
15588 

22  368 
29138 


35898 
42  648 
49387 
56117 
62836 


69546 
76  246 

82935 
89615 
96285 


68  980 
75831 
82  671 
89501 
96321 
03  130 
09929 
16  718 
23497 
30265 

37023 
43772 
50510 
57237 
63955 


70663 
77361 

84049 
90727 
97  395 


95413 
Ö2534 
09643 
16741 
23827 
30903 
37  96> 
45021 
52063 
59094 


66  115 

73  124 
80  122 
87  110 
94086 


Öl  052 
08  007 
14951 
21  885 
28  808 
35720 
42622 
49513 
56393 
63263 


70  123 
76972 
83  811 
90639 

97  457 


Ö4  264 
II  062 
17  849 
24  626 
31  392 


38  149 
44895 
51632 
58358 
65  074 


71  780 

78477 
85163 

91  839 
98  506 


11* 


0.89  98  506 

0.90  05  162 

II  809 

18  446 

25074 

0.9031  691 
38299 
44898 
51486 
58065 


99616 
06  271 
12  916 

19552 
26  177 


32793 
39400 

45996 
52583 
59161 


Qo"  I  50" 


öo  726 

07379 

14023 

20657 

27  281 


öl  835' 


33895 

40  500 

47095 

53  680 
60256 


34  997 

41  600 

'48193 
'54777 
'61351 


0.90  64  635 
71  195 
77  745 
84286 
90817 


165729 
I72  287 
78836 

85375 
91905 


0.9097339 
0.91  03  852 

10355 
16  849 

23^33 


0.91  29  808 
36274 
42731 
49179 
55617 


98425 
04936 

11438 

17930 
24413 


0.91  62046 
68466 

74877 
81279 

87672 

0.91  94055 

0.92  00  430 

06  796 

13153 
19501 


0.92  25  840 
32  170 

38491 
44804 
51  108 

0.9257403 
63689 
69966 
76235 
82  496 


0.92  88  747 
94990 

0.93  Ol  224 
07450 
13667 

0.93  19  876 
26076 
32268 

38451 
44626 

0.93  50  793 
56951 
63  lOI 

69  242 

75  375 


63  117 

69535 
75  945 
82345 
88736 


66822 

73  379 
79926 
86464 
92992 


Ö0597 
07  104 
13603 
20092 
26572 


64187 
70604 

77012 

83411 
89  801 

96  181 

02553 
08  916 
15  270 
21  615 


!  59  499 

65  782 
72057 

78323 
!  84  580 


89  788 
96  030 
02  263 
08487 
14703 
20  910 
27 109 

33299 
39481 

45655 
51 820 
57977 
64125 
70  265 
76397 


90  829 
'  97  069 
03  301 
'09523 
15738 

21 944 
'28 141 
■34330 
140511 
1 46  683 
52847 
59002 

65149 
71  288 
77418 


33043 
39504 
45956 
52399 
58833 


36098 
42699 
49291 
55873 
62  446 


|6i  595 
67875 
74147 
80410 
86664 


22977  24011 

29  173  !  30  205 

35361  36391 
41  540  42  569 

47_7^«i'48  738 

53  873  "54  899 
60027  j6i  052 
66  173  67  196 
72310  73332 
78  439 !  79  460 


37199 
43  799 
50389 
56969 
63  540 


70  102 
76654 
83  196 
89729 
96253 


35  197 
41  656 
48  105 

54  545 
60975 


38299 
44898 
51  486 
58065 
64635 


93950 
öo  186 
06  413 
12  632 
18  842 


25044 
31237 
37421 
43  598 
49766 


55925 
62  076 
68  219 

74  354 
80480 


26  076 
32268 

38451 
44626 

50793 

56951 
63  101 

69  242 

75  375 
81  500 


!l2Il 

1203 

1195 

1186 

1178 

1170 

1161 

1153 

"5-3 
230.6 

345-9 
461.2 

691.8 

807.1 
922.4 
1037.7 

1145 

"4-5 
229.0 

343-5 
458.0 
572.5 
687.0 

8o"T.i 
916.0 
1030.5 

1136 

113. 6 
227.2 
340.8 

454-4 
568.0 
681.6 

795.2 
908.8 
1022.4 

1128 

112.8 
225.6 
338.4 

451-2 
564.0 
676.8 
789.6 
902.4 
1013.2 

1120 

112.0 

224.0 
336.0 
448.0 
560.0 
672.0 
784.0 
896.0 
1008.0 

1111 

III. I 
222.2 
333-3 
444-4 
555-5 
666.6 

1103 

1095I10861078 

i070io6i|io53 

1045 

io36'io28 

1020' 

102.0    I 
204.0    2 
306.0    3 
408.0,  4 
510.0    5 
612.0^  6 

7Mo'  7 
816.0    8 
918.0^  9 

lal.l 
243.2 
363.3 

iao.3 
240.6 
360.9 

ti9-5 
239.0 

358.5 
478.0 
597-5 
717.0 

836.5 
956.0 
1075-5 

118.6 
237.2 

474-4 
593-0 
7t  1.6 

830? 
948.8 
1067.4 

tt7.8 
935.6 
353.4 
471.2 

706.8 
824.6 
942.4 

1060.2 

II7.0 

234.0 
351.0 
468.0 
585.0 
702.0 

819.0 
936.0 
1053.0 

II6.I 

232.2 
348.J 
464.4 

580.5 

696.6 

110.3 
220.6 
330.9 
441.2 
55».5 
661.8 

992.7 

109.5  108.6 
219.0  217.2 

328.5  3JJ^ 
438.0  434.4 

657.0  651.6 
766.5  760.2 
876.0  868.8 
985-5  977.4 

107.8 
215.6 
323.4 
431.2 

970.2 

107.0 
214.0 
321.0 
428.0 
535.0 
642.0 

749^0 
856.0 
963.0 

106. 1 
212.2 
318.3 

424.4 
530.5 
636.6 

954-9 

105.3 
210.6 

315.9 
421.2 
526.5 
631.8 

104.5 
209.0 
313-5 
418.0 

522.5 
627.0 

73  »-5 
836.0 

940.5 

103.6 
207.2 
^10.8 

102.8 
205.6 
308.4 

484  4 

1089.9 

481.2 
601.5 
721. 8 
842.1 
962.4 
1082.7 

4M-4 
518.0 
621.6 
725.2 
828.8 
932.4 

411.2 
5M.O 
616.8 

812.7 
928.8 
1044.9 

888.8 
999.9 

737.^ 
842.4 
947.7 

719.6 
822.4 
925.2 

464 


Tafel  rv. 


log3f. 


1S° 


lO" 


20" 


30" 


40" 


so" 


60" 


13° 


V 


30" 


40" 


so"      6c^ 


0.93  81  soo 
87617 

93  72s 
99826 
0.940s  918 
0.94  12002 
18077 
2414s 
3020s 
362S6 

0.94  42  299 
4833s 
54361 
60382 
66393 

0.9472397 
78392 
84380 
90  360 
96332 


0.9s  02  296 

08  2S2 
14  201 
20  142 

_26^07S 

0.9s  32  000 

37  9«8 

43828 

49730 

55625 

0.95  61  Sil 
67391 
73  263 
79128 
84984 

0.95  90834 
9667s 

0.96  02  sio 
08337 

£4  «56 

0.96  19  968 

25773 
31  S70 
37360 
43 '43 
0.96  48  918 
S4686 
60447 
66  200 
71946 


0.96  77  68s 
83417 
89  142 

94859 
0.97  00  S69 


0.97  06  272 
II  969 
176S8 

23  339 
29014 


82  S20 

88636 

94  743 
00  842 
06  932 


1301S 
19089 

25  155 
31  214 
37264 
43  306 
49340 
55  366 
61  384 
67394 


83540 
89654 
95760 
öl  857 
07947 
14028 
20  lOI 
26166 
32223 
38271 
44312 
50345 
56370 
62  386 
68395 


84560 
90672 

96777 
02873 
08  961 


85579 
91  690 

97  793 
03  888 

09975 


86598 
92  708 
98  810 
04903 
10988 


87617 
93  725 
99  826 
05918 
12  002 


15  040 
21  112 
27  176 
33  231 
39279 


16053 
22  123 
28  186 
34240 
40  286 


18077 
24145 
30  205 
36256 
42299 


73396 
79  39» 
85377 
91  356 

03  289 
09244 
15  192 
21  131 
27063 


32987 

38903 
44  812 

50713 
56  606 

62  492 
68  370 
74241 
80  104 
85  960 
91  808 
97648 
03481 
09307 
15125 


20  936 
26  740 
32536 
38324 
44  106 


49  880 
55646 
61  406 
67158 
72903 


78  641 
84372 
90095 
95811 
Ol  520 


07  222 
12917 
18605 
24  286 
29959 


74396 
80  389 
86374 
92351 
98321 
04  282 
10  236 
16  182 
22  120 
28  051 


45  318 
51  349 
57  373 
63388 
69^3^ 

75  395 
81  387 
87371 
93  347 
99  3'5 

05275 
II  228 
17  172 
23  109 
29038 


46324 
52354 
58376 
64390 
7039^ 

76395 
82385 
88367 
94342 
öo  309 


48335 
54362 
60  382 
66393 

72397 


06268 
12  219 
18  162 
24098 
30026 


33  974 
39889 
45796 
51  696 
57588 


34960 
40874 
46  780 
52678 
58569 


63473 
69349 
75219 
81  081 

?^_935 
92  782 
98  621 

04453 
10  277 
16094 


64453 
70328 
76  196 
82057 
87910 


93756 
99  594 
05424 
II  247 
17063 


94729 
öo  566 
06395 
12  217 
18  032 


21  904 
27  706 
33501 
39288 
45  068 


22  871 
28672 
34466 
40  252 
46031 


23839 
29638 

35431 
41  216 

46994 


50  841 
£6  607 

6236s 

68  116 

73  860 

79  597 
85326 
91  048 

96763 
02471 


51  803 
57567 
63324 
69074 
74817 
80  s'52 
86280 
92  001 

97715 
03  422 


52764 
58527 
64283 
70032 
75  773 


08  172 
13866 
19552 
2523! 
30904 


09  121 
14814 

20499 
26  178 
31849 


81  507 
87234 

92954 
98  667 
04^72 
10071 
15762 
21  446 
27123 
32794 


77  393 
83382 

89364 
95  337 
öl  302 


78392 
84380 
90  360 
96332 
Ö2  296 


07  260 
13  210 
19152 
25086 
3' 013 


36932 

42843 
48747 
54643 
60531 
iS6  4i2 
72285 

78151 
84009 

89859 


08  252 
14  201 
20  142 
26075 
32000 
379>8 
43  828 
49730 
55625 
61  512 


95  702 
öl  538 
07  366 
13  187 
19  000 


24806 
30604 
36396 
42179 
47956 


53  72s 
59487 
65  242 
70989 
767*9 


67391 
73263 
79  128 
84984 
90834 
96675 
Ö2  510 

08337 
14  156 
19  968 

25773 
31  570 
37360 

43  «43 
48918 

547686 
60447 
66  200 
71946 
77685 


o' 
1 

2 
3 
4 

5 
6 

7 
8 

_9 
10 
11 
12 
^3 
1± 
15 
16 

17 
18 

!1 
20 
21 
22 

23 
24 

25 
26 

27 
28 
29 

30 
31 
32 

33 

34 


82462 
88  188 
93907 
99618 
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52 

53  I 

54  , 


1.1465  114 
69032 
71948 
76  860 
80  770 

1.14  84  676 
88579 
92479 
96375 

1.15  00  269 


1. 


15  04  160 
08  047 
11931 
15813 
19  691 


1.15  23  566 
27438 
31  307 
35173 
39036 

1.15  42  896 

46753 
50606 

54  457 
58305 


1.15  62  150 

65991 
69  830 
73666 

77498 

1.15  81  328 

85155 
88978 

91799 
96617 


26  411 
30361 
34308 
38251 
42191 


46  129 
50063 

53  993 
57921 
61  846 


65767 
69685 
73  600 
77512 
81  421 


85316 
89  229 
93128 
97025 
00918 


27069 
31019 

34965 
38  908 
42848 


46785 
50718 
54648 
58575 
62499 


66420 
70338 

74252 
78  164 
82072 


85977 
89879 
93778 
97674 
Ol  566 


04808 
08695 
12579 
16459 
20337 


24  212 
28  083 
31  952 
35817 
39  680 


43  539 
47  395 
51  248 

55099 
58946 


55 
56 
57 
58 
59 


1.1600  432 

04243 
08  052 
II  858 
15  661 
1.16  19  461 
23258 
17052 
30844 
34631 

1.16  38  417 
42  200 

45  979 
49756 
53530 


62  790 
66631 
70469 
74305 
78  137 


81  966 
85791 
89615 
93436 
97153 


Ol  067 
04878 
08  687 
12492 
16295 


20094 
23891 
27684 
31475 
35163 


05456 
09342 
13  226 
17  106 
20983 


24857 
28  728 
31596 
36461 
40313 


44  182 
48038 
51  890 
55740 
59587 


63430 
67  271 
71  109 
74  943 

78  775 


82  604 
86430 
90  252 
94071 
97889 


Ol  703 

05513 
09321 
13  126 
16928 


30^^ 

17718 
31677 
35622 
39565 
43504 


47440 
51  373 
55303 
59130 
63  153 


67073 
70990 

74904 
78815 
82723 


86628 
90529 
94427 
98323 
02  215 


06  104 
09990 
13  871 
17751 
21  629 


25503 
29373 
33241 
37105 
40966 


44825 
48680 
52532 
56381 
60  228 

64071 
67  911 
71  748 
75581 
79413 


83242 
87067 
90  889 
94708 
98515 


40 

28386 

31335 
36280 
40  222 
44  160 


48  096 
52028 
55958 
59884 
63  807 


67  726 
71643 
75556 
79467 
83  374^84 


87  278 
91  179 
95077 
98971 
02  863 


06752 
10637 
14519 
18399 

22275 


26  148 
30018 
33885 

37  749 
41  610 


45467 
49322 

53174 
57023 
60868 


64711 
68551 

71387 
76  221 
80052 


83879 
87704 
91  526 

95  345 
99  160 


02338 
06  148 
09956 
13760 
17562 


02973 
06783 
10590 

14394 
18195 


20727,21 360 

14513 

25 156 

28  316 

28948 

32107 

31738 

35894 

36525 

11  993 

25788 
29  580 
33370 
37  156 


50" 


044 
992 

937 
878 
817 


752 
684 
612 
538 
460 


379 
295 
208 
118 
025 


60^^ 

^9703 
33650 
37  594 
41  535 

45  473 


49407 
53  339 
57267 
61  192 

65  114 


69  032 
72948 
76  860 
80770 
84676 


928 
829 
726 
620 
5iii 


88579 
92479 
96375 
öo  269 
04  160 


399 
284 
166 

045 
920 


793 
663 

529 
392 
253 


110 

964 
816 
664 
509 


351 
190 
027 
860 
690 


517 
341 
162 
981 
796 


608 
418 
224 
028 
828 


626 
420 
212 

001 

787 


39048 
42  830 
46  609 
50385 
54159 


39678 
43460 
47239 
51014 

54787 


40309 
44090 
47  868 
51643 
55416 


40939141 
44710*45 


48498 

52272 
56044 


570 
350 
127 
901 
672 


08  047 
11931 
15813 
19691 
23566 


27438 
31  307 
35  173 
39036 
42896 


46753 
50606 

54  457 
58  305 
62  150 


65991 
69  830 
73666 
77498 
81328 


85155 
88978 

91799 
96617 
Ö0432 


04243 
08  052 
II  858 
15  661 
19461 


23258 
27052 
30844 
34632 
38417 


42  200 
45  979 
49756 
53530 
57301 


'  693 ',690 1 687 

685 

682 

679 

677 

674 

671 

668 

666 

663 

661   658 

655 

653|65i|648 

645 

642 

6391637 

634J63I 

63.4    63.1 
126.8  126.2 
190.2  189,3 

628 

r 

69.3I  69,0  68.7 
138.6 138.0 137.4 

|207.9[ 207.0  206.1 

68.5 
»37-0 
205.5 

68.2    67,9 
136.4  135.8 
204.6  203.7 

67.7 
135-4 
203.1 

67.4 
»34.8 
202.2 

67.1 
134.2 
201.3 

66.8'   66.6|  66.3 
133.6  133.2,132.6 
200.4  199.8:198.9 

66. i|  65.8 
132.2  131.6 
198.3.197,4 

65.5    65.3!  65.1    64.8 
151.0;  130.6' 130.2  129.6 
196,5  195,9' 195,3  194.4 

64.5    64.2 
129.0*128.4 
193.5  192.6 

63.9 
127.8 
191.7 

63.7 
127.4 
191. 1 

62.8 

a 
3 

'277.2  276.0  274.8 

b46.5  345.0  343-5 
4i5.8[4i4.o'4xa.2 

274.0 
342-5 
411. 0 

272.8  271.6 
341.0339.5 
409.2  407.4 

270.8I269.6 
338.5  337-0 
406.2  404.4 

268.4  267.2  266.4265.2 

335.51334-0333-0331-5 
402.6J400.8  399,6  397.8 

264.41263.2 

330.5  3290 

396.6  394.8 

262.0  261.2 
327.51326.5 
393.0391.8 

260.4  259.2  258.0J256.8 
325.5324.0322.5321.0 

390,6  388.8  387.o'385,2 

255.6 
319-5 
383-4 

254.8 
318.5 
382.2 

253.6  252.4 
317.0  315.5 
380.4  378.6 

251.2'    4 

314.0'   5 
376.8     6 

485.1!  483-0,480.9!  479-5 
554-4  552.o!549-6|548.o 
623.7  621.0  618,3  6x6.5 

477-4  475i3 
545.6  543.2 
613.8611.1 

473.91471.8 
541.61539.2 
|6o9.3|6o6.6 

469.7  467.6' 466.2 j 464.1 

536.8  534-4  532.8  530.4 
6o3.9j6oi.2  599-4  596.7 

462.7  460.6  458.51457-1455  7  453.6  451.5  449-4 
528.81526.4  524.0,522.4  520.8  518.4  5i6.o'5i3.6 
594.9I592.2  589.5;587.7j585.9  583.2|58o.5'577.8 

447.3  445.9  443.8,441-7  439-6    7 

511.2  509.6  507.2  504.8  502. 4't   8 
575-1  573.3570.61567.9565.2,   9 

59* 


-     468     - 
Tafel  IV, 


log  Jf. 


1.16 


I 

2 

3 

_± 

5 
6 

7 
8 

9 
10 
II 

12 

>3 
J4 

15 
16 

17 
18 

19 

20 

2, 1 

22  .| 

*3 
^4  ! 

25 
26 

27 
28 

30 

3» 
3* 
33 

34 

35 
36 

37 
38 
39 
40 

4« 
42 

43 

44 

45 
46 

47 
48 

49 
50 
5« 

52 
53 

54 

55 
56 
57 
58 
59 


57  301 
61  069 
64834 
68596 
72  356 


20"^   ^ 


57929 
61  696 
65  461 
69223 

72  982 


1.16 


1.16 

1.17 


76  112 

79  866 
83  617 
87364 
91  HO 
94852 

98591 
02  328 
06062 
09793 


76738 
80  491 
84  241 
87989 
91  734 

95  475 
99214 
02  950 
06684 
10  414 


1.17 


13  521 

17246 
20  969 
24688 
28  405 


14  142 

17  867 
21589 

25  308 
29025 


1.17 


32  119 
35831 
39  539 

43245 
46948 


32738 
36449 
40157 
43  862 
47565 


1.17 


50648 
54346 
58041 
61733 
65422 


51  265 
54962 
58656 
62  348 
66036 


1.17 


1.17 


1.18 
1.18" 


69  108 
72792 

76473 
80  151 
83827 

87  500 
91  170 
94837 
98502 
02  164 


69722 
73406 
77086 
80  764 
84439 


58557 
62324 
66088 
69  850 
73608 


77364 
81  116 
84866 
88613 
92357 


96  099 
99837 
03  573 
07  306 
II  036 


14763 
18487 
22  209 
25928 
29644 


33  357 
37067 

40775 
44480 
48  182 


51  881 
55578 
59272 
62  963 
66651 

70337 
74019 
77699 
81  377 
85051 


88  112 

91  781 
95448 

99H2| 

02774 


88723 
92393 
96059 

99723 
03  384 


59185 
62952 
66  715 
70476 
74234 


77989 
81  741 
85491 
89237 
92  981 

96  722 
Ö0460 
04195 
07  928 
II  657 


15  384 
19  108 
22  829 
26547 
30263 


33  975 
37685 

41  393 
45097 
48799 


52497 
56194 
59887 
63578 
67  265 


70951 
74633 
78313 
81  989 
85  664 


05823 
09480 
13  134 
16785 
20434 


06433 
10  089 

13  743 
17393 
21  041 


1.18 


1.18 


24079 

27723 

3«  363 

35  00I 
38636 
42  269 

45899 
49526 

53  151 

56773 


1.18 


60  392 
64  009 
67623 
71  235 
74843 


24687 
28  330 
31  970 
35607 
39242 
42874 
46504 
50130 
53  755 
57376 

60995 
64611 
68  225 

71  836 
75  445 


07  042 
10  698 

14351 
18  002 
21  649 


25294 
28936 
32576 
36213 
39847 


89335 
93004 
96  670 
00333 
03994 


07  652 
11  307 
14  960 
18  610 

22257 


25901 

29543 
33182 
36819 
40453 


4o''_ 

59813 
63579 
67342 
71  103 
74  860 


50" 


78615 
82  367 
86  115 
89862 
93605 


97  345 
51083 

04  817 

08549 
12  278 


60441 
64  207 
67  969 
71  729 
75486 


79240 
82992 
86  740 
90486 
94  228 


97968 
öl  705 
05440 
09  171 
12  900 


16  005 
19728 

23449 
27  167 
30882 


34  594 
38303 
42  010 

45  714 
49415 


53  114 
56  809 
60  502 
64  192 
67  880 


71  564 
75246 
78  926 
82602 
86276 


89947 
93615 
97281 
Ö0944 
04604 


08  261 
II  916 
15568 
19  218 
22  864 


43  479 ! 
47  108 

50735 
54358 
57980 

61  598, 

65  214 
68  827  I 

72438, 
76  046 ' 


44084 
47713 
51  339 
54962 

58583 
62  201 
65816 
69429 
73039 
76647 


26  509 
30150 
33789 
37425 
41  058 


44689 
48317 
51943 
55566 
59  186 


16  625 
20  348 
24069 
27  786 
31  501 


60" 


61  069 

64834 
68596 
72356 
76  112 


79  866 
83617 
87364 

91  HO 

94852 
98591 
Ö2  328 
06  062 

09793 
13521 


17  246 
20  969 
24688 
28  405 
32119 


35212 
38921 
42628 

46331 
50032 


53  730 
57425 
61  117 
64  807 
68  494 

72  178 
75  860 
79538 
83214 
86  888 


90558 
94  226 
97  891 
öl  554 
05214 


08  871 
12525 
16  177 
19  826 

23472 


27  116 
30757 
34  395 
38031 
41  664 


35831 
39  539 
43245 
46  948 
50648 


54346 
58  041 
61  733 
65422 
69  108 


72  792 
76473 
80  151 
83827 
87  500 


91  170 
94837 
98  502 
02  164 
05823 


09  480 
13134 
16785 

20434 
24079 


27723 
31  363 
35001 
38636 
42  269 


62  804 
66  419 
70031 

73641 

77248 


45  294 
48  922 

52547 
56  169 
59789 
63  406 
67  021 
70633 
74242 
77849 


45  899 
49526 

53  151 

56773 
60  392 

64  009 
67  623 
71  235 
74843 
78450 


»1^ 


1.18  78450 

82053 

85655 

89253 

92849 

1.18  96442 

1.19  00033 
03  621 

07  207 1 
10  790 


79051 
82654 
86  254 
89853 
93448 


1.1914370 
17948 
21  523 
25  096 
28666 


97041 
00631 
04  219 
07  804 
II  387 


14967 
18544 
22  119 
25691 
29  261 


15 

16'! 

17 
18 

11 
20 
21 
22 
23 
?± 
25 
26 

27  I 
28, 

29 
30 
31 
32 
33 
34 


.1932234 

35  799 
39362 
42  922 
46  480 


1.1950035 
53587 
57137 
60685 
64  230 


40 
41 
42 
43 

44  r 


1.1967772 
71 312 
74850 
78385 

?i.917 

1.1985447 
88975 
92  500 
96022 

99  543 

1.2003  060 
06  576 
10088 

13599 
17  106 

1.20  20612 
24  115 

27  616 

31  114 

34609 


45 
46 
47 
48 

i? 

50  ll 

51  11 

52  I 

53  ! 

54  ' 


1.20  38  103 

41  594 
45  082 
48  568 
52052 


1.2055533 

59012 

62488 

65  962 

^69434 

1.20  72  903 
76370 
79835 
83297 
86757 


32829 
36393 
39  955 
43515 

47072 


50  627 
54179 
57729 
61  276 
64820 


68  362 
71902 
75  439 
78974 
82506 


86035 
89  562 
93087 
96  609 
öo  129 


03  646 
07  161 
10674 
14183 
17  691 


21  196 
24699 
28  199 
31  696 
35192 


79651 
83  254 
86  854 
90452 
94047 


97639 
Ol  229 
04  817 
08  401 
11  984 


15563 
19  140 
22715 
26  287 
29  856 


33423 
36987 
40549 
44  108 
47665 


51  219 
54771 
58320 
61  867 
65411 


68  952 
72492 
76028 
79562 
83094 


86623 
90  150 

93674 
97196 
öo  715 


04  232 
07747 
11259 
14768 
18275 


30" 


80252 
83854 
87454 
91051 
94646 


98  238 
Ol  827 

05414 
08999 
12580 


40" 


50"     fc* 


80  853 

84454 

88054 
91 651 

95  M5 


81453,810;] 
8505518565? 
88653  8925; 
92  250  92^4» 
95844.96 


98  836' 
j  02  425 
1 06  Ol  2 

09596 

13  177 


99  435ioocn 
03023  036:1 

06  609  0-  23* 

10  193'ic-^ 

13774  143 


16159 
19736 
23310 
26882 
30451 


16756 

20332 
23  906 

27477 
31045 


34017 
37581 
41  142 
44701 
48257 


51  811 

55  362 
58911 
62457 
66001 


34  611 

38175 
41  736 
452194 
48  850 


17  352  «"9+* 
20928121 5r 
24  501' 25  »t 
28072  286» 

31640     llZ'y, 


35205  35 -<fi, 

38768  39  S-^: 

42  329  43  9^ 

45887  4^4^ 

49442  scoji 


69542 
73081 
76617 
80  151 
83682 


52403 
55  954 
59502 
63  048 
66  592 


87  211 
90738 
94261 

97783 
öl  302 


70132 
73671 
77207 
80  740 
84271 


52995!  55^1 
56546  5-i;-: 
60094  6obS:| 
63639  6423c 
67  182  6-":i 


70  722  71 31 
74  260  ?4  8f5 
77  796  -« 31* 

81   329   81  QT 

84  859  «5  ^-i 


21  780 
25  282 
28  782 
32279 

35  774 


38685 
42175 
45663 

49  149 
52632 


56113 
59591 
63  067 
66  541 
70012 

73481 
76948 
80412 

83874 
87333 


39267 
42757 
46244 
49730 
53212 


56693 
60  171 
63647 
67  120 
70591 


04818 
08332 
II  844 

15353 
18860 


22  364 
25866 
29365 
32862 
36356 


87799! 

91  3^5; 

94  848 
98  369 ' 
öl  888 


88387  «8<i''| 
91  912  9:5cc| 

95  435  96 ---^ 
98956  99  54; 
02  474  cjc^ 


05404 
08  918 
12429 
15937 
19444 


[  05  990  06  ^ 

'09  503    IDoSf 

,  13  014  13  w 
j  16  522  riÄ 
20028  2r6i: 


22948 
264491 
29  948  { 
33444 
36939! 


23  531  »41I:-- 
27032  l^hit 
30531  31  lU 
34027  3j6om 
37521  3i«=*' 


39  848 
43338' 
46^825 ' 
50310, 
53  793 


40  430 ; 

43919 
47406 
50891 

54  373 


41  012  4.1  S^ 
44501  45  =^ 
479874*5^ 
51  471  52C,-s 

54  953  55)53 


74059 
77525 
80989 
84450 
87909 


57273 
60  750 
64  226 
67698 
71  169 


57852! 
61  330 
64805 
68277 

71  747 


74637 
78103 
81566 
85027 
88486 


175215 
78  680 

82143 
85604 
89062 


58432  590» 
61  909  6:4^* 
65  383  65  «i 
68  856  69  ^Ji 

72  325  rsj^ 

75  793  '6  3 
79  258  -9^]i 
82  720  I3  :*• 
86  180  8t 
89638  90  :u 


'628 

I:  6a".8 

,|i25.6 
188.4 

376.8 

439.6 
502.4 
565.2 


626    624 


62.6    62.4 
25.2] 124.8 


187.8 
250.4 
3^3.0 
375-6 
438.2 


622 


62.2 
124.4 
186.6 


187.2 

249.61248.8 
312.0I3H.0 
3744'373'2 
,436.81435.4 
500.8  499.a|497.6 
563.4  561.6,559.8 


620    618 

62.0!  61.8 
T24.0I 123.6 
186.0IT85.4 
248.0247.2 
310  o  309.0 
372.o;37o8 
434.0I432.6 
496.0,494.4! 
558.0  556.2 


616 


123.2. 
x84.8| 
246.4 
308.0' 
3696 

431-2 

492.8: 

554-4 


613    611    609 


61.3 
122.6, 

»83.91 
245.2 
306.5 
367.8| 
429. i| 
490.4 
551.7 


1^ 

61. ij  60.9 
122.2  121. 8 
183^1 182. 7 

244.4  243.6 

305.5  304 -5 

366.6  365.4 

426.3 
487.2 
548.1 


427.7 
488.8 
549-9 


607    605    602    600 


60.7 
121. 4I 
182. 1 
242.8 
303.51 
36^.2 

424.9 
485-61 
546.3 


60.5    60.2 

I2T.O  120.4 

i8i.5;i8o.6 
242.0J240.8 
302.5I301.0 
363.0  361.2 

423.5I421.4 
484.0  48X.6 
544.5I541.8 


60.0 
120.0 
180  o 
240.0 
300.0 
360.0 


598 


59-8 
119.6 
179-4 
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173.6 
217.0 
260.4 


433 

43.3 
86.6 
129.9 


432 


173.2 
216.5 

259.8 

303.8:303. li 
347.21346.4 
390.6389.7 


43.2 
86.4 
129.6 
172.8 
16.0 


431 


43.1 
86.2 
129.3 


172.4 

,215.5, 

259.2  258.6 

302,4  301.7 
345.6|344.8l 
388  8  3Ö7.9 


43o|429 

43.0!  42.9 
86.o|  85.8 
129.0  128.7 
172  o  171.6 
215.0I214.5 
258.0  257.4 
301.0  300  3 
344.o|343.2 
387.0  386.1 


428 


42.8 
85.6 
128.4 
171. 2 
214.0 
256.8 
299.6 
342.4 
385.2 


427 


42.7 
85.4 
128.1 

170.8 

213.5 
256.2 

398.9 
341.6 
384.3 


426 

42.6 
85.2 
107.8 

170.4 
213.0 
255^ 
'298.2 
340.8 
3834 


425 


42.5 
85.0 

127^5 
170.0 
212.5 
255.0 


297.5 
340.0 
382.5 


424 [42 3 

42.4  42.3 
84.8  84.6 
127.2  126.9 
169.6  169.2 
212.0  211.5 
254.4  253.8 
296.8  296.1 
338.4 
380.7 


339-2 
381.6 


422 

42.2 
84.4 
126.6 

i'68;8 
211.0 


421 


42.1 
84.2 
126.3 

168.4 

210.5 


253.?|252.6 


295.4 
337.6 
379-8 


294.7 
336.8 

378.9 


420 


42.0 
84.0 
126.0 
168.0 
210.0 
252.0 


294.0 
336.0 
^78-0 


419 

41.9 
83.8 
125.7 
167.6 
209.5 
251.4 


4^8 1 

4'^.8| 
83.6' 
125.4' 

167.2JI 
209.0^ 
250.8;; 
292.6, 

334.4li 


293.3 
335.2  _  . 
377.1  376.2     9 
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Tafel  IV. 


log  M. 


33« 


33« 


5 
6 

7 
8 

_9 

lO 

II 

12 

13 

14 

15 

i6 

17 
Ig 

'9 

20 
21 
22 

23 

24 


1.38  41  728 
44238 
46748 
49257 
51 764 


1.38  54271 
56  776 
59281 

61  784 
64  287 


25 
26 

27 
28 

29 
30 
31 

3* 
33 
_34 

35 
36 
37 
38 
39 


1.3866788 
69  288 

71788 
74  286 

76783 

1.38  79  280 

81775 
84  269 
86763 
89255 

1.38  91  746 
94236 
96  726 
99214 

1.39  Ol  701 


1.3904187 
06  673 
09157 
II  640 
14  122 


10"  J  20"  l^o'^ 


42  1461 

44  657 1 
47  166 

49  675  I 
52 182' 


54688 

57  194 
59698 
62  201 

64704 


67  205 
69705 
72204 
74702 
77  200 
79  696 
82  191 
84  685 
87178 
89  670 

92  161 
94651 

97  »40 
99  628 
02  115 


42565 
45075 
47584 
50093 
52  600 

55  106 
57611 
60  115 
62618 
65  121 


67  622 
70  122 
72  621 
75  119 
77616 


80  112 
82^07 
85  lOI 

87593 
90085 

92576 
95  066 

97  555 
Ö0043 
02  530 


1.39  16  603 
19  084 
21  563 
24041 
26518 


40 
41 

42 
43 

44 

45 
46 

47 
48 
49 
50 
51 
52 
53 
54_ 

55 
56 
57 
58 
59 


1.3928995 
31470 
33  944 
36417 
38  890 


1.39  41  361 

43  831 
46  301 
48  769 
51  236 


04  602 
07  087 
09571 
12054 
14536 


17017 
19497 
21  976 
24454 
26  931 


29407 
31  882 
34356 
36830 
39302 


05  016 
07  501 
09985 
12467 
14949 


17430 
19  910 
22  389 
24867 
27  344 


29  820 
32295 
34769 
37  242 
39  714 


41  773 
44243 
46712 
49  180 
51  648 


1.3953  703 
56  168 
58633 
61  096 
63  559 

1.39  66  020 
68  481 
70940 
73  399 
75  857 

1.3978  313 
80  769 
83224 

85677 
88  130 


42  185 
44655 
47  124 
49592 
52059 


68  038 
70538 
73037 
75  535 
78032 


80  528 
83  022 
85516 
88009 
90  501 

92991 
95481 
97970 
Ö0458 
02944 


43402 
45912 
48  421 
50929 
53  435 


05430 
07915 
10  398 
12  881 
15363 


17844 
20323 
22  802 
25  280 

27757 


30232 

32707 
35181 
37654 
40125 

42596 
45  066 

47  535 
50003 
52470 


54525, 
56  990 1 

59  4541 
61  917 , 
64379 


54936 
57401 
59865 
62  328 
64  790 


18257 

20737 
23  215 
25693 
28  169 


30645 
33  119 
35  593 
38  066 

40537 


43  820 
46330 
48839 
51  346 
53853 


56  359 
58863 
61  367 
63  870 
66  371 
68  872 
71  371 
73  870 
76367 
78  864 


81  359 
83854 
86347 
88  840 
91  331 
93  821 
96311 
98799 
öl  287 

03773 


60" 

44238. 
46748 
49257 
51  764 

5427 


)288 
i  788 
^286  12 

^783  13 
) 280  14 


06  258 

08743 
II  226 

13  709 
16  190 


18  670 
21  150 
23  628 
26  106 
28  582 


31057 
33532 
36  005 
38478 
40949 


43  008 
45478 
47946 
50414 
52  881 


66  840 1 
69  301 ' 

71  7601 
74218 
76  676' 


67251 
69711 

72  170 
74  628 
77085 


79  132  79541 
81  587  81  996 
84042  84451 


86495 
88  948 


86  904 
89356 


55  347 
57811 
60275 
62738 
65  200 


67661 
70  121 
72579 
75037 
77  494 


79950 
82  406 
84860 

87313 
89765 


43420 
45889 
48358 
50825 
53292 

55  757I 
58  222  I 
60  686 
63  1481 
65  610' 


81  775 
84269 
86763 
89255 
91746 
94236 
96  726 

99214 
öl  70 
04  187 


06  673 
09157 
II  640 
14  122 
16  603 


19  084 

21  563 
24041 
26  518 
28995 


31470 
33  944 
36417 
38  890 
41  361 


1.3990582 
93033 
95483 
97932 

1.4000  380 

1.40  02  827 
05  273 
07  718 
10  162 
1 2  606 

1 .40  1 5  048 

17489 
19930 
22  369 
24  808 


10" 


90991 

93441 
95891 
98340 
00788 


03235 
05  681 
08  126 
10  570 
13013 


15455 
17  896 
20336 

22775 
25214 


27651 
30088 

32523 
34958 
37391 


1.40  63  696 
66  118 
68  540 
70961 
73  380 


43831 
46  301 
48  769 
51  236 
53703 


56  168 
58633 
61  096 

63559 
66020 


68  071 

70530 
72989 

75  447 
77904' 


80  3601 
82  815 
85  269 
87722 
90174 


68481 
70940 
73  399 
75857 
^l3_ii 
80  769 
83224 
85677 
88  1301 
90  582 


1.4075799 
78217 
80  634 
83050 
8546^ 


51  973 

54400 
56827 
59252 
61  676 


64099 
66  522 
68943 
71  364 
73784 


91  399 
93850 
96299 
98748 
Ol  196 


03  642 
06  088 
08533 
10977 
JL3j4^ 
15  862 
18303 

20743 
23  182 
25  620 


28057 

30494 
32929 

35363 

37  797 


40  229 
42  661 
45092 
47521 
49950 


52378 
54805 
57231 
59656 
62080 


91  808 
94258 
96  707 
99  156 1 
Ol  604 


40  __ 

92  2l6 
94  666 
97  116 
99564 
02  Ol  I 


104458 
,06  903 
1 09  348 
II  791 
1 14  234 


28463 
30900! 
33  335, 
35769 
38  202 1 


28  870 
31  306 
33  741 
36175 
38  608 


40635 
43  066 
45  497 
47926 
50355 


64503 
66  925 

69347 

71  767 
74187 


1.40  87  880 
90293 
92  706 

95117 

97528 


14099937 
1.41  02  346 

04754 
07  161 

09  567 


1.41  II  972 
14  376 
16  780 
19  182 
21  584 


1.41  23984 
26  384 
28783 
31  181 
33578 


76  202 
78620 
81037 
83453 
85  868 


76  605 
79023 
81  440 

83855 
86  270 


52782 
55209 
57635 
60  060 
62  484 


41  040 

43471 
45902 
48331 
50759 


53  187 
55614 
58039 
60  464 
62888 


64907 
67329 
69750 
72  171 
74590 


65  311 
67733 
70  154 

72574 
74  993 


50"   i  ^ 
92625  93:5^ 

95075  95  ^q 

97524  rrr- 

99  972!5^d;1: 
02419  C2ir 
04  86  >  05  2*^ 
07  311  O'-I« 

09755,1c«': 
12  i981i:tot 
14  641150^ 
1 7  082 , 1  •  4h 

19  523;»'»  1? 
21  9631225!« 
24  401  ZI  M 

26  839  |i-  JA? 


29  276129'^!: 
31  711  3Ji: 
34  146 
36580 

39013   39  i!» 


41  445 
43  8?6 
46307 
48736 

ILl^  iL?* 
53592  539^ 
56018.^^ 

58443 
6086g 
63292 


65  7i4'66nJ 
68  136 

7055? 

7297? 

175396 


88  282 
90695 
93  108 
95519 
97929 


Ö0339 
02  748 

05  155 
07  562 
09  968 


12373 

14777 
17  180 

19583 
21  984 


24384 
26  784 
29183 
31  580 

33  977 


88684 
91  097 
93509 
95921 
98331 


öo  740 

03  149 
05556 

07963 
10  369 


12774 
15  178 
17  581 

19983 
22384 


24784 
27  184 
29582 
31  980 

34  377 


77  008 1  77  411 
79426  79829 
81  842  j  82  245 
84258184660 
86673   87  075 


89087 
91  499 
93911 
96  322 

98733 


öl  142 
03550 
05958 
08  364 

10  770 


13  174 
15578 
17981 
20383 
22784 


89489 
91  901 

94313 
96  724 

99  134 
öl  543 
03952 
06  359 
08  765 
II  171 

^3  575 
15  979 
18  382 
20  783 
23  184 


25184 

27584 
29  982 
32380 
34776 


25584 
27983 
30382 
32779 
35  175 


;  77  814  rill* 

J8o  231  %otU 

82648  «je- 

85  063  85  ir 

:^J77  *"^ 
I  89891  9c:» 
92  304  92  -? 

94715  9?  J'' 
|97  126  9"  vJ 

I  99  536  99*^1 

öl  945  Ö2  ^ 

'04353  04 -?i 
I  06  760  o- 

09  166   Vf^ 

II  571  115 
1397b  US-? 
16  379  i*'*^ 
18  782  19  in 

21  184  2»<M 
23584  23  qU 


259842^35* 
28  3«3  in-il 
30  'ti  51  1*» 
33  179  55  *••• 
35575  3^"'*'* 


1419 

1  41.9 

2  !l  83.8 

3  1 125.7 

4  ,1167.6 

5  209.5 

6  I251.4 

7  I 293.3 

8  ;335.2 

9  377.1 

418 

417I416U15 

414 

413 

412 

411 

410 

409 

40.9 
81.8 
129.7 
163.6 
204.5 
245.4 
286.3 
327.2 
368.1 

408 

407 

406 

405 

40.5 
81.0 
121.5 
162.0 
202.5 
243.0 

283.5 
324.0 
364.5 

404 

121. 2 

403 

402 

401 

400 

3991 

4i.8|   41.7 
83.6!  83.4 
125.4,125.1 

41.6 
83.2 
124.8 

i66l^ 
208.0 
249.6 

Ä'-5 
83.0 
124.5 
166.0 
207.5 
249.0 
290.5 
332.0 
373-5 

41.4 
82.8 
124.2 
165.6 
207.0 
248-4 
289.8 

331.2 
372.6 

41.3 
82.6 

165.2 
206.5 
247^8 

289.1 
330.4 
371.7 

41.2 

82.4 

123.6 

l6^ 
206.0 
247.2 

288.4 
329.6 
370.8 

41.1 

82.2 
123.3 
164.4 
205.5 
246.6 

41.0 
82.0 
123.0 

40.8 
81.6 
122.4 
163.2 
204.0 
244.8 
285.6 
326.4 
367.2 

40.7 
81.4 
122.1 
162.8 
303.5 
244.2 

284.9 
366.3 

40.6 

8l.2 

121.8 
162.4 
203.0 
243.6 
284.2 
324.8 
365.4 

120.9 

40.2 
120.6 

40.1 
80.2 
iao.3 
t6o.4 
200.5 
240.6 

,80.7 

320.8 
360.9 

40.0 
80.0 
zaco 
160.0 
aoo.o 
240.0 

39-0     » 

79-*     a 
i«9-7    3 

159-6    4 
»99-5     5 
239-4.   6 

319.«.   8 
359- 1^    9 

167.2 
209.0 
250  8 
292.6 
334.4 
376.2 

166.8 
208.5 
250,2 
291.9 
333-6 
375.3 

164.0 
205.0 
246.0 
287.0 
328.0 
369.0 

161.6 161. 2 
202.0  201.5 
242.4  241.8 

t6o.8 
201.0 
241.2 

291.2 
332.8 
374-4 

387.7 
328.8 
369.9 

282.8 
323.2 
363.6 

282.1 
322.4 
362.7 

281.4 
32X.6 
361.8 

380.0 
320.0 
360.0 
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Tafel  IV. 


logjf 

1 

34« 

3S«                                     1 

o"      1     lo" 

20" 

30" 

|_4o"    1    50" 

60" 

V 

0" 

10" 

20" 

30" 

40"    1    50"        60"    1 

3 

1  »41  35  974 

36373 

36773 

37  172 

1 
37571137970 

38369 

0' 

1.42  78  141 

78532 

78922 

79313 

79703 

80  094 1  80  484 

I 

i            3«  369 

38768 

39168 

39567 

39966  40365 

40764 

I 

80484 

80875 

81  265 

81  656 

82046 

82  437,82  827 

2 

40764 

41  163 

41  562 

41961   42359142758 

43  157 

2 

82827 

83  217 

83608 

83998 

84388 

84778  85  169 

5 

43  157 

43556 

43  955 

44  354  44  752 

45  151 

45550 

3 

85169 

85559 

85949 

86339 

86729 

87  119  87510 

1- 

1            45  550 

45948 

46347 

46  746  47  144 

47  543 

47941 

4 

87510 

87900 

88290 

88680 

89070 

89  460 

89850 

5 

1.41  47  94" 

48  340 148738 

«137)49535 

49  934 

50332 

5 

1.42  89  850 

90240 

90  629 

91  019 

91  409 

91  799 

92189 

t> 

50332 

50731   51  129 

51  527 '51  926 

52324 

52722 

6 

92189 

92579 

92  968 

93358 

93  748 

94138 

94527 

7 

!          531722 

53  120,53519 

53917154315154713 

55  III 

7 

94527 

94917 

95307 

95696 

96086 

96475 

96865 

« 

55  III 

55509155907 

56  305156703,57  101 

57  499 

8 

96865 

97254 

97644 

98033 

98423 

98  812 

99  202 

9 

57499 

1.41  59  886 

57  897  1  58  295 

58693 

59091 

1  59  489 

59886 

9 

99  202 

99591 

99980 

öo  370  öo  759 

öl  148 

öl  537 

D 

60  284 '60  682 

61  080 

61477 

61  875 

62273 

10, 

1.4301537 

|Oi  927 

o2  3j6 

02  705  [03  094 

03483 

03873 

I 

62273 

62  670  63  068 

63466 

63863 

64  261 

64658 

II  1 

03  873,04262 

04651 

05  040 

05429 

05  818 

06207 

2 

j           64658 

65  056  65  453 

65851 

66248 

66645 

67043 

12; 

06  207!  06  596 

06985 

07  374 

07763 

08  151 

08  540 

3 

67  043 

67440167838 

68235 

68632 

69029 

69427 

13 

08  540 

08  929 

09318 

09707 

10095 

10484 

10873 

i 

69  427 

69  824170  221 

70618 

71  015 

71412 

71  809 

14 

10873 

11  262 

11  650 

12039 

12428 

12816 

13205 

5 

1.41  71  809 

72206  72603 

73  000 

73  397 

73794I74191 

15 

1.43  13205 

13593 

13982 

14370 

14759 

15  I47;i5  536| 

3 

74  191 

74588 

74985 

75382 

75  779 

76  176 

76572 

161 

15536 

15924 

16313 

16  701 

17089 

17478 

17866 

7 

!                  76572 

76969 

77  366 

77763 

78159 

78556 

78953 

17 

17  866 

18254 

18  642 

19031 

19419 

19807 

20195 

8 

i                  78953 

79  349 1  79  746 

80  142 

80539 

80935 

81  332 

18 

20195 

20583 

20971 

21  360 

21748 

22136  225241 

9 

1                  81332 

81  728 

82  125 

82  521 

82918 

83  314 

83  710 

19 

22524 

22  912 

23  300 

23688 

24076 

24464 
26791 

'24851 

3 

'    I.4I    83  710 

84107 

84503 

84899 

85295 

85  692^86088 

20 

1.4324851 

25239 

25627 

26015 

26403 

i27  178 

1 

1                  86088 

86484 

86880 

87276 

87672 

88068 

88465 

21  . 

27178 

27566 

27954 

28341 

28729 

29117 

29504 

2 

88465 

88861 

89257 

89653 

90048 

90444 

90  840 

22 

29504 

29892 

30  280 

30667 

31055 

31442 

31  830 

5 

90  840 

91  236 

91632 

92028 

92424 

92  820 

93215 

23 

31830 

32217 

32605 

32992 

33  379 

33767 

34154 

* 

93215 

93  611 

94007 

94402 

94798 

95  194 

95589 

24 

34154 

34541 

34929 

35316 

35703 

36091 

36478 

5 

I.4I95589 

95985 

96381 

96776 

97  172 

97567 

97963 

25 

1.43  36478 

36865 

37252 

37639 

38026:38413 

38  801 

3 

97963 

98358 

98753199149 

99  544 

99940 

Ö0335 

26 

38  801 

39188 

39  575 

39962 

40349 

40736 

41  123 

7 

1.4200335 

00730 

Ol  125  joi  521 

Ol  916 

02  311 

02  706 

27 

41  123 

41  510 

41  896 

42283 

42  670 

43057143444 

i 

02  706 

03  101 

03497103892 

04287 

04682 

05077 

28 

43444.43831 

44217 

44604 

44991 

45  378,45  764 

? 

05077 

05472 

05  867  06  262 

06  657 
09  026 

07052 
09421 

07447 
09816 

^9 
30 

45764 
1.4348084 

46151 

46537 

46924147  3ii;47  697|48o84| 

3 

1.4207447 

07842 

08  236,08  631 

48470 

48857 

49243,49630 

50016  50  403 

1 

09  816 

10  210, 10605 

11  000 

II  394 

11  789 
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89463 
94041 
98  621 


44871I45623 
49380  50132 
53891  54643 
58  404;  59  156 
62  919  63  672 


68  189 

72709 
77231 

81755 
86281 


90055 

94585 
99  118 
03652 
08  189 


90810 
95340 
99873 
04408 

08945 


12  728 
17  269 
21  812 
26358 
30906 


03  204 
07788 

12375 
16965 
21  556 


26  150 
30746 
35  344 
39  944 
44547 
49152 
53  759 
58  368 
62980 
67593 


72  209 
76828 
81  448 
86071 
90696 


9609s 
Ö0724 

05357 
09991 
14628 


13485 
18026 
22  570 
27  116 
31  664 


36214 
40  766 
45321 
49878 
54437 
58998 
63562 
68  127 
72695 
77265 


81  837 
86412 
90988 

95567 
öo  148 

04732 
09317 
13905 
18495 
23087 


27682 
32278 
36877 
41478 
46  082 


50687 
55295 
59905 
64517 
69132 


73  748 
78  368 
82989 
87  612 
92238 
96866 
öl  496 
06  129 
10  764 
15401 


46374 
50  883 

55395 
59909 

64424 


60^^ 

47125 
51635 
56147 
60  661 

65 177 


68  942 
73462 

77985 
82509 
87036 

91  565 
96096 
60629 
05  164 
09  702 


14241 
18783 
23327 
27874 
32422 


36973 
41  525 
46080 
50638 
55  197 


59  759 
64  322 
68  888 

73  457 
78027 


92320 
96851 
öl  385 
05  920 
10  458 

14998 
19540 
24085 
28631 
33  180 


37731 
42  284 
46  840 
51  397 

55  957 


82  600 
87  174 
91  751 

96331 
Ö0912 

05496 
10082 
14670 
19  260 
23853 
28448 
33045 
37644 
4224s 
46849 


60519 
65083 
69  650 
74218 
78789 


83362 
87937 
92514 
97094 
öl  676 


51455 
56  063 
60  673 
65286 
69901 

74518 
79138 
83759 
88383 
93  009 
97638 
Ö2268 
06  901 
II  536 
16  174 


06  260 
10  846 

15435 
20025 
24618 


29214 
33  811 

38411 
43012 
47  616 


52223 
56831 
61  442 
66055 
70670 


75288 
79908 
84530 
89154 
93780 

98  409 
Ö3  040 

07674 
12309 
16947 


13Q° 


40945 

45  597 
50251 
54907 
59566 


64227 
68  890 

73  555 
78223 

82893 


87565 
92  240 

96917 
Ol  596 
06278 


10  962 
15  648 
20336 

25027 
29720 


34415 
39113 
43813 
48515 
53220 

57927 
62636 
67  347 
72  061 
76777 
81  496 
86  217 
90  940 
95  666 
I^OS   öo  393 

^  335,05 124 

)o67  109  856 
;  802  14  591 
J539  19328 
\  278  24068 

i  019  28  810 

i  763  33  554 
rsio  38  301 
1258  43050 

r  009  47  801 
1  762  52555 
>5«8  57311 
[  276162  069 
)037  66  830 
>  799  71  593 


65  004 
69667 

74  333 
79001 
83  672 


88344 
93019 
97697 
02  376 
07058 


II  742 
16429 
21  118 
25  809 
30502 


35  198 
39896 
44596 
49299 

54004 


58711 
63421 

68133 
72847 
77564 

82*283 
87  004 
91  727 
96453 
jöi  182 

05912 
1064s 
15  381 
20  118 
24858 


76359 
81  127 
85897 
90670 
95  445 


29  600 
34  345 
39092 
43842 
11^93 

53  347 
58  104 
62863 
67  624 
72387 


77  153 
81  922 
86692 
91465 
96  241 


42495 
47  148 
51  803 
56460 
61  119 


40- 


65  78ij66  558 
70445  71  222 
75111175889 
79  779  80558 
84  450  85  229 

89  123!  89902 


93  799 
98476 
03  156 
07839 


12523 
17  210 
21  899 
26591 
31285 


35981 
40679 
45  380 
50083 
54788 

59496 
64  206 
68918 

73633 

78^350 

83  069 
87791 
92515 
97241 
öl  970 


06  701 

11434 
16  170 
20  908 
25  648 

30391 
35136 
39884 

44633 
49386 


54140 
58897 
63656 
68418 

73  182 


77948 
82717 
87488 
92  261 
97037 


94578 
99256 
03937 
08619 

13304 
17992 
22681 

27373 
32067 

36764 
41  462 
46  164 
50  867 
55  573 


07490 
12  223 

16959 
21  698 

26439 


31  182 

35927 

40675 

45425 
50178 


54  933 
59690 
64450 
69  212 
73976 


78743 
83512 
88283 
93057 
97833 


67335 
72  000 
76  667 
81336 
86008 


90  682 
95358 
Ö0036 

04717 
09  400 

14085 
18773 
23463 
28  ISS 
32850 


37  547 
42246 

46947 
51651 
56357 
61  066 

65777 
70490 
75205 

79923 


84643 
89365 
94090 
98  817 

03547 


08  278 
13013 

17749 
22  488 
27  229 

31973 
36718 

41467 
46217 
50970 


55  725 
60483 

65243 
70005 

74770 


60" 


44  821 
49  475 
54131 
58789 
63450 
68  112 
72778 

77  445 
82  115 
86_787 
91  461 
96137 
öo  816 

05497 
10  181 

14866 
19554 
2424s 
28937 
33632 

38330 
43029 

47731 
52435 
57  142 


61  851 
66  562 

71  275 

75991 
80  709 


85430 
90153 
94878 
99605 
04335 
09  067 

13  802 

18539 
23278 

28  019 

32  763 

37510 

42  258 

47009 

51  762 


79  537 
84307 
89079 
93853 
98  629 


56518 
61  276 
66  037 
70799 
75  565 
80332 
85  102 

89874 
94649 
99426 


751I7S2I754I756 


I  75.» 

JJI50.2' 


75  2.  7541  75-6 
'5o*4ii50-8li5T.2 


4  300.4!  300.8 j  301 .6  302  4 

5  375-5  376.0377.0  378.0 

6  450.6  ^51  2|45a.4  453-6 

7  525.71536.41527.8  529.2 

8  600.8  601.6  603.2  604.8; 

9  1 675.9  676  8  678.6  680.4 


758  759 


761 


763  765  767  7691771  773! 775  777 


76.7  76.9 
i53-4|i53  8 
230.11230.7 

306.8  307.6 
383.51384-5 
460.21461.4 

536.9 1538. 3 
613.6  615,2 
690.3  692.1 


77.»     77-3    77-51   77-7 

154.2  154.6  155.0,155-4 

231.3  231.9  232^  233^ 

308.41309.2  310.0  310.8 


385.5  386.5  387.5 
462.61463.8  465.0 

539-7'54»-»  54»-5 
616.8  618.4620.0 

693.9,695-71697-5 


388.5 
466.2 

543-9 
621.6 

699-3 


779  781 


77-9 
155.8 
233^ 
311-6 
.389.5 
467^4 

545-3 
623.2 
701.1 


78.1 
156.2 
234-3 
312.4 
300.5 
468.6 

546.7 
624.8 
702.9 


783  78s  787  7891791  793  795  797. 


78.3 
156.6I 

234.9 

3«3.2 
39»-5 
469.8 

548.1 
626.4 
704-7 


78.5  78.7 
157-0(157-4 
235-5236.1 

314.0I314.8 
392.5  393-5 
471-0  472.2 

540- 5!  550.9 
628.0  629.6 
706.5  708.3 


78.91   79.1     79.3I   79.5    79.7  I 

i57.8'i58.2|i58.6ii59.o|i59.4  2 

236.7j237.3  237-9|238-5'239-'|i  3 

315.6I316.4  317.2  318.0  318.8  4 

394-51395-5  396-5  397-5  3q8.5||  5 

473;4l474-6  475-^,477:0  478.2  ,  6 

552-31553-7  555.»;556.5  557-oli  7 

631.21632.8  634.4,636.o'637.6  8 

7x0.1  711.9I713.7  715.5. 717.3II  9 


-     528     - 
Tafel  IV. 


logJüf. 


O 
I 

2 

3 
_4 

5 
6 

7 
8 

9 
lo 
II 

12 
ni 

14 

15 
i6 

17 
i8 
19 

20 
21 
22 

23 
24 

^5 
26 

27 
28 

29 

30 

3' 
32 
33 

34 

35 
36 

37 
38 

ü 

40 

41 
42 
43 
44 

45 
46 

47 
48 

i? 
50 
5» 
52 
53 
54 

55 
56 
57 
58 
59 


2.8999426 
2.90  04  205 
08987 
13  771 
18558 


2.90  23  347 
28  138 
32932 
37  7*8 
42  526 

2.9047  327 

52  131 

56936 

61  744 

66555 

2.90  71  368 
76183 
81  001 
85  821 
90  644 


2.90  95  469 

2.91  00  296 
05  126 
09958 
14793 

2.91  19630 
24470 
29312 
34156 

19003 

2.91  43  852 
48704 
53558 
58415 
63  2^4 

2.91  68  136 
73  000 
77  866 

82735 
87606 


2.91  92  480 
97356 

2.92  02  235 
07  116 
12  000 

2.92  16  886 
21  775 
26666 
31  560 
36456 

2.9241  354 
46255 

51  159 
56065 

60974 

2.92  65  885 
70798 
75714 
80633 

85554 


l4rO° 


10'' 

ÖO  222 
05  002 
09784 
14569 
19356 


24145 
28937 
33731 
38527 
43326 


44  661 

49  5»  3 
54368 
59225 
64084 
68  946 
73  811 
78677 
83  547 
88  418 


93293 
98  169 
03049 
07930 
12  814 


17  701 
22  590 
27482 
32376 
37J72 
42171 
47073 
51976 
56883 
61  792 


66703 
71  617 
76534 
81453 
86374 


öl  019 

05  799 
10  581 
15  366 
20154 


24943 
29736 
34530 
39327 
44  126 


48928 
53732 
58539 
63348 
68  159 


72973 
77789 
82607 
87428 
92  252 


97078 
Ol  906 
06  736 
II  570 
16405 


21  243 
26083 
30  926 

35771 
40  619 


45469 
50322 

55  177 
60  034 
64  894 


69757 
74621 

79489 
84359 
89231 


94105 
98  982 
03  862 

08744 
13  629 


18516 
23405 
28297 
33  191 
38  088 


42988 
47890 
52794 
57701 
62  610 


67522 
72436 
77  353 
82273 

87194 


öl  815 
06  596 
II  379 
16  164 
20952 


25742 
30535 
35329 
40  127 
44926 

49729 
54  533 
59  340 
64  149 
68  961 


73  775 
78592 

83411 
88  232 
93056 
97  882 
02  711 
07542 
12375 
17  211 


22  050 
26  890 
31  734 
36579 
41427 


46  278 
51  131 

55986 
60  844 
65705 
70567 
75  433 
80  300 
85170 
90043 


40"  _ 

Ö2612 

07393 
12  176 
16  962 
21  750 
26  541 
31  334 
36129 
40927 
45  727 

50529 
55  334 
60  141 
64951 
69763 


_5o" 

Ö3408 
08  190 

12974 

17760 
22548 

27339 
32133 
36928 
41  726 
46527 


94918 
99796 
04676  t 
09558 
14443 


19330 
24220 

29113 
34007 

38905 
43  805 
48707 
53612 

58519 
63429 
68  341 
73  256 
78  173 
83093 
88015 


74578 

79  395 
84214 
89036 
93  860 
986^87 
03516 
08347 
13  181 
18  017 

22  856 
27697 
32541 

37387 

47  087 
51940 
56796 
61  654 

^-ili. 
71378 
76244 
81 112 
85982 
90^5 
95731 

ÖO  609 

05489 
10372 

15257 


20145 
25035 

29  928 

34824 
39721 

44621 

49524 
54429 

59  337 

64247 


69  160 
74075 
78993 
83913 
88836 


51  330 
56135 
60943 
65753 
70  566 


75  380 
80  198 
85018 
89  840 
94  664 


99491 
04321 
09153 
13987 
18  824 

23  663 
28505 
33  349 
38  195 
43044 
47895 
52749 
57605 
62464 
67325 
72"i89 
77055 
81923 

86794 
91  668 


96544 
öl  422 
06303 
II  186 

16  072 


20  960 
25851 
30744 
35640 
40538 


45438 
50342 
55247 
60155 
65  066 


69979 
74895 
79813 
84733 
89656 


Ö4  205 
08  987 

13771 
18558 

28  138 
32932 

37728 
42526 

47327 


52131 
56936 

61  744 
66555 
71368 


76183 
81  001 
85821 
90644 
95469 
ÖO  296 
05  126 
09958 

14793 
19630 


24470 
29312 
34156 
39003 
43852 
48  704 
53558 
58415 
63274 
68  136 


73  000 
77866 

82735 
87606 
92480 


97356 
02235 
07  116 
12  000 
16886 


21  775 
26666 
31  560 
36456 
41  354 


46255 

51  "59 
56065 

60974 
65885 


70798 

75714 
80633 

85554 
90477 


14rl° 


2.9290477 
95403 

2.9300332 
05  263 
10  196 

2.^15732 
20071 
25  012 
29956 
34902 


2.93  39  850 
44802 
49  755 
54712 
59670 


2.9364632 
69596 
74562 

79531 

84502 


2.93  89  476 
94  453 
99432 

2.9404414 
09398 


2.9414385 

19374 

24  366 

29361 

34358 

2.94  39  358 
44360 
49365 
54372 
59382 


2.9464395 
69410 

74427 
79448 
84471 

2.94  89  496 
94524 
99  555 

2.95  04  588 
09624 


2.95  14662 
19704 
24747 
29794 

34842 

2.95  39  894 
44948 
50005 
55064 
60  126 


2.95  65  191 
70258 
75328 
80401 
85476 


91  298 
96  224 

Ol  153 
06085 
II  019 


15^55 
20  894 
25836 
30780 
35726 


40675 
45627 
50581 
55538 
60497 


65459 
70423 
75390 
80359 
85331 


90  306 
95283 
ÖO  262 

05244 

10229 
15  216 
20  206 

25 199 
30  194 

35  191 


40191 
45  »94 
50  199 
55207 
60  217 


65230 
70  246 
75  264 
80  285 
85  308 


90334 
95362 
Ö0394 
05427 
10  464 


15502 
20544 
25588 
30635 
35684 


40736 

45  79« 
50  848 
55908 
60970 


66035 
71  103 

76173 
81  246 
86322 


20" 

92  119 

97046 
Ol  975 
06907 
II  841 


16778 
21  718 
26660 
31  604 
36551 


41  500 
46453 
51407 
56364 
61  324 


66286 
71  251 
76  218 
81  188 
86  160 


91  135 
96  113 
öl  093 
06075 
II  060 
16048 
21  038 
26031 
31  026 
36024 


41  025 
46028 

51033 
56042 
61053 


66066 
71  082 
76  lOI 
81  122 

86  145 


91 172 
96  201 
öl  232 
06  266 

II 303 


16343 

21  384 
26429 
31476 
36526 


41  578 
46633 
51  691 

56751 
61  814 


66880 
71948 
77019 
82092 
87168 


30^^ 

92940 
97867 
02797 
07729 
12664 


17  601 
22541 
27483 
32428 
37376 


42326 
47278 
52233 
57191 
62  151 


67113 
72078 
77046 
82016 
86989 


91  964 
96942 
öl  923 
06  906 
II  891 


16879 
21  870 
26863 
31859 

3^57 
41858 
46  862 
51  868 
56877 
6^i^8 

66902 
71  918 
76937 
81959 
86983 


92  010 
97039 
Ö2  071 
07  106 
12  143 


17183 
22  225 
27  270 
32318 
37368 


42421 
47476 
52534 
57  595 
62658 


67724 
72793 
77864 
82938 
88015 


40'^ 

93761 
98688 
03619 
08551 
13487 


18  424 

23365 
28307 

33253 
38  201 


43  151 

48  104 

53059 
58017 
62978 


67941 
72  906 

77874 
82  845 
87818 


92794 
97772 
Ö2753 
07737 
12  722 


17711 
22  702 
27  696 
32  692 
37^691 
42  692 
47696 
52703 
57712 
62723 


67738 
72755 
77  774 
82796 
87  821 


92848 
97878 
Ö2  910 
07945 
12983 


18023 
23  066 
28  III 

33  159 
38  210 


43263 
48319 
53378 

58439 
63503 


68569 
73638 
78  710 
83784 
88861 


50"      60" 


94582 
99510 
04441 


95403 

60332 
05263 


09374  10196 
14309  15*32 


19  248120071 
24  188,25012 
29  131129956 
34077  34902 
39025  39  «50 


43976,44*02 
48929149755 
53885  54712 
58  844 1 59  670 
63  805  64632 


68  768  69  596 
73734.74563 


78703 
83674 
88647 


79531 
84502 

894^ 


93623 
98602 

Ö3  583 
08567 

13554 


94453 
99432 
04414 
09398 
14  38s 


18543  19374 
235341243^ 


28  528 
33525 
38524 


29361 
34358 
39  35« 


43526 
48530 
53  537 
58547 


44  3^ 
49365 
54  3'2 
59  3«2 


6355964395 


68574 
73  59« 
78611 


69410 

7442" 
7944« 


83633  844, 
88  658  89# 


93686 
98  716 


94524 
99555 


03749*045«» 


08784 
3823 


18863  19704 
23  9o6'24  74" 
28  952  29  794 


09624 
14662 


34001 
39052 


34842 

j?j?4 

44  106 '44  948 
49162  50005 

54  221 :  55  064 
59283  60126 


64347 


69414  70*58 
74483  7532« 

79  555  80+^ 
84  630 1 85  476 

89707,90554 


796  798 


801 


I  79.6|  79.8 
159.2  159.6 
238.8.239.4 
318.4  319.2 
398.0' 399.0 
477.6  478.8 

557-2  558.6 
636.81638.4 
716.4  718.2 


80. 
160. 
240.3 
320.4 
400.5 
480  6 
560.7 
640.8 
720.9 


803 


805 


80.31 
160.6 
240^9 
321.2 
401.5 
481.8 
562.1 
642.4 
722.7 


80.5 
161.0 
241.5 
322.0 
402.5 
483.0 

563.5 
644.0 

724.5 


807    809   811 


80.7 
161.4 
242.1 
322.8 
403.5 
484.2 

564.9 
645.6 
726.3 


80.9 
161.8 
242.7 
323.6 
404.5 
485.4 
566.3 
647.2, 
728.1  729.9 


162.2 
243^ 
324-4 
405.5 
486.6 

567-7 
648- 


813 


81.3 
162.6 

243.9 


325.2 
406.5 
487.8 
569.1 
650.4 
73' -7 


815 


81.5 
163.0 
244-5 
326.0 
407.5 
489.0 

570.5 


817 


81.7 
163-4 
^1 
326.8 
408.5 
490.2 

571.9 


819 


652.01653.6 
733.5|735.3| 


81.9 
163.8 
245-7 
327.6 
409.5 
49t-l 

573.3 
655.2 
737-1 


821 


8a.  I 
164.2 
246.3 
328.4 
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■0.233 
-0.232 
-0.231 

-  0.230 
■  0.229 

-0.228 
-0.227 

-  0.226 

-0.225 
-0.224 
-0.223 
-0.222 
-0.221 

-0.220 
-0.219 
•0.218 
-0.217 
-0.216 

-0.215 
-0.214 
-0.213 
-0.212 
-0.211 

-0.210 

-  0.209 
-0.208 

-  0.207 
-0.206 

-  0.205 

-  0.204 
-0.203 

-  0.202 
-0.201 


0.039  2507 
039  1082 
038  9656 
038  8229 
038  6801 

0.038  5372 
038  3942 
0382511 
038  1079 
0379646 

0.037  8212 
0376777 
0375341 
037  3904 
037  2465 

0.037  1026 
0369586 
036  8144 
036  6702 
0365258 

0.0363814 
036  2368 
0360922 

035  9474 
035  8025 

0.035  6576 
0355125 

035  3673 
035  2220 
035  0766 

0.034  9311 
034  7855 
0346398 

0344939 
034  3480 

0.0342019 
0340558 
0339095 
033  7632 
0336167' 

0.033  4701 
033  3*34 
033  1766 
0330297 
0328827 

0.032  7356 
032  5884 
0324410 
032  2936 
032  1460 

0.031  9983 


425 
426 
427 
428 

429  ! 
430 
431 
43* 

433 

434 

435 
436 

437 
439 

439 

440 
442 
442 


446 
446 
448 
449 

449 

451 
45» 
453 
454 

455 
456  ! 
457 
459 
459 

461 
461 

463 
463 
465 

466 

467 
468 
469 
470 

471 

472 
474 
474 
476 

477 


0.002  7090 
002  6995 
002  6900 
002  6805 
002  6709 

0.002  6614 
002  6519 
002  6423 
002  6328 
002  6232 

0.002  6136 
002  6040 
002  5944 
002  5848 
0025752 

0.002  5656 
002  5560 
002  5463 
0025367 
002  5270 

0.002  5173 
002  5077 
002  4980 
0024883 
002  4786 

0.002  4689 
002  4591 
0024494 
002  4396 
002  4299 

0.0024201 
002  4103 
0024005 
002  3908 
002  3809 

0.002  3711 
002  3613 
0023515 
002  3416 
002  3318 

0.002  3219 
002  3120 
002  3021 
002  2922 
002  2823 

0.002  2724 
002  2625 
002  2526 
002  2426 
002  2327 

0.002  2227 


—  95 

—  95 

—  95 

—  96 

—  95 

—  95 

—  96 

—  95 

—  96 

—  96 

—  96 

—  96 

—  96 
--  96 

--  96 

—  96 

—  97 

—  96 

—  97 

—  97 

—  96 

—  97 

—  97 

—  97 

—  97 

—  98 

—  97 

—  98 

—  97 

—  98 

—  98 

—  98 

—  97 

—  99 

—  98 

—  98 

—  98 

—  99 

—  98 

—  99 

—  99 

—  99 

—  99 

—  99 

—  99 

—  99 

—  99 

—  100 

—  99 

— 100 


69* 
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8 

~    '  ~  1 
0.200  ' 

—  O.I99 

—  0.198 

—  0.197 

—  0.196 

log/ 

üiff.   i 

_    1 

logj? 

Diff. 

— 100 
— 100 
— 100 
— 100 

s 

—  0.150 

—  0.149 

—  0.148 

—  0.147 

—  0.146 

log/ 

0.0244712 
0243177 

024  1641 
0240103 

023  8565 

Diff. 

log^ 

Diff. 

0.0319983 
031 8506 
0317027 

031  5547 
031  4066 

—  1477  ! 

—  1479 

—  1480 

—  1481 

0.002  2227 
002  2127 
002  2027 
002  1927 
002  1827 

—  1535 
-1536 
-1538 
-1538 

0.001  7112 
001  7007 
001  6901 
001  6796 
001  6691 

-105 
—  106 
-105 

-los 

—  1482 

— 100 

—  1540 

-106 

—  0.195 

—  0.194 

—  0.193 

—  0.192 

—  0.191 

0.031  2584 
031  1100 
030  9616 
0308130 
030  6644 

—  1484 

—  1484 
-1486 

—  i486 

—  1488 

0.002  1727 
002  1627 
002  1526 
002  1426 
002  1325 

— 100 
— 101 
— 100 
— 101 

— 100 

—  0.145 

—  0.144 
—0.143 

—  0.142 

—  0.I4I 

0.023  7025 

0235484 

023  394» 
023  2399 
0230854 

—  1541 

—  1542 

—  1543 

—  1545 

-1546 

O.OOI  6585 
OOI  6480 

001 6374 

OOI  6268 
OOI  6162 

—  105 
-106 
-106 

—  106 

-106 

—  0.190 

—  0.189 

—  0.188 

—  0.187 

—  0.186 

0.030  5156 
030  3667 
0302177 
0300686 
0299194 

-1489 

—  1490 

—  149» 

—  1492 

—  1494 

0.002  1225 
002  1124 
002  1023 
0020922 
0020821 

— 101 
— 101 

lOI 

-  101 

lOI 

—  0.140 

—  0.139 

—  0.138 

—  0.137 

—  0.136 

0.022  9308 
0227762 
022  6213 
022  4664 
0223113 

—  1546 

—  1549 

—  1549 
— 1551 

—  1551 

O.OOI  6056 
OOI  5950 
OOI  5844 
OOI  5737 
OOI  5631 

-106 
-106 
—  107 
-106 

—  10^ 

—  0.185 

—  0.184 

—  0.183 

—  0.182 

—  0.181 

0.029  7700 
029  6206 
0294710 
029  3214 
029  1716 

—  1494 

—  1496 

—  1496 

—  1498 

—  1499 

0.002  0720 
0020619 
002  0517 
002  0416 
002  0314 

lOI 

—  102 
— 101 

—  102 

—  102 

—  0.135 

—  0.134 

—  9-133 

—  0.132 

—  0.131 

0.022  1562 
022  0009 
021  8454 
021  6899 
021  5342 

—  1553 

—  1555 

—  1555 

—  1557 

-1558 

O.OOI  5524 
001  5418 

OOI53II 

OOI  5204 
OOI  5097 

-106 

—  107 

—  107 

—  107 

—  107 

—  0.180 

—  0.179 

—  0.178 

—  0.177 

—  0.176 

0.0290217 
0288717 
028  7215 
028  5713 
028  4209 

—  1500 

—  1502 

—  1502 

—  1504 

—  1504 

0.002  0212 

002  Olli 

0020009 
001  9907 
001  9804 

101 

—  102 
— 102 

—  103 

— 102 

—  0.130 

—  0.129 

—  0.128 

—0.127 

—  0.126 

0.021  3784 
021  2225 
021  0665 
020  9103 
020  7540 

—  1559 
-1560 
-1562 
-1563 
-1564 

O.OOI  4990 
OOI  4882 
OOI  4775 
OOI  4667 
OOI  4560 

—  108 

—  107 
-108 

—  10- 

—  108 

—  0.175 

0.028  2705 

-1506 

—  1507 
-1508 

—  1509 

0.001  9702 

—  102 

—0.125 

0.020  5976 

-1565 

-1567 
-1567 

—  1570 

0.001  4452 

—  108 

—  0.174 

—  0.173 

—  0.172 

—  0.171 

028  1199 
027  9692 
0278184 
027  6675 

001  9600 
001  9497 
0019395 
001  9292 

—  103 

— 102 

—  103 

—  0.124 

—  0.123 

—  0.122 

—  0.121 

0204411 
0202844 
020  1277 
0199707 

0014344 

001  4236 
OOI  4128 
001  4020 

-108 

—  108 

—  108 

—  1511 

—  103 

—  1570 

—  108 

—  0.170 

—  0.169 

—  0.168 

—  0.167 

—  0.166 

0.0275164 
027  3653 
027  2140 
027  0626 
026  9111 

-1511 

—  1513 

—  1514 

—  1515 

-1516 

o.ooi  9189 
001  9087 
001  8984 
001  8881 
001  8777 

— 102 

—  103 

—  103 

—  104 

—  103 

—  0.120 

—  0.119 

—  0.118 

—  0.117 

—  0.116 

0.0198137 
019  6566 
0194993 
0193419 
019  1844 

— 1571 

—  1573 

—  1574 

—  1575 

—  1577 

,0.001  3912 
OOI  3803 

001 3695 

OOI  3586 
OOI  3477 

-109 
—108 

—  109 

—  10s 

—  109 

—  0.165 

—  0.164 

—  0.163 

—  0.162 

—  0.161 

0.026  7595 
026  6078 
0264559 
026  3039 
026  1519 

—  1517 
— 1519 

—  1520 

—  1520 

—  1522 

0.001  8674 
001  8571 
001  8467 
001  8364 
001  8260 

—  103 

—  104 

—  103 

—  104 

—  104 

—  0.115 

—  0.II4 
—0.113 

—  0.112 

O.III 

0.019  0267 
018  8689 
018  7110 
0185530 
0183948 

—  1578 

—  1579 

—  1580 

—  1582 

-1583 

0.001  3368 
001  3259 
OOI  3150 
OOI  3041 
OOI  2931 

—  109 

—  109 

—  109 

—  HO 

—  109 

—  0.160 

0.025  9997 

—  1524 

—  1524 

—  1525 

—  1527 

O.OOI  8156 

—  104 

—  104 

—  104 

—  104 

O.IIO 

0.018  2365 

—  1584 

—  1585 
-1587 

—  1588 

O.OOI  2822 

—  HO 

—  0.159 

—  0.158 

—  0.157 

—  0.156 

025  8473 
025  6949 
025  5424 
025  3897 

001  8052 
001  7948 
001  7844 

001  7740 

—  0.109 

—  0.108 

—  0.107 

—  0.106 

018  0781 
0179196 
0177609 
017  6021 

001  2712 
001  2603 
OOI  2493 
OOI  2383 

—  109 

—  HO 

—  HO 

—  1528 

—  105 

—  1589 

—  HO 

—  0.155 

0.025  2369 

—  1529 

—  1530 
-1532 

O.OOI  7635 

—  104 

—  105 

—  105 

—  0.105 

0.017443» 

—  1590 

—  1592 

—  1593 

—  1595 

O.OOI  2273 

—  HI 

—  0.154 

—  0.153 

—  0.152 

025  0840 
0249310 

024  7778 

001 7531 

ooi  7426 
001  7321 

—  0.104 

—  0.103 

—  0.102 

017  2842 
017  1250 
016  9657 

OOI  2162 
001  2052 
OOI  1942 

—  HO 

—  HO 

—  Hl 

—  0.151 

024  6246 

—  1532 

001  7217 

—  104 

O.IOI 

016  8062 

OOI  1831 

—  1534 

—  105 

—  1595 

—  in 

—  0.150 

0.0244712 

O.OOI  7112 

—  0.100 

0.0166467 

O.OOI  1720 
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log/ 


—0.099  I 


I 


0.0166467 
0164870 
016  3272 
016  1672 
0160071 

0.015  8469 
0156866 
015  5261 

0153655 

015  2048 

0.0150439 
0148829 
014  7218 
014  5605 

014  3991 

0.014  2376 

0140759 
013  9142 
013  75" 
013  5902 

0.013  4280 
013  2657 
013  1032 
012  94p6 

0127779 

0.012  6151 
012  4521 
012  2889 
012  1257 
011  9623 

0,011  7987 
011  6351 
0114713 
011  3073 
011  1433 

0.010  9790 
010  8147 
0106502 
0104856 
010  3208 

0.010  1559 
009  9909 
009  8257 
009  6604 
0094949 

0.009  3293 
009  1636 
008  9977 
008  8317 
008  6656 

0.008  4993 


Diff. 


—  1597 

—  1598 
— 1600 
— 1601 

— 1602 

— 1603 
— 1605 
— 1606 
— 1607 

— 1609 

— 1610 

—  1611 
— 1613 
— 1614 

— 1615 

— 1617 
— 1617 
— 1620 
— 1620 

— 1622 

—  1623 
— 1625 

—  1626 
— 1627 

—  1628 

— 1630 
— 1632 
— 1632 

—  1634 

—  1636 

—  1636 

—  1638 
— 1640 
— 1640 

—  1643 

—  1643 

—  1645 

—  1646 
— 1648 

—  1649 

— 1650 
— 1652 

—  1653 

—  1655 

—  1656 

—  1657 

—  1659 

—  1660 

—  1661 

—  1663 


log^ 


0.001  1720 
001  1609 
001  1499 
001  1387 
001  1276 

0.001  1165 
001  1054 
001  0942 
001  0830 
001  0719 

0.001  0607 
001  0495 
001  0382 
001  0270 
001  0158 

0.001  0045 
000  9933 
000  9820 
0009707 
000  9594 

0.000  9481 
000  9367 
0009254 
0009141 
0009027 

0.000  8913 
000  8799 
000  8685 
0008571 
0008457 

0.000  8342 
000  8228 
000  8113 
000  7998 
000  7883 

0.000  7768 
000  7653 
000  7538 
000  7422 
000  7307 

0.000  7191 
000  7075 
000  6959 
0006843 
000  6727 

0.000  6610 
000  6494 
0006377 
000  6260 
0006144 

0.000  6027 


Diff. 


-  0.050 

-  0.049 

-  0.048 

-  0.047 

-  0.046 

-0.045 

-  0.044 

-  0.043 

-  0.042 
-0.041 

-  0.040 

-  0.039 

-  0.038 
-0.037 
-0.036 

-  0.035 

-  0.034 
-0.033 
-0.032 
-0.031 

-  0.030 

-  0.029 

-  0.028 

-  0.027 

-  0.026 

-  0.025 
-0.024 

-  0.023 

-  0.022 
-0.021 

-  0.020 
-0.019 
-0.018 
-0.017 
-0.016 

-0.015 
-0.014 
-0.013 
-0.012 
-o.oii 

-0.010 

-  0.009 

-  0.008 
-0.007 
-0.006 

-0.Ö05 

-  0.004 

-  0.003 

-  0.002 

-  0.00 1 

0.000 


log/ 


0.008  4993 
008  3328 
008  1663 
007  9995 
007  8327 

0.007  6657 
007  4986 
007  3313 
607  1638 
006  9963 

0.006  8286 
006  6607 
006  4927 
006  3246 
006  1563 

0.005  9879 
005  8193 
005  6506 
005  4817 
005  3127 

0.005  1435 
004  9742 
004  8048 
0046352 
0044655 

0.004  2956 
004  1256 
003  9554 
003  7851 
003  6146 

0.003  4440 
003  2732 
003  1023 
002  9312 
002  7600 

0.002  5886 
002  4171 
002  2454 
002  0736 
001  9017 

0.001  7295 
001  5573 
001  3848 
001  2123 
ooi  0395 

0.000  8667 
000  6936 
000  5205 
000  3471 
000  1736 

0.000  0000 


Diff. 


—  1665 

—  1665 

—  1668 

—  1668 

— 1670 

— 1671 

—  1673 

—  1675 

—  1675 

—  1677 

—  1679 

—  1680 

—  1681 

—  1683 

— 1684 

—  1686 

—  1687 

—  1689 
— 1690 

—  1692 

—  1693 

—  1694 

—  1696 

—  1697 

—  1699 

—  1700 

—  1702 

—  1703 

—  1705 

— 1706 

—  1708 

—  1709 

—  1711 

—  1712 

—  1714 

—  1715 

—  1717 

—  1718 

—  1719 
— 1722 

— 1722 

—  1725 

—  1715 

—  1728 

—  1728 

—  173» 

—  1731 

—  1734 

—  1735 

—  1736 


log  E 


Diff. 


0.0006027 
000  5909 
000  5792 
000  5675 
0005557 

0.000  5439 
000.5322 
000  5204 
000  5086 
000  4967 

0.000  4849 
000  4730 
000  46 1 2 
000  4493 
0004374 

0.0004255 
0004136 
000  4017 
000  3897 
0003777 

0.000  3658 
000  3538 
000  3418 
000  3298 
0003177 

0.000  3057 
000  2936 
0002816 
000  2695 
000  2574 

0.000  2453 
000  2331 
000  2210 
000  2088 
000  1967 

0.000  1845 
000  1723 
000  1601 
000  1479 
0001356 

0.000  1234 
000  1 1 1 1 
000  0988 
000  0865 
0000742 

0.0000619 
0000495 
0000372 
000  0248 
0000124 

0.000  0000 


—  118 

—  117 

—  117 

—  118 

—  118 

—  117 

—  118 

—  n8 

—  119 

—  118 

—  119 

—  118 

—  1^19 

—  119 

—  119 

—  119 

—  119 

—  120 

—  120 

—  119 

—  120 

—  120 

—  120 

—  121 

—  120 

—  121 

—  120 

—  121 

—  121 

—  121 

—  122 

—  121 

—  122 

—  121 

—  122 

—  122 

—  122 

122 

—  123 


—  123 

—  123 

—  123 

—  123 

—  123 

—  124 

—  123 

—  124 

—  124 

—  124 
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log/ 


o.ooo 
-f-o.ooi 

-f-  0.002 

4- 0.003 

+  0.004 

+  0.005 
+  0.006 
-j-  0.007 

-H  0.008 
-j-  0.009 

-f-  o.oio 

-j-  O.OIl 

-f-  0.012 
+  0.013 
-f- 0.014 

4-0.015 
+  0.016 
+  0.017 
+  0.018 
+  0.019 

+  0.020 
+  0.021 
+  0.022 
+  0.023 
+  0.024 

+  0.025 
+  0.026 
+  0.027 
+  0.028 
+  0.029 

+  0.030 
+  0.031 
+  0.032 
+  0.033 
+  0.034 

+  0.035 

+  0.036 
+  0.037 
+  0.038 
+  0.039 

+  0.040 
+  0.041 
+  0.042 
+  0.043 
+  0.044 

+  0.045 

-f-  0^46 

+  0.047 

+  0.048 

+  0.049 
+  0.050 


0.000  0000 
9.999  8262 

999  ^5*3 
9994782 

999  3039 

9.999  1295 
998  9549 
998  7802 
9986053 
998  4303 

9.998  2551 

998  0797 
997  904a 
997  7*86 
997  5S»7 

9.997  3768 
997  2006 
997  0243 
996  8479 
9966713 

9.996  4945 
9963176 
996  1405 
995  963a 
995  7858 

9.995  6082 
995  4305 
995  »526 
995  0745 
994  8963 

9.9947179 
994  5394 
994  3607 
9941818 
994  0028 

9.993  8236 
993  644a 
993  4647 
993  »850 
993  1051 

9.9929251 
99*  7449 
99*  5645 
99»  3840 
992  2033 

9.992  0225 
991  8414 
991  6602 
991  4789 
991  »973 

9.991  1156 


Diff. 


—  1738 

—  1739 

—  1741 

—  1743 

—  1744 

—  1746 

—  1747 

—  1749 

—  1750 

—  175* 

—  1754 

—  1755 

—  1756 

—  1759 

—  1759 

—  1762 

-1763 

—  1764 

—  1766 

—  1768 

—  1769 

—  1771 

—  1773 

—  1774 

—  1776 

—  1777 

—  1779 
— 1781 

—  1782 

—  1784 

—  1785 

—  1787 

—  1789 

—  1790 

—  179* 

—  1794 

—  1795 

—  1797 

—  1799 

—  1800 

—  1802 

—  1804 

—  1805 

—  1807 

—  1808 

—  1811 

—  1812 

—  1813 

—  1816 

—  1817 


log  £ 


Diff. 


0.000  0000 

9,9999876 

999  975* 

999  96*7 

999  9502 

9.9999378 
999  9*53 
9999128 

999  9063 
999  8877 

9.999  875* 
999  8626 
9998500 
999  8374 
999  8248 

9.9998122 
999  7996 
999  7869 
999  7742 
999  7^1^ 

9.999  7489 
999  7361 
999  7*34 
999  7107 
999  6979 

9.9996851 
999  67*3 
999  6595 
999  6467 
9996339 

9.999  6210 
999  6081 
999  595* 
999  5823 
999  5694 

9.999  5565 
999  5435 
999  5306 
9995176 
999  5046 

9-999  49  «6 
999  4786 
999  4655 
999  45*4 
999  4394 

9.999  4263 

999413* 
999  4000 

999  3869 
999  3737 

9.999  3606 


—  124 

—  124 

—  1*5 

—  125 

—  124 

—  1*5 

—  125 

—  1*5 

—  126 

—  125 

—  126 

—  126 

—  126 

—  126 

—  126 

—  126 

—  127 

—  127 

—  126 

—  127 

—  128 

—  127 

—  127 

—  128 

—  128 

—  128 

—  128 

—  128 

—  128 

—  129 

— 129 

—  129 

—  129 

—  129 

—  129 

—  130 

—  129 

—  130 

—  130 

—  130 

—  130 

—  131 

—  131 

—  130 

—  131 

—  131 

—  132 

—  131 

—  132 

—  131 


+  0.050 
+  0.051 
H-  0.052 

+  0.053 
+  0.054 

+  0.055 
-f  0.056 
+  0.057 
+  0.058 
+  0.059 


log/ 


+ 

1 

0.060  i 

+ 

0.061  1 

+ 

0.062 

+ 

0.063 

+ 

0.064 

+ 

0.065 

+ 

0.066 

+ 

0.067 

+ 

0.068 

+ 

0.069 

+ 

0.070 

+ 

0.071 

+ 

0.072 

+ 

0.073 

+ 

0.074 

+ 

0.075 

+ 

0.076 

+ 

0.077 

+ 

0.078 

+ 

0.079 

+ 

0.080 

+ 

0.081 

+ 

0.082 

+ 

0.083 

+ 

0.084 

+ 

0.085 

+ 

0.086 

+ 

0.087 

+ 

0.088 

+ 

0.089 

+ 

0.090 

+ 

0.091 

+ 

0.092 

+ 

0.093 

+ 

0.094 

+ 

0.095 

+ 

0.096 

+ 

0.097 

+ 

0.098 

+ 

0.099 

+ 

O.IOO 

9.991  II 56 
9909338 

9907517 
990  5695 

990  3*72 

9.990  2046 
9900219 
989  8>90 
9896559 
989  47*7 

9.989  2893 

989  «057 
988  9220 
9887381 
988  5540 

9.988  3^7 
988  1852 
988  0006 
9878158 
9876309 

9.987  4457 
987  2604 

9870749 
986  8892 
986  7034 

9.9865173 
986  3311 
986  1447 
985958* 
985  7714 

9.985  5845 
985  3974 
985  2101 
985  0227 
9848350 

9.984  6472 

984  459* 
9842710 
9840827 
983  894t 

9.983  7054 
9835165 
983  3*74 
98J1381 
982  9486 

9.982  7590 
982  5692 

9823791 
982  1889 
981  9985 

9.981  8080 


Diff. 


— 1818 

—  1821 
— 1822 
•--1823 

—  1826 

— 1827 
— 1829 
— 1831 
— 1832 

—  1834 
•—1836 

—  1837 

—  1839 
— 1841 

—  1843 

—  1845 

—  1846 

—  1848 

—  1849 

— 1852 

—  1853 

—  1855 

—  1857 

—  1858 

— 1861 

—  1862 
— 1864 

—  1865 

—  1868 

—  1869 

— 1871 

—  1873 

—  1874 

—  1877 

—  1878 

—  1880 

—  1882 

—  1883 

—  1886 

—  1887 

—  1889 
— 1891 

—  1893 

—  1895 

—  1896 

—  1898 
— 1901 
— 1902 

—  1904 

—  1905 


log^ 


Diff. 


9.999  3606 

999  3474 
999  334* 
999  3209 
999  3077 

9.999  2944 
9992812 

999  2679 
999  2546 
999  2413 

9.999  2279 
999  2146 
999  2012 
999  1878 
999  1744 

9.999  1610 
999  1475 
9991 341 
999  1206 

999  1071 

9.999  0936 
999  oSoi 
999  0665 
999  0530 
9990394 

9.999  0258 
9990122 
998998b 
998  9849 
9989713 

9.998  9576 
998  9439 
998  9302 
998  9164 
998  9027 

9.998  8889 
998  8751 
9988613 
998  8475 
9988337 

9.998  8198 
998  8060 
998  7921 
998  7782 
998  7642 

9.998  7503 
9987363 
998  7223 
998  7083 
998  6943 

9.998  6803 


Digitized  by 


Google 


561 


Tafel  Via. 


log/ 


lOO 
lOl 
102 
103 
104 

105 
106 
107 
108 
109 

HO 

III 

112 

114 

"5 

116 

117 
118 
119 

120 
121 
122 
"3 

124 

125 
126 

127 

128 
129 

130 

132 
»33 
134 

>35 
136 

137 
138 
139 

140 
141 
142 

143 
144 

145 
146 
147 
148 
149 


-h  0.150 


9.981  8080 
981  6172 
981  4262 
9812351 
981  0438 

9.980  8523 
980  6606 
9804687 
980  2766 
980  0843 

9.9798918 
979  6992 
979  5063 
979  3*33 
979  1201 

9.978  9266 

97«  7330 
978  5392 

978  3452 
978  1510 

9.977  9566 
9777621 
977  5673 
977  37*3 
977  1771 

9.9769818 
976  7862 
976  5904 
976  3945 
976  1983 

9.976  0020 
975  8054 
9756087 
975  4"  7 
975  »«46 

9.975017» 
9748196 
9746219 
974  4*39 
974  "58 

9.9740274 
973  8288 
9736301 
973  43" 
973*319 

9.973  0325 
9728329 
97*6331 

97*4331 
9722329 

9.972  os*5 


Diff. 


log  JE 


— 1908 
— 1910 
— 1911 
— 1913 

—  1915 

—  1917 

—  1919 

—  1921 

—  19*3 

—  19*5 

— 1926 

—  1929 

—  1930 

—  1932 

—  1935 
r-1936 

—  1938  I 

—  1940 

—  1942 

—  1944 

—  1945 

—  1948 

—  1950 

—  1952 

—  1953 

—  1956 

—  1958 

—  1959 
— 1962, 

—  1963 

—  1966 
— 1967 
— 1970 

—  1971 

—  1974 

—  1976 
— 1977 
— 1980 
— 1981 

—  1984 

—  1986 

—  1987 

—  1990 
— -1992 

—  1994 

—  1996 

—  1998 

—  2000 

—  2002 

—  2004 


9.998  6803 
998  6662 
998  6522 
9986381 
998  6240 

9.998  6098 
998  5957 
9985815 
998  5674 
998553* 

9.998  5389 
998  5*47 
9985104 
998  4962 
9984819 

9.998  4676 
998  453* 
998  4389 
998  4*45 
9984101 

9998  3957 
9983813 
998  3668 
998  35*4 
998  3379 

9.998  3234 
998  3089 
998  *943 
998  *798 
998  2652 

9.998  2506 
998  2360 
998  2213 
998  2067 
998  1920 

9.9981773 
998  1626 

998  1479 
9981331 
998  1183 

9.998  1035 
998  0887 
998  0739 
998  0590 
9980441 

9.998  0292 
998  0143 
997  9994 
997  9844 
9979695 

9.997  9545 


Diff. 


—  141 
— 140 

—  141 

—  141 

—  142 

—  141 

—  142 

—  141 

—  142 

—  143 

—  142 

—  143 

—  142 

—  143 

—  143 

—  144 

—  143 

—  144 

—  144 

—  144 

—  144 

—  145 

—  144 

—  145 

—  «45 

—  145 
— 146 

—  145 

—  146 

—  146 

—  146 

—  147 

—  146 

—  147 

—  147 

—  147 

—  147 

—  148 

—  148 

— 148 

-148 

—  148 

—  149 

—  149 

—  149- 

—  149 

—  149 

—  150 

—  149 

—  150 


+  0. 
+  0. 
-ho. 
+  0. 
+  0. 

H-o. 

+  0. 
+  0. 

-ho. 
-ho. 

-ho. 
-ho. 

+  0. 

-ho. 
-ho. 

+  0. 

-ho. 

H-o. 
-ho. 


-ho. 
-ho. 
-ho. 
-+-0. 
-ho. 

-ho. 
-+-0. 
-ho. 
-ho. 

+  0. 

-ho. 
-ho. 
-ho. 

4-0. 

-ho. 

-fo. 
-ho. 
-ho. 

+0. 

-ho. 

+  0. 

-ho. 
-ho. 
-ho. 
-ho. 

+0. 

-ho. 
-ho. 
-ho. 
-ho. 


4-  0.200 


log/ 


9.971 0325 
971  8319 
971  63II 
971  4300 
971  2288 

9.971 0273 
9708257 
9706238 
9704217 
970  2194 

9.9700169 
969  8142 
969  6112 
969  408 1 

969  2047 

9.969  001 1 
968  7973 
968  5933 
968  3891 
968  1847 

9.967  9800 
967  775* 
967  5701 
967  3648 
967  159* 

9.9669535 
966  7475 
966  5414 
966  3350 
966  1283 

9.965  9*15 
965  7144 
965  5071 
965  2996 
9650919 

9.9648839 
9646757 
9644673 
9642587 
9640499 

9.963  8408 
9636315 
963  4219 
963  2121 
9630022 

9.962  7919 
9625815 
962  3708 
962  1599 
961  9487 

9.961  7374 


Diff. 


—  2006 

—  2008 

—  2011 

—  2012 

—  2015 

—  2016 

—  2019 

—  2021 

—  2023 

—  2025 

—  2027 

—  2030 

—  2031 

—  2034 

—  2036 

—-2038 
—^2040 

—  2042 

—  2044 

—  2047 

—  2048 

—  2051 

—  2053 

—  2056 

—  2057 

—  2060 

—  2061 

—  2064 

—  2067 

—  2068 

—  2071 

—  2073 

—  2075 

—  2077 

—  2080 

—  2082 

—  2084 

—  2086 

—  2088 

—  2091 

—  2093 

—  2096 

—  2098 

—  2099 

—  2103 

—  2104 

—  2107 

—  2109 

—  2112 

—  2113 


XogE 


Diff. 


9.997  9545 
997  9394 
997  9*44 
997  9093 
997  8943 

9.997  879* 
997  8640 
997  8489 
9978337 
9978186 

9.997  8033 
9977881 
997  77*9 
997  7576 
997  74*3 

9.997  7*70 
9977117 
997  6963 
997  6810 
997  6656 

9.997  6501 

997  6347 
9976193 
9976038 
997  5883 

9.997  57*7 
997  557* 
9975416 
997  5260 
9975104 

9.997  4948 
9974791 
997  4635 
9974478 
9974321 

9-997  4163 
997  4005 
997  3848 
997  3689 
9973531 

9.9973373 
997  3*14 
997  3055 
997  *896 
997  *736 

9.997  *577 
9972417 
997  **56 
997  *096 
997  1936 

9.997  1775 


—  15» 

—  150 

—  151 

—  150 

—  151 

—  152 

—  151 

—  15* 

—  151 

—  «53 

—  152 

—  15* 

—  153 

—  153 

—  «53 

—  153 

—  154 

—  153. 

—  154 

—  155 

—  154 

—  154 

—  155 

—  155 

-156 

—  155 
-156 

—  156 

—  156 

-156 

—  «57 
-156 

—  157 

—  157 

—  158 

—  158 

—  «57 

—  159 

—  158 

-158 

—  «59 

—  «59 

—  «59 

—  160 

—  159 

—  160 

—  161 

—  160 

—  160 

—  161 


Digitized  by 


Google 


552 


Tafel  Via. 


log/ 


-f-0.200 
+  0.201 
-\-  0.202 

-H  0.203 

-j-  0.204 

H-  0.205 

-j-  0.206 
-|- 0.207 

4-  0.208 

4"  0.209 

+  0.210 
-j- 0.211 
-l- 0.212 

+  0.213 
+  0.214 

+  0.215 
+  0.216 
+  0.217 
+  0.218 
+  0.219 

+  0.220 
+  0.221 
+  0.222 
+  0.223 
+  0.224 

+  0.225 
+  0.226 
+  0.227 
+  0.228 
+  0.229 

+  0.230 
+  0.231 
+  0.232 

+  0.233 
+  0.234 

4-0.235 

+  0.236 

+  0.237 
+  0.238 
+  0.239 

+  0.240 
+  0.241 
+  0.242 
+  0.243 
+  0.244 

+  0.245 

+  0.246 

+  0.247 
+  0.248 
+  0.249 

+  0.250 


9.961  7374 
961  5258 
961  3139 
961  1018 
960  8895 

9.960  6770 
960  4642 
960  2512 
9600380 
9598245 

9.9596107 
959  3968 
959  »8^6 
958  9682 
958  7535 

9.958  5386 

958  3^34 
958  1080 
957  8924 
957  6765 

9.9574604 
957  2440 
957  0274 
956  8106 

9565935 

9.956  3761 
9561585 
955  9407 
955  7226 
955  5043 

9.9552857 
955  0669 
954  8478 
954  6285 
954  4089 

9.9541891 
953  9690 
953  7487 
9535281 
9533072 

9.953  0861 
952  8648 
952  6432 
9524213 
952  1992 

9.95  »  9768 
951  7542 
951  5313 
951  3081 
9510847 

9.950  861 1 


Diff. 


—  2116 

—  2119 

—  2121 

—  2123 

—  2125 

—  2128 

—  2130 

—  2132 

—  2135 

—  2138 

—  2139 

—  2142 

—  2144 

—  2147 

—  2149 

—  2152 

—  2154 

—  2156 

—  2159 

—  2161 

—  2164 

—  2166 

—  2168 

—  2171 

—  2174 

—  2176 

—  2178 

—  2181 

—  2183 

—  2186 

—  2188 

—  2191 

—  2193 

—  2196 

—  2198 


-2203 
-2206 

-  2209 

-  2211 

•2213 

■  2216 

■  2219 
2221 

-  2224 

-2226 

■  2229 
-2232 

2234 

-2236 


log  J? 


9.997 1775 

997  1614 
997  1452 
997  1291 
997  II 29 

9.997  0967 
997  0805 
997  0643 
997  0480 
9970317 

9.9970154 
996  9990 

996  9827 
996  9663 
996  9499 

9.9969334 
9969170 
996  9005 
996  8840 
996  8675 

9.996  8509 
996  8343 
996  8177 
996  8011 
996  7845 

9.996  7678 
996  75 II 

996  7344 
996  7176 
996  7008 

9.996  6840 
996  6672 
996  6504 
9966335 
996  6166 

9.996  5997 
996  5827 
996  5657 
996  5487 
9965317 

9.9965147 
996  4976 
996  4805 

9964633 
996  4462 

9.996  4290 
9964118 
996  3946 
9963773 
996  3600 

9.996  3427 


Diff. 


—  161 

—  162 

—  161 

—  162 

—  162 

—  162 

—  162 
-163 
-163 

-163 

—  164 
-163 
— 164 
-164 

-165 

-164 
-165 
-165 
-165 

—  166 

—  166 

—  166 

—  166 

—  166 

—  167 

-167 
— 167 

—  168 

—  168 

—  168 

—  168 

—  168 

—  169 
— 169 

—  169 

—  170 

—  170 

—  170 

—  170 

—  170 

—  171 

—  171 

—  172 

—  171 

—  172 

—  172 

—  172 

—  173 
— *I73 

—  173 


+  0.250 
+  0.251 
+  0.252 
+  0.253 
+  0.254 

+  0.255 
+  0.256 
+  0.257 
+  0.258 
+  0.259 

+  0.260 
+  0.261 
+  0.262 
+  0.263 
+  0.264 

+  0.265 
+  0.266 
+  0.267 
+  0.268 
+  0.269 

+  0.270 
+  0.271 
+  0.272 
+  0.273 
+  0.274 

+  0.275 
+  0.276 
+  0.277 
+  0.278 
+  0.279 

+  0.280 
+  0.281 
+  0.282 
+  0.283 
+  0.284 

+  0.285 
+  0.286 
+  0.287 
+  0.288 
+  0.289 

+  0.290 
+  0.291 
+  0.292 
+  0.293 
+  0.294 

+  0.295 
+  0.296 
+  0.297 
+  0.298 
+  0.299 

+  0.300 


log/ 


9.950  861 1 

9506371 
9504129 
950  1885 

9499637 

9.949  7388 
9495135 

949  2880 
949  0622 
948  8362 

9.948  6099 
948  3833 
948  1564 

947  9293 
947  7019 

9.947  4742 

947  2463 
947  0181 
946  7896 
946  5609 

9.9463319 
946  1026 

945  8730 
945  6431 
9454130 

9.945  1826 
9449519 

944  7210 

944  4897 
9442582 

9.944  0264 
943  7943 
943  5620 
943  3293 
943  0964 

9.942  8632 
942  6297 
942  3959 
942  1618 

941  9275 

9.941  6928 

941  4579 
941  2226 
9409871 
9407513 

9.9405152 
940  2788 
9400421 
939  8052 
939  5679 

9-939  3303 


Diff 


—  2240 

—  2242 

—  2244 

—  2248 

—  2249 

—  2253 

—  2255 

—  2258 

—  2260 

—  2263 

—  2266 

—  2269 

—  2271 

—  2274 

—  2277 

—  2279 

—  2282 

—  2285 

—  2287 

—  2290 

—  2293 

—  2296 

—  2299 

—  2301 

—  2304 

—  2307 

—  2309 

—  2313 

—  2315 

—  2318 

—  2321 

—  2323 

—  2327 

—  2329 

—  2332 

—  2335 

—  2338 

—  2341 

—  2343 

—  2347 

—  2349 

—  2353 

—  2355 

—  2358 

—  2361 

—  2364 

—  2367 

—  2369 
--2373 

—  2376 


\og£ 

9.996  3427 
996  3254 
996  3080 
996  2906 
996  273» 

9.996  2558 
996  2383 
996  2208 
9962033 
996  1857 

9.996  1682 
996  1506 
9961329 

9961153 
996  0976 

9.996  0799 
9960621 
9960444 
996  0266 
996  0088 

9.995  9909 
995  9730 
995  9551 
9959372 
995  9192 

9.9959012 
995  8832 
995  8652 
995  8471 
995  8290 

9.995  8109 
995  79»7 
995  7745 
995  7563 
995  7381 

9.995  7198 
995  7015 
995  6832 
995  6648 
995  6464 

9.995  6280 
995  6096 
9955911 
995  5726 
995  5541 

9-995  5355 
995  5169 
995  4983 
995  4796 
995  4609 

9.995  4422 


Digitized  by 


Google 


553 


Tafel  VI6- 


vgl.  p.  71. 


log  6? 


—  0.300 

—  0.299 

—  0.298 

—  0.297  < 

—  0.296 


-  0.29s 

-  0.294 

-  0.293 

-  0.292 
-0.291 

-  0.290 

-  0.289 

-  0.288 
-0.287 
-0.286 


-  0.284 
-0.283 

-  0.282 
-0.281 


9.952  4667 
952  6116 

952  7565 
9529015 
9530466 


DiflF. 


^9.953  1918 
953  3370 
95348*4 
953  6278 

953  7733 

9.9539189 

954  0645 

954  »103 
9543561 
954  5020 


—  0.285  1 9.954  6480 


954  7941 

954  9403 

955  0865 
95523*8 


-0.280  9.955  3792 
-0.2791  955  5*57 
-0.278  j  9556723 
-0.277  9558190 
■0.276   9559657 


-0.275 

-  0.274 
-0.273 
-0.272 
-0.271 

-  0.270 

-  0.269 

-  0.268 

-  0.267 

-  0.266 

-  0.265 
-0.264 
-0.263 

-  0.262 
-0.261 

-  0.260 

-  0.259 
-0.258 

-0.257 
-0.256 

-0.255 
-0.254 
-0.253 
-0.252 
-0.25 


9.956  II 25 
956  2594 
956  4064 

9565535 

956  7006 

9.956  8479 
9569952 

957  1426 
957  2901 

957  4377 

9-957  5854 
957  733» 

957  8809 
9580288 

958  1768 

9.958  3249 

9584731 
9586213 

958  7697 
9589181 

9.959  0666 
9592152 

959  3639 
9595127 
9596615 


—  0.250  9.959  8104 


449 
449 
450 
451 

452 

452 
454 
454 
455 

456 

456 
458 
458 
459 
460 

461 
462 
462 
463 

464 

465 
466 

467 
467 

468 

469 

470 
471 
471 

473- 

473 
474 
475 
476 

477 

477 
478 
479 
480 

481 

482 
482 
484 
484 

485 
486 
487 
488 
488 

489 


-0.250 
-0.249 

-  0.248 
-0.247 

-  0.246 

■  0.245 
-0.244 

■  0.243 

-  0.242 

-  0.241 

-  0.240 
-0.239 
-0.238 
-0.237 
-0.236 

-0.235 
-0.234 
-0.233 
-0.232 
-0.231 

-0.230 
-0.229 
-0.228 
-0.227 

-  0.226 

-  0.225 
-0.224 
-0.223 

-0.222 

-  0.221 

-  0.220 
-0.219 
-0.218 
-0.217 
-0.216 

-0.215 
-0.214 
-0.213 
-0.212 
-0.211 

-0.210 

-  0.209 
-0.208 
-0.207 

-  0.206 

-  0.205 

-  0.204 

-  0.203 
-0.202 

-  0.201 


logO 


Diff. 


9.9598104 

959  9595 

960  1086 
9602578 
960  407 1 

9.960  5564 
960  7059 

960  8554 

961  0050 
961  1547 

9.961  3045 

961  4544 
961  6044 
961  7545 

961  9046 

9.962  0548 

962  2051 
962  3555 
962  5060 

962  6566 

9.962  8073 
9629581 

963  1089 
963  2598 
963  4108 

9.963  5620 
963  7132 

963  8644 
9640158 
9641673 

9.964  3188 

964  4705 
964  6222 
964  7740 

964  9259 

9.965  0779 

965  2300 
965  3821 

965  5344 

965  6867 

9.965  8392 
9659917 

966  1443 
966  2970 
966  4498 

9.966  6027 
966  7557 

966  9088 

967  0619 
967  2152 

9.967  3685 


491 
49" 
492 
493 

493 

495 

495 

96 

97 

98 

99 
00 

Ol 
Ol 


21 
21 
23 
23 

25 

25 
26 

27 
28 

29 

30 
31 
3« 
33 

533 


—  0.200 

—  0.199 

—  0.198 

—  0.197 

—  0.196 

—  0.195 

—  0.194 

—  0.193 

—  0.192 

—  0.191 

—  0.190 

—  0.189 

—  0.188 

—  0.187 

—  0.186 

—  0.185 

—  0.184 

—  0.183 

—  0.182 

—  0.181 

—  0.180 

—  0.179 

—  0.178 

—  0.177 

—  0.176 

—  0.175 

—  0.174 

—  0.173 

—  0.172 

—  0.171 

—  o.  1 70 

—  0.169 

—  0.168 

—  0.167 

—  0.166 

—  0.165 

—  0.164 

—  0.163 

—  0.162 

—  0.161 

—  0.160 

—  0.159 

—  0.158 
-0.157 

—  0.156 

—  0.155 

—  0.154 

—  0.153 

—  0.152 

—  0.151 

—  0.150 


iogO 


9.967  3685 
9675219 

967  6755 
967  8291 

967  9828 

9.968  1 366 

968  2904 
9684444 
968  5985 

968  7526 

9.968  9069 

969  0612 
9692157 
969  3702 
969  5248 

9.969  6795 
969  8343 

969  9892 

970  1442 
970  2992 

9.970  4544 
9706097 
970  7650 

970  9205 

971  0760 

9.971  2316 
971  3874 
971  5432 
971  6991 

971  8551 

9.972  Ol  12 

972  1674 
972  3237 
972  4801 
972  6365 

9.9727931 

972  9498 

973  1065 
973  2634 
9734203 

9.973  5773 

973  7345 
9738917 
9740490 

974  2064 

9.974  3639 
9745216 

9746793 
9748371 
974  9950 

9.975  1529 


Diff. 


534 
536 
536 

537 

538 

538 
540 
541 

541 

543 

543 
545 
545 
546 

547 

548 
549 
550 
550 

552 

553 
553 
555 
555 

556 

558 
558 
559 
560 

561 

562 
563 
564 
564 

566 

567 
567 
569 
569 

570 

572 
572 
573 
574 

575 

577 
577 
578 
579 

579 


-0.150 
-0.149 
-0.148 
-0.147 
-0.146 

-0.145 
-0.144 

-0.143 
-0.142 
-0.141 

-0.140 

-0.139 
-0.138 
-0.137 
-0.136 

-0.135 
-0.134 
-0.133 
-0.132 
-0.131 

-0.130 
-0.129 
-0.128 
-0.127 
-0.126 

-0.125 
-0.124 
-0.123 
-0.122 
-0.121 

-0.120 
-0.119 
-0.118 
-0.117 
-0.116 

-0.115 

-0.114 
-0.113 
-0.112 

-O.Ill 

-0.1 10 
-0.109 
-0.108 
-0.107 
-0.106 

-0.105 
-0.104 
-0.103 
-0.102 

-O.IOI 
-  O.IOO 


XogO 


9.9751529 
9753IIO 
9754692 

975  6275 

975  7859 

9.975  9443 

976  1029 
976  2615 
976  4203 
976  5792 

9.9767381 

976  8972 

977  0563 
9772155 
977  3749 

9.977  5343 
977  6939 

977  8535 

978  0132 
978  1730 

9.978  3330 

978  4930 
9786531 
9788133 
9789736 

9.9791 341 

979  2946 
9794552 
9796159 

979  7767 

9.9799376 

980  0986 
9802597 
980  4209 
980  5822 

9.980  7436 

980  9051 

981  0667 
981  2285 
981  3903 

9.981  5522 
981  7142 

981  8763 
9820385 

982  2008 

9.982  3632 
9825257 
982  6883 
982  8510 
9830138 

9.983  1767 


Diff. 


-f 
-f 
-+- 

-1-1 

-1-1 

-\- 

-+- 

-1-1 

+ 

-+- 

H- 


+ 


581 
582 
583 
584 

584 
586 
586 
588 
589 

589 

59« 
59« 
592 
594 

1594 

1596 
[596 

1597 
[598 

1600 

1600 
[601 
[602 
1603 

1605 

1605 
[606 
1607 
1608 

1609 

610 
611 
612 
613 
1614 

1615 
1616 
1618 
1618 

1619 

1620 
1621 
1622 
1623 
1624 

1625 
1626 
1627 
1628 

1629 
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Digitized  by 


Google 


554 


Tafel  Ylb. 


log  O     I    IHff. 


—  O.IOO 

—  0,099 

—  0.09H 

—  0,097 

—  0.096 

-0.095 
-0.094 
-0.093 

—  0,092 

—  0.091 

—  0.090 

—  0.0Ä9 

—  0.088 

—  0.087 

—  0.086 

I 

—  0.085 

-0.084: 
-0.083! 
-0.082. 

—  0.081' 

—  0.080 

—  0.079 

—  0.078 

-0.077 

■-0.0761 

-0.075' 

■0.074' 
-0.073 

-0.072| 

—  0.071 

-  0.070 
-0.069, 
-0.068! 
--  0.067 
--  0.066 

-- 0.065 

—  0.064 

—  0.063 

—  0.062 

—  0.061 

—  0.060 

-0.059 

-- 0.058 

0.057 

0.056 

0.055 

0.054 

-■0.053 

—  0.052 

-  0.051 

—  0.050 


9.983 1767 
9833397 

983  5028 

983  6661 

983  8294 

9.983  9928 
9841563 

984  3  «99 
9844837 

,  984  6475 

9.9848114 

984975s 

;  985  1396 

985  3038 
985  4682 

9.9856326 
985  7972 

985  9618 

986  1266 
986  2914 

9.986  4564 
986  6214 

986  7866 
9869519 

987  1173 

9.9872827 

9874483 
9876140 
9877798 
9879457 

9.988  if  17 

988  2778 
988  4440 
988  6103 

988  7768 

9.9889433 

989  1099 
989  2767 
9894435 
9896105 

9.9897775 

989  9447 

990  1120 
9902793 
990  4468 

9.9906144 
990  7821 

990  9499 

991  1178 
991  2858 

9.991  4540 


630 
631 
633 
633 

634 

635 
636 
638 
638 

639 
641 
641 

642 
644 

644 

646 
646 
648 
648 

650 

650 
652 
653 
654 

654 

656 
657 
658 
659 

660 

661 
662 
663 
665 

665 

666 
668 
668 
670 

670 

672 
673 
673 
675 

676 

677 
678 
679 
-h  1680 

-1-1682 


log  O 


Diff. 


-  0.050 

-  0.049 

-  0.048 

-  0.047 

-  0.046 

-  0.045 
-0.044 

-  0.043 
-0.042 

-  0.041 

-  0.040 

-  0.039 
-0.038 
-0.037 

-  0.036 

I 

■0.035 

-  0.034 
-0.033 
■0.032 
■0.031 


9.991 
991 
991 
991 
992 

9.992 
992 
992 
992 
992 

9.993 
993 
993 
993 
993 


4540 
6222 

7905 
9590 

1275 

2962 
4650 

6339 
8028 
9719 

1412 ; 

3105 ' 
4799 
6494 
8191 


9.993  9888 

;  9941587 

994  3286 

994  4987 

I  994  6689 


-  0.029 

-  0.028 

-  0.027 

-  0.026 


0.030  ,9.9948392 
995  0096 
995  1801 
995  3508 
9955215 


-  0.025 

-  0.024 
-0.023 
-0.022  I 
-0.021 

-  0.020 
-0.019 
-0.018 

-  0.017 
-0.016 

-0.015 

-  0.014 
-0.013 
-0.012 
-o.oii 

-O.OIO 

-  0.009 

-  0.008 
-0.007 

-  0.006 

-  0.005 

-  0.004 

-  0.003 

-  0.002 

-O.OOI 

0.000 


9.995  6924 

995  8633   • 
9960344  T 

996  2056  ^ 
996  3769  !  ~ 


9.996  5483 
9967198 
9968914 
9970632 

997  2350 

9.997  4070 
997  579» 
997  75«3 

997  9236 

998  0960 

9.998  2685 
9984411 
9986139 
998  7868 

998  9597 

9.9991328 

999  3060 
999  4794 
999  6528 
999  8263 

0.000  0000 


682 
683 
685 
685 

687 

65*8 
689 
689 
691 

693 

693 
694 

695 
697 

697 

699 
699 

701 
702 

703 

704 
705 
707 
707 
709 

709 
711 

712 
713 
714 

715 
716 
718 
718 

720 

721 
722 
723 
724 

725 

726 
728 
729 
729 

731 

732 
734 
734 
735 

737 


logO 


IKff. 


0.000 

4-  O.OOI 

-j-  0.002 

4- 0.003 

4-  0.004 

-h  0.005 
-j-  0.006 
-f-  0.007 
4-  0.008 
4-  0.009 

-|-  0.010 
-j-  0.011 
4-  0.012 
4-0.013 
4-  0.014 

4-0.015 
4-  0.016 
4-  0.017 
4-0.018 
4-  0.019 

4-  0.020 
4-0.021 
4-  0.022 
4-  0.023 
4-  0.024 

4-  0.025 
4-  0.026 
4-  0.027 
4-0.028 
4-  0.029 


o.opooooo 
000  1738 
0003477 

000  5217 
0006958 

0.000  8700 

001  0444 

001  2188 
001  3934 
001  5681 

O.OOI  7429 

001  9178 

002  0929 
002  2680 

I  0024433 

0.002  6187 

002  7942 
(  002  9698 

0031455 
,  003  3214 

0.003  4974 

003  6735 

003  8497 

004  0260 
004  2024 

I  0.004  3790 

!  0045557 
0047325 

004  9094 1 

005  0864 1 


I 


4"  0.030  j  0.005  2635 ' 

4-0.031! 

4-0.032 

4- 0.033 1 

4-  0.034 


-h  0.035 
4-  0.036 
4-0.037 
4-  0.038 
4-  0.039 

4-  0.040 
4-  0.041 
4-  0.042 
4-  0.043 
4-  0.044 

4-  0.045 
4-  0.046 
4-  0.047 
-|-  0.048 
4-  0.049 

4-  0.050 


005  4408 

005  6182 

005  7957 

0059733 

0.006  151 1 

006  3289 

006  5069 

006  6850 

006  8632 

0.007  04*6 

007  2200 

007  3986 

007  5773 

007  7561 

0.007  9350 

008  1141 

008  2933 

008  4726 

008  6520 

0.008  8316 

i4- 

4- 

-h 


738 

739 
740 

741 

742 

744 
744 
746 

747 
748 

749 

751 
751 
753 

754 

755 
756 
757 
759 
760 

761 
762 
763 

764 

766 

767 
768 
769 

770 

771 

773 
774 
775 
776 

778 

778 
780 
781 
782 

784 

784 
786 

787 
788 

789 
791 
792 
793 
794 

796 


log  6? 


Diff. 


0.008  8316    , 

0090112  ^ 

.    009  1910 ,  ^ 

009  3709  T 
0095510  "^ 

I  .  + 

0.0097311' 
0099114  T 
0100918  _r 

010  2723  ^ 
0104529 

14- 
0.0106337 


4-  0.050 
4-0.051 
4-0.052 
4-  0.053 
4-  0.054 

-+-  0.055 
4-  0.056 
4-  0.057 
4-  0.058  I 
4-  0.059  I 
'I 

4-  0,060  [  0.0  lu  OJ37   I 
-j-  0.061  I   010  8146   , 

-}-  0.062 1  010  9956  T 

4-0.063    011  1768  ^ 
4-0.064    "^^ 


-h  0.065 
4-  0.066 
4-  0.067 
-f-  0.068 
4-  0,069 

-f-  0.070 

4-0.071 

4-  0.072 
4-  0.073 ' 
4-  0.074 

4-0.075 
-{-  0.076 
4-  0.077 
4-  0.078 
4-  0.079 

4-  0.080 
4-  0.081 
-j-0^82 
4-  0.083 
4-  0.084 

4-  0.085 
4-  0.086 
-j-  0.087 
4-  0.088 
-j-  0.089 

4-  0.090 
-+-  0.091 
4-  0.092 
4-  0.093 
4-  0.094 

4-  0.095 
4-  0.096 
4-  0.097 
4-  0.098 
4-  0.099 

4-  O.IOO 


011  3580 
0.011  5394 

OTl  7209 

Ol  I  9025 

0120843 

012  2662 

0.0124482 
0126303 

012  8126 
0129949 

013  1774 

0.013  3601 

013  5428 
0137257 
0139087 
0140918 

0.014  2751 

0144585 

014  6420 
0148256 
0150094 

0.015  1933 

015  3773 
015  5614 
0157457 

015  9301 

0.016  1146 

016  2993 
0164840 
016  6690 

016  8540 

0.0170392 
0172245 
0174099 
0175954 

017  7811 

0.017  9669 


Digitized  by 


Google 


—     555 


Tafel  VI  6. 


log  G 


+  0. 

100 

+  0. 

lOI 

-ho. 

102 

-f-o. 

103 

+  0. 

104 

-ho. 

105 

+  0. 

io6 

-1-0. 

I07 

-ho. 

108 

-ho. 

109 

-f  0. 

HO 

-ho. 

111 

4-0. 

112 

-ho. 

113 

4-0. 

114 

+  0. 

115 

H-o. 

116 

-ho. 

117 

-ho. 

118 

-ho. 

119 

-ho. 

120 

-ho. 

121 

-ho. 

122 

-ho. 

123 

-ho. 

124 

-ho. 

-5 

+  0. 

126 

+  0. 

127 

-ho. 

128 

-ho. 

129 

-ho. 

130 

-ho. 

i3> 

-+-0. 

132 

+  0. 

133 

+  0. 

134 

-ho. 

135 

+  0. 

136 

-ho. 

137 

-ho. 

138 

-ho. 

139 

-ho. 

140 

-ho. 

141 

+  0. 

142 

+  0. 

«43 

-ho. 

144 

-ho. 

145 

4-0. 

146 

+  0. 

147 

4-0. 

148 

4-0. 

149 

4-0. 

150 

0.017 
018 
018 
018 
018 

0.018 
019 
019 
019 
019 

0.019 
020 

OiO 

020 
020 

0.020 
020 
021 
021 
021 

0.021 
021 
022 
022 
022 

0.022 
022 
023 

023 

023 

0.023 
023 
023 
024 
024 

0.024 
024 
024 

025 

025 

0.025 

025 
025 

026 
026 

0.026 
026 
026 

027 

027 


9669 

1529 
3389 

5»5i 
7115 

8979 
0845 

2712 
4581 
6451 

8322 

0194 
2068 

3943 
5819 

7697 
9576 
1456 
3338 
5221 

7105 
8991 
0878 
2766 
4656 

6547 
8439 
0333 
2228 
4124 

6022 

7921 
9822 

1723 

3626 

5531 
7437 
9344 
1252 
3162 

5073 
6986 
8900 
0815 

2732 

4650 
6569 
8490 
0412 
2336 


Diff. 


0.027  4261 


860 
860 
862 
864 

864 

866 
867 
869 

870 

871 

872 
874 
875 
876 

878 

879 

880 
882 
883 

884 

886 
887 
888 
890 

891 

892 
894 
895 
896 

898 

899 
901 
901 
903 

905 

906 

907 
908 
910 

911 

913 

914 

915 
917 

918 

919 
921 
922 
924 

925 


4-0. 
4-0. 
4-0. 
4-0. 
4-0. 

4-0. 
-ho. 
4-0. 
4-0. 

H-o. 

4-0. 
4-0. 
4-0. 
4-0. 
4-0. 

4-0. 
4-0. 
4-0. 
4-0. 
4-0. 

4-0. 
4-0. 
4-0. 
4-0. 
4-0. 

4-0. 
4-0. 
4-0. 
4-0. 
4-0. 

4-0. 
4-0. 
4-0. 
4-0. 
4-0. 

4-0. 
4-0. 
4-0. 
4-0. 
4-0. 

-ho. 

4-0. 
4-0. 
4-0. 
4-0. 

4-0. 
4-0. 
4-0. 
4-0. 
4-0. 


4-  0.200 


logÖ 


Diff. 


0.027  4261 
027  6187 

027  8115 

028  0044 
028  1975 

0.028  3907 
028  5840 
028  7774 

028  9711 

029  1648 

0.029  3587 
0295527 
029  7469 

029  9412 

030  1356 

0.030  3302 
030  5250 

030  7198 
0309148 

031  1100 

0.031  3053 
031  5007 
031  6963 

031  8920 

032  0879 

0.032  2839 
032  4801 

032  6764 
0328728 
0330694 

0.033  2661 
0334630 

033  6600 
0338571 

034  0544 

0.0342519 

0344495 
0346472 
0348451 
0350431 

0.0352413 
0354396 
0356381 
0358367 
0360354 

0.036  2344 

0364334 
0366326 
036  8319 
0370314 

0.037  2311 


926 
928 
929 
931 
932 

933 
934 
937 
937 

939 

940 
942 
943 
944 

946 

948 
948 
950 
952 

953 

954 
956 
957 
959 

960 
962 
963 
964 
966 

967 

969 
970 

971 
973 

975 
976 
977 
979 
980 

982 

983 
985 
986 
987 
990 

990 
992 
993 
995 


4-1997 


4-  0.200 

4-  0.20I 

4-  0.20z 
4-0.203 
4-  0.204 

4-  0.205 
4-  0,206 
4-  0.207 
4-0.208 
4-  0.209 

4-  0.210 
4-  0.211 
4-  0.212 
4-0.213 
4-0.214 

4-0.215 

4-  0.216 
4-0.217 
4-0.218 
4-0.219 

-|-  0.220 
4-0.221 
4-  0.222  { 
4-0.223 

4- 0.224  I 

4-  0.225 
4-0.226 
4-0.227 
4-0.228 
4-  0.229 

4-0.230 
4-0.231 
-f  0.232 

4-0.233 
4-0.234 

4-0.235 
4-0.236 

4-0.237 
4-0.238 
4-0.239 

4-  0.240 
4-  0.241 
4-  0.242 
-f  0.243 
4-  0.244 

4-0.245 
4-  0.246 
-f-  0.247 
4-0.248 
-f-  0.249 

4-0.250 


logC 


0.037  2311 

037  4309 
0376308 
0378309 

038  0311 

0.038  2315 
038  4320 
0386327 

038  8336 
0390345 

0.0392357 
0394369 
0396384 

039  8400 

040  04 1 7 

0.040  2436 
040  4456 
040  6478 

040  8501 

041  0526 

0.041  2552 
041  4580 
041  6610 

041  8641 

042  0673 

0.042  2707 
042  4743 
042  6780 

042  8819 

043  0859 

0.043  2900 

043  4944 
043  6988 

043  9035 

044  1083 

0.0443132 
0445183 
044  7236 

044  9290 

045  1345 

0.045  3402 
045  5461 
0457522 

045  9584 

046  1647 

0.046  3712 
0465779 

046  7847 
0469917 

047  1988 

0.0474061 


Diff. 


4-1998 
4-  1999 
4-  2001 
4-  2002 

4-  2004 

4-2005 
4-  2007 
4-  2009 
4-  2009 

-h  2012 

4-  2012 
-f-2015 
4-  2016 
4-2017 

4-2Ö19 

4-  2020 
-h  2022 
-+-2023 

4-2025 

4-  2026 

4-  2028 
4-2030 
4-2031 
4-2032 

4-2034 

4-2036 
4-2037 
-h  2039 
4-1040 

4-2041 

4-2044 
4-2044 
4-2047 
4-  2048 

4-2049 

4-2051 
4-2053 
4-2054 
4-2055 

4-2057 

4-2059 
4-  2061 
4-  2062 
4-2063 

4-  2065 

4-  2067 
4- 2068 
4-  2070 
4-2071 

4-2073 


logö 


4-0.250 
4-0.251 
4- 0.252 1 
4-0.253,, 

4-0.254  I 

4-0.255  j 
4-  0.256 
4-0.257 
4-0.258 
4-  0.259  ! 


0.047  4061 
047  6136 

047  8212 

048  0289 
048  2369 

0.048  4450 
048  6532 

048  8616 

049  0702 
049  2789 


-h  0.260  1 0.049  4878 


4-0.261 
-h  0.262 
+  0.263 
4-  0.264 


049  6969 

049  9061 

050  1155 
050  3250 


4-  0.265  i  0.050  5347 

050  7445 
0509546 

051  1648 
051  3751 

0.051  5856 

051  7963 

052  0071 
052  2181 
0524293 

0.052  6406 

052  8521 

053  0638 
0532756 
0534876 

0.0536997 
0539121 
0541245 
0543372 

054  5500 

0.054  7630 
0549761 
0551895 
0554030 

055  6166 

0.055  8304 

056  0444 
056  2586 
0564729 

056  6874 

0.056  9021 

057  1169 
0573319 
0575471 
057  7624 


0.0579779 


4- 

0.266 

4- 

0.267 

4- 

0.268 

-f 

0.269 

4-0.270  1 

4- 

0.271  1 

4- 0.272  II 

4- 

0.273 

-h 

0.274 

-h 

0.275 

4- 

0.276 

4- 

0.277 

4- 

0.278 

-h 

0.279 

4- 

0.280 

4- 

0.281 

4- 

0.282 

4- 

0.283 

4- 

0.284 

4- 

0.285 

4- 

0.286 

4- 

0.287 

4- 

0.288 

4- 

0.289 

4- 

0.290 

4- 

0.291 

4- 

0.292 

4- 

0.293 

4- 

0.294 

4- 

0.295 

4- 

0.296 

4- 

0.297 

4- 

0.298 

4- 

0.299 

-h 

0.300! 

1 

Diff 


4-2075 
4-2076 
4-2077 
4-  2080 

4-2081 

4-2082 
4-  2084 
4-2086 
4-2087 

4-  2089 

4-2091 
4-2092 
4-2094 
4-2095 

4-2097 

■  2098 

Ol 

02 
03 

05 

107 
08 
10 
12 

13 

15 

17 
18 
20 


4-2 
4-2 
4-2 

4-2 

4-2 
4-2 
4-2 
4-2 

4-2 

4-2 
4-2 
4-2 
4-2 

4-2 

4-2 
4-2 
4-2 
4-2 

4-2 

4-2 
4-2 
4-2 
4-2 

4-2 

4-2 
4-2 
4-2 

-h2 
+  2 

4-2 

+  2 

4-2 
4-2 

4-2 


70* 


Digitized  by 


Google 
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c  (1 

log  Hii 

Tafel  Vl( 

rperbel).    .                                         vergl.  pag.  71. 

n 

1  0.00 

—  0.01 

—  0.02 

—  0.03 

—  0.04 

—  o.os 

—  0.06 

0 

.07 

—  0 

.08 

—  0.09 

O.IO 

O.I  I 

—  0.12 

—0.13 

0.14—0.1 

6  s=  O.OO 
O.Ol 

-^0.02 

—  0.03 

—  0.04 

—  0.05 

—  0.06 

—  0.07 

—  0.08 

—  0.09 

O.IO 

—  O.II 

—  0.12 

—  0.13 

—  0.14 

—  0.15 

—  0.16 

—  0.17 

—  0.18 

—  0.19 

—  0.20 

—  0.21 

—  0.22 

—  0.23 

—  0.24 

—  0.25 

—  0.26 

—  0.27 

—  0.28 

—  0.29 

—  0.30 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 

4-      I 

0 
4-     I 

+     I 
4-     I 

0 

4-     1 
4-      I 
4-     2 

+      I 

4-     I 
4-     2 
+-     2 

4- 

+ 
4- 
4- 

+ 
+ 

+ 

4- 

I 
2 
3 
4 

+      I 
+      3 
+      4 
+      5 
4-      7 
4-     8 
+      9 
+    10 
+    12 

+      2 
+      3 
4-     5 
+      6 

4-     2 
4-     4 
4-     6 
4-     8 

4-     2 
4-     5 
4-     7 
4-      9 

+-      3,4-      3  + 
+-      5'+-     6  + 
4-      8   +-     9+  » 
+    11    4-    12  4  i 

0 

0 

Ol  4-     I 

+     1 

4-     2 

+      3 
+      4 
+      4 
+      5 
4-     5 

4- 

+ 

5 

4-     8+10 

4-   II 

+    13   +-    15 

+  ' 

0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 

4- 
4- 

0 
0 

I 
I 

4-     I 
+     I 
+  '  I 
4-     1 

4-     2 

4-     2 
4-     2 

4-     3 

4-     3 
4-     3 
+      4 

+ 
+ 
+ 
+ 

+ 
+ 
+ 
+ 

6 

7 
8 

9 

+   10 
4-   II 
+    13 

+    14 

+  II 

•4-  13 
+  15 

+  17 

+    14 
4-   16 
+    18 
+   20 

+    16 
4-    18 

4-     21 

+   23 

4-   18  +  d 
4-21  +  2 
4-   244  J 

4-    27|4  3 

0 

0 

+     1 

+     2 

4-     3 

+      4 

4-     6 

+ 

8 

+ 

10 

+    13 

+    16 

+  19 

+   22 

+   26 

4-    30  4  3 

0 
0 
0 
0 

0 
0^ 
0 
0 

4-      I 

+     1 
4-     I 
4-     I 

+     2 
+     2 
+     2 
+     2 

+     3 
4-     3 
4-      3 
4-     4 

4-     4 
4-     5 
+      5 
+      6 

4-     6 

+       7 
+-      7 
+      8 

+ 
+ 
+ 
+ 

9 
9 

10 
II 

4- 
4- 
+ 
4- 

II 
12 
13 

14 

4-   14 
+   15 
4-   16 
+    18 

4-    17 
+    19 
4-   20 
+   21 

4-   21 
+    22 

+   24 
+   26 

4-  24 
+   26 
4-  28 
+   30 

4-  28 
+   31 
+    33 
+    35 

4-    32  4  3 
4-    35  4  4 
4-38  +  4 
4-    41  4  4 

0 

0 

4-     I 

+     2 

4-     4 

+      6+9 

+ 

12 

+ 

15 

+    19 

+    23 

+    27 

4-   32 

+    38 

4-    43  4  1 

0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 

4-     1 
+     I 
+     I 
4-     1 

4-     2 
4-     2 
+      3 
4-      3 

-+-      4 

4-     4 
+      -5 
+      5 

4-     6 

t  ; 

4-     7 

+      9 
+    10 
+    10 
+    II 
+    11 

+ 
+ 
+ 
+ 

12 
13 
14 
14 

+ 
+ 
4- 
+ 

16 

17 
18 

19 

4-   20 
+   21 
4-   22 
+   23 

+   24 
+    26 
4-   27 
+   28 

+   29 
+    31 
4-   32 

+    34 

4-    34 

+  36 
+  38 

+  40 

4.    40  4-    46  +  5 
-h    42  4-    49  +  S 
+    44!  4-    51  +  5 

4-  47  4-    54;  +  6 

0 

0 

+     I 

4-      3 

4-      5 

+       8 

+ 

15 

+ 

19 

+   24 

4-   30 

4-   31 
+   32 
+   34 
+    35 
+    36 
+    38 
+    39 
+    40 
4-    41 

4-  36 

4-    42^+    49 

4-    56  4  * 

0 
0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 

4- 
4- 
4- 
+ 

I 
2 

+      3 
4-     3 
4-     3 
4-      3 

4-      5 
+      6 

4-     6 
+      6 

4-8+12 
+      9+12 
+      9+13 
+      9+13 

+ 
4- 
4- 
+ 
+ 

16 
16 

17 
18 

18 

+ 
4- 
+ 
4- 
+• 

20 
21 
22 

_?1 
24 

+      2S 

+  27 
+  28 

4-  29 
+   30 

4-    37 
+    39 
+    41 
+    42 

+    44 

4-  46 
4-   48 
+-  50 

+  51 

+    53 
+    56 

4-   58 

4-    59  4  * 
+    61+  ^ 
4-   64  -r  ' 
-h   66  +  • 

0 

4- 

2 

+      3 

4-      6;+    10J4-    14 

+    44 

+   51 

-H   60 

4-  69J+  - 

0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 

4- 
4- 
4- 
4- 

2 
2 
2 
2 

+      4 
+      4 
4-     4 
4-     4 

4-     6 

4-      7 
+      7 
+      7 

+     10 
+    10 
+    II 
4-    II 

4-   14 
+    15 
4-   15 
4-   16 

+ 
+ 
+ 
+ 

19 
20 
20 
21 

4- 
+ 
+ 
4- 

25 
25 
26 

27 

+   31 
-+-  32 

4-    33 
+    34 

+    45 
+    47 
+    48 
+    50 

4-    53 
4-    55 
4-    57 
4-    59 

4-   62  4-   71,4  « 
+   64  4-   74!  +  « 

4-    66   4-    76  +  8 

+    68   4-    78.  +  3 

0 

0 

4- 

2 

+      4 

4-      7 

+-  II 

+    i6|  + 

22 

4- 

28 

4-    35 

+    43 

+    51 

4-    60 

+    70,4-    81 

+  9 

n 

—  c 

US 

—  0.16 

—  c 

.17 

—  0.18 

—  0.19 

—  0.20 

—  0.21 

—  0 

.22 

0 

—  0.23 
0 

—  0.24 
0 

—  0.2s 
0 

—  0.26 
0 

—  0.27 

—  0.28 

—  0.29 

-0.] 

6  =  0.00 

—  0.01 

—  0.02 

—  0.03 

—  0.04 

—  0.05 

—  0.06 

—  0.07 

—  0.08 

—  0.09 

O.IO 

O.II 

—  0.12 

—  0.13 

~o.i4 

—  0.15 

—  0.16 
-0.17 

—  0.18 

—  0.19 

—  0.20 

—  0.21 

—  0.22  1 

—  0.23 

—  0.24 

—  0.25 

—  0.26  1 
-0.271 

—  0.28I 

—  0.29 

—  0.30 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

4- 
4- 

4- 
4- 

4 

7 

10 

14 

4- 
4- 
4- 

4- 

4 

8 

12 

16 

+ 
4- 

+ 

4- 

4 
9 

17 

+      5 
4-   10 
+    15 
+    19 

4-      5 
4-    11 
4-   16 
4-   21 

+      6 
+    12 

4-   18 
+   24 

+      7 

4-   13 
+-   19 
+    26 

+ 
+ 
+ 
+ 

7 
14 
21 
28 

+ 
+ 
+- 
4- 
+ 

8 
15 

23 
30 

J.» 
45 
52 
59 
66 

+      8 
+    17 
+    25 
+    33 
+    41 

+      9 
+    18 

+    27 
4-    35 
+    44 

4-   10 
+   19 

+   28 
+   38 

+    10 
4-    20 
4-   30 
4-  40 

+    11 

4-   22 
+    32 

+    43 

4-      121+1 

4-23  +  1 
4-34+3 
4-46  +  4 

+ 

17 

+ 

19 

4- 

22 
'26 
30 
34 
38 

4-   24 

+   27 

+   29 

+    32 

4- 
+ 

+ 
+ 

+ 

+ 

42 
48 
55 
61 

+    47 

4-  50 

4-    53 

4-    571+  < 

4- 

+ 

21 

24 
27 
30 

4- 
+ 
+ 
+ 

^3 
27 
31 
34 

+ 
+ 
+ 
+ 

4-   29 
4-    33 

+  38 

4-    43 

4-    32 
4-    37 
4-   42 

+    47 

4-    35 

+  41 
+  46 

4-   52 

+    57 

+    38 

+    44 
4-    50 
+    56 

4- 

4- 
4- 
+ 

+    49 
+    56 
+    64 

+    72 

+    52 

4-  61 
4-  69 

+    77 

4-    56 
+-    6s 

4-    74 
4-    83 

4-  60 
4-  69 
4-   79 
+    88 

4-    64 
+    74 
+    84 
+    94 

4-   68  4  : 
4-    79  4  « 
4-   90  4  S 

-+  1001410 

4- 

34 

4- 

38 

+ 

42 

4-    47 

-h   52 

4-    62 

68 

"74 
81 

87 
93 

+ 

+" 

+ 

4- 
4- 
+ 

73 
80 
87 
94 

lOI 

+    79 

+    8s 

+-    91 

4-  98 

+  104 

4-111 

+  n 

4- 

4- 
4- 
4- 

37 
40 

43 
46 

4- 
+ 
4- 
4- 

4» 
45 
48 
5* 

4- 
4- 
+ 
+ 

46 
50 
54 
58 

4-   52 

+  56 
+  60 

4-  65 

+    57 
4-    62 

4-   67 

+    71 

+    62 
4-    68 

4-    73 
+-    78 

+    68 

4-    74 
+    80 
+    86 

+ 
+ 

+ 
+ 

+    87 
+    94 
+  102 
+  109 

+    93 

+  lOI 

+  109 

+  117 

+  100 
4-109 

+  117 
-1-  126 

+  107 
4-116 

+  I2S 
4-134 

4-114 
4-124 

4-133 
4-143 

4-121 
4-132 
4-142 
4-152 

+  " 
+  M 
+  'S 
+  •< 

+  »' 

4- 

49 

4- 

55 

4- 

62 

4-   69 

4-   76 

4-    84 

+    91 

+    97 
+  102 
4-108 
+  113 

+ 

99 

108 

+  116 

+  I2S 

+  134 

+  143 

+  153 

-h  162 

+ 

4- 

4- 

4- 

4-' 

4- 

4- 

+ 

4- 

52 
55 
58 
61 

4- 
4- 
4- 
+ 

59 
62 
66 
69 

+ 
4- 
+ 
4- 

66 

70 

11 

+    73 
4-    77 
+    81 
4-    86 

+   81 
4-   8s 
4-  90 

-+-    94 

+    89 
+    94 
+    99 
4-104 

4- 
+ 
+ 
+ 

105 
III 
117 

129 

'35 
141 
147 
152 
158 

+ 

+ 
+ 
+ 

'+•" 
4- 

+ 
+ 
+  1 
4- 

114 

[21 

127 

üi 
140 

146 
153 
159 
[65 

4-123 
+  130 
+  137 
4-144 
+  «51 

+  132 
+  140 
+  148 
4-155 
+  162 

4-142 
+  150 
+  158 
+  166 

+  152 

4- 161 
4-169 

4-178 

4-162 

4-171 
-+180 

4-189 

-+172  41« 
4-  i«2  4  »1 
-H192  +» 
4-202  +21 

64 

67 

70 

73 

75 

4- 

72  + 

81 

4-   90 

4-    991  +  109 

+  119 

4- 

+ 
+ 

t 

+ 

+  174 

4-186 

+  199   4-211 

-r" 

+ 
4- 
4- 
+ 

75 
79 
82 

85 

+ 
+ 
+ 
+ 

84  +    94 
88  +    98 
92  -j-  102 
95   4-106 

+  103 
4-108 
+  112 
4-117 

+  114 
4-  118 
4-123 

+  128 

+  124 
+  129 
4-135 
+  140 

+  158 

+  i6s 
+  171 
4-178 

+  170 
4-177 
4-184 
+  191 

+  182 
4-190 
+  198 

4--20S 

4-195 

+  203 
4- 211 
+  219 

4-  207 
4-216 

+  225 
4-234 

4-221 
-f-230 

-+239 
-f-  249 
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0.444 

0.003  7765 
0.003  7947 

0.493 
0.494 

0.0047531 
0.004  7740 

0.543 
0.544 

0.005  8746 
0.005  8986 

4-240 

O.S93 
0.594 

0.007  1585 
0.007  1860 

4-182 

4-  211 

4-241 

4-276 

0.445 

0.003  8129 

4-184 
4-183 
4-184 
4-185 

0.495 

0.0047951 

4-  210 
-f-  212 
4-212 
4-212 

0.545 

0.005  9*27 

4-241 
4-242 
4-243 
4-244 

O.S95 

0.007  2136 

-h276 

4-2?^ 

(4-278 

i  4-2r9 

0.446 

0.003  8313 

0.496 

0.004  8161 

0.546 

0.005  9468 

0.596 

0.007  2412 

0.447 

0.003  8496 

0.497 

0.004  8373 

0.547 

0.005  9710 

0.597 

0.007  2689 

0.448 

0.003  8680 

0.498 

0.0048585 

0.548 

0.005  9953 

0.598 

0.007  2967 

0.449 

0.003  8865 

0.499 

0.004  8797 

0.549 

0.006  0197 

0.599 

0.007  3246 

4-185 

-h2I3 

4-244 

4-279 

0.450 

0.003  9050 

0.500 

0.0049010 

0.550 

0.006  0441 

0.600 

0.007  3525 
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log^ 


Diff. 


0.007  3525 
0.007  3805 
0.007  4086 
0.007  4368 
0.007  4650 

0.0074933 
0.007  5217 
0.007  55031 
0.007  5787 
'  0.0076074 

0.007  6361 
0.007  6648 
0.007  6937 
0.007  7aa6 
0.0077517 

0.007  7807 
0.007  8099 
0.007  8392 
0.007  8685 
0.007  8979 

0.007  9*74 
0.007  9570 
0.007  9866 
0.008  0164 
0.008  0462 

0.008  0761 
0.008  1061 
0.008  1361 
0.008  1663 
0.008  1965 

0.008  aa68 

0.0082572 

I  0.008  2877 

'  0.008  3182 

0.008  3489 

0.008  3796 
0.008  4104 
0.0084413 
0.0084723 
0.008  5033 

0.008  5345 
0.008  5657 
0.008  5970 
0.008  6285 
0.008  6600 

0.008  6915 
0.008  7232 
0.008  7550 
0.008  7868 
0.008  8187 

0.008  8508 


4-280 
-+-281 
4-282 
4-282 

4-283 

4-284 
4-285 
4-285 
4-^87 

4- »87 

+  287 
4-289 
4-289 
+  291 
4-290 

+  292 
4-293 
4-293 
4-294 

4-295 

4-296 
4-296 
4-298 
4-298 

4-3^99 
4-300 
4-  300 
-1-302 
+  302 

-f303 

+  304 
4-305 
4-305 
4-307 

+  307 
4-308 
-f  309 
4-  310 
-f  310 

4-31» 
4-312 
-+-3«3 
4-315 
+  315 

4-315 

4-3»7 
4-318 
4-318 
-f  319 
-f  321 


log^ 


0.650  '  0.008  8508 
0.651  j'  0.008  8829 
0.652 

0.653  1, 
0.654 


Diff. 


..008  8829 
'  0.008  9151 
"  0.008  9474 

0.008  9797 


0.655 
0.656 
0.657 
0.658 
0.659 

0.660 
0.661 
0.662 
0.663 
0.664 

0.665 
0.666 
0.667 
0.668 
0.669 

0.670 
0.671 
0.672 
0.673 
0.674 

0.675 
0.676 
0.677 
0.678 
0.679 

0.680 
0.681 
0.682 
0.683 
0.684 

0.685 
0.686 
0.687 
0.688 
0.689 

0.690 
0.691 
0.692 
0.693 
0.694 

0.695 
0.696 
0.697 
0.698 
0.699 

0.700 


0.0090122 
0.009  0448 
0.009  0774 
0.009  1102 
0.009  1430 

0.009  1759 
0.009  2089 
0.009  242 1 
0.009  2753 
0.009  3086 

0.009  3419 
0.009  3754 
0.009  4090 
0.009  4427 
0.009  4764 

0.009  5103 
0.009  5443 
0.009  5783 
0.0096125 
0.009  6467 

0.009  681 1 
0.0097155 
0.009  7500 
0.009  7847 
0.009  8194 

0.009  8542 
0.009  8892 
0.009  9242 
0.009  9593 
0.009  9946 

o.oio  0299 
0.0100653 
O.OIO  1009 
O.OIO  1365 
O.OIO  1723 

O.OIO  2081 
O.OIO  2440 
O.OIO  2801 
O.OIO  3163 
O.OIO  3525 

0.0103889 
0.0104254 
'  O.OIO  4619 
O.OIO  4986 
0.010  5354 

O.OIO  5723 


-h3" 
4-322 

-f-323 
+  323 

-h325 

4-326 
4-326 
-i-3a8 
-1-328 

4-329 

+  330 
4- 33a 
-f332 
4-333 

-1-333 

4-335 
4-336 
4-337 
-f337 

4-339 

+  340 

4  340 

-1-342 
4-342 

-1-344 

-f  344 
-1-345 
4-347 
4-347 

4-348 

4-350 
+  350 
4-351 
+  .353 

4-353 

4-354 
4-356 
4-356 
4358 

4-358 

4-359 
4-361 
4-362 
4.362 

4-364 

4-365 
4365 
4-367 
4-368 

4369 


log/« 


0.700 
0.701 
0.702 
0.703 
0.704 

0.705 
0.706 
0.707 
0.708 
0.709 

0.710 
0.71 1 
0.712 
0.713 
0.714 

0.715 
0.716 

0.717 
0.718 
0.719 

0.720 
0.721 
0.722 
0.723 
0.724 

0.725 
0.726 
0.727 
0.728 
0.729 

0.730 
0.731 
0.732 
0.733 
0.734 

0.735 
0.736 
0.737 
0.738 
0.739 

0.740 

0.741 
0.742 

0.743 
0.744 

0.745 
0.746 
0.747 
0.748 
0.749 

0.750 


0.0105723 
0:0106093 

O.OIO  6464 

0.0106836 
O.OIO  7210 

O.OIO  7584 
O.OIO  7960 
O.OIO  8336 
O.OIO  8714 
0.0109093 

0.0109473 
0.010  9854 
o.oii  0236 
o.oii  0620 
O.OII  1004 

0.011  1390 
O.OII  1777 
O.OII  2164 
O.OII  2554 
O.OII  2944 

O.OII  3335 
O.OII  3728 
0.011  4122 
O.OII  4517 
O.OII  4913 

O.OII  5310 
O.OII  5709 
O.OII  6109 
O.OII  6510 
I  0.011  6912 

O.OII  7315 

0.011  7720 
O.OII  8126 
0.011  8533 
O.OII  8942 

O.OII  9351 
O.OII  9762 
0.0120175 
0.012  0588 
0.012  1003 

0.012  1419 
0.012  1836 
0.012  2255 
0.012  2675 
0.012  3096 

0.012  3519 
0.012  3943 
0.012  4368 
0.012  4795 
0.012  5223 

0.012  5652 


Diff. 


4-370 
4-371 
4-372 

4  374 

4-374 

4-376 
4-376 
4378 
4  379 
4-380 

-h38i 
4382 
4-384 
4384 

4-386 

4-387 
4387 
4-390 
4-390 

4-391 

4393 
4-394 
4395 
4-396 

-h397 

-f-  399 
4-400 
4-401 
+  402 

4403 

4405 
4-406 
4407 
4409 

4409 

4-4" 
4-413 
4-413 
4-415 

4-416 

4417 
4-419 
4-420 
4-421 

443^3 

4-424 
4425 
4427 
4-428 

4429 


log/4 


0.750 

0.751 
0.752 
0.753 
0.754 

0.755 
0.756 
0.757 
0.758 
0.759 

0.760 
0.761 
0.762 
0.763 
0.764 

0.765 
0.766 
0.767 
0.768 
0.769 

0.770 

0.771 
0.772 
0.773 
0.774 

0.775 
0.776 
0.777 
0.778 
0.779 

0.780 
0.781 
0.782 

0.783 
0.784 

0.785 
0.786 

0.787 
0.788 

0.789 

0.790 
0.791 
0.792 
0.793 
0.794 

0.795 
0.796 
0.797 
0.798 
0.799 

0.800 


Diff. 


0.012  5652 
0.0126083  > 
0.012  6515 
0.012  6948 
0.012  7383 

0.012  7820 
0.012  8257 
0.012  8696 
0.012  9137 
0.012  9579 


O.Ol 
O.Ol 
O.Ol 
O.Ol 
O.Ol 

O.Ol 
O.Ol 
O.Ol 
i  O.Ol 
O.Ol 

O.Ol 
O.Ol 
O.Ol 
O.Ol 
O.Ol 

O.Ol 
O.Ol 
O.Ol 
O.Ol 
O.Ol 

O.Ol 
O.Ol 
O.Ol 
O.Ol 
O.Ol 

O.Ol 
O.Ol 


0022 

0467 
0913 
1361 

1810 

2260 

2713 
3166 
3621  , 

4078  I 

4536  I 
4996 

5457 

5919 
6384 

6850 
7317 
7786 
8256 
8729 

9202 

9678 
0155 
0634 
1114 

1596 
2079 

0.0142565 
0.014  3052 

0.0143541 

0.014  4031 
0.0144523 
0.014  5017 

0.0145513 

0.014  6010 

0.014  6509 
0.014  7010 
0.0147513 

0.014  8018 
0.014  8524 

0.0149032 


-h43J 
4-432 
4-433 
4-435 

4-437 

4-437 
4-439 
4-441 
4-442 

4-443 

4-445 
4-446 
4-448 
4-449 
4-450 

-h453 
4-453 
4-455 
4  457 

4458 

4-  460 
4-461 
4-462 
4-465 
4-466 

4467 
4-469 
4-470 
-h473 

4-473 
4-476 
4-477 
4  479 
4480 

4-482 

4-483 
4-486 
4-487 
4-489 

4-490 

4-492 
4-494 
4-496 

4  497 

4  499 

4-501 
4-503 

4  505 

4-S06 
4-508 
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o.oooo 

OOOI 
0002 

*  0003 
0004 

0.0005 
0006 
0007 
0008 
0009 

0.00 10 
00 II 
0012 
0013 
0014 

0.0015 
0016 
0017 
0018 
0019 

0.0020 
0021 
0022 
0023 
0024 

0.0025« 
0026  ' 
0027 
0028 
0029 

0.0030 
0031 
0032 

0033 
0034 

0.0035 
0036 
0037 
0038 
0039 

0.0040 
0041 
0042 

0043 

0044 

0.0045 
0046 
0047 
0048 
0049 

0.0050 
0051 
0052 

0053 
0054 

0.0055 
0056 

0057 
0058 

0059 

0.0060 


0000 

0965 
1930 
2894 
3858 

4821 

5784 
6747 
7710 
8672 

9634 
059s 

1556 

2517 

3478 
4438 
5398 
6357 
7316 
8275 

0.00 1  9234 
002  0192 
002  II 50 
002  2107 
002  3064 

0.002  40?  I 
002  4977 
002  5933 
002  6889 
002  7845 

0.002  8800 

002  9755 

003  0709 
003  1663 
003  2617 


0.000 
000 
000 
000 
000 

0.000 
000 
000 
000 
000 

0.000 
001 
001 
001 
001 

0.00 1 
001 
001 
001 
001 


0.003 
003 
003 
003 
003 

0.003 
003 
004 
004 
004 

0.004 
004 
004 
004 
004 


3570 
4523 
5476 
6428 
7380 

8332 
9284 
0235 
1186 
2136 

3086 
4036 
4985 

5934 
6883 


0.004  7832 
004  8780 

004  9728 

005  0675 
005  1622 

0.005  2569 

005  35*5 
005  4462 
005  5407 
005  6353 
0.005  7298 


Diff. 


+  965 
+  965 
+  964 

+  964 
+  963 

+  963 
4-963 
+  963 
-1-962 
+  962 

+  961 
+  961 
4-961 
4-961 
4-960 

4-960 
4-959 
4-959 
-h959 
4-959 

4-958 
4-958 
4-957 
4-957 
4-957 

4-956 
-t-956 
4-956 
4-956 
4-955 

4-955 
4-954 
4-954 
4-954 
4-953 

4-953 
4-953 
4-952 
4-952 
4-952 

4-952 
4-951 
4-95» 
-h95o 
4-950 

4-950 
f-949 
4-949 
-f-949 
-1-949 

4-948 
4-948 
4-947 
-f947 
4-947 

4-946 
4-947 
4-945 
4-946 
4-945 


0.0060 
0061 
0062 
0063 
0064 

0.0065 
0066 
0067 
0068 
0069 

0.0070 
0071 
0072 

0073 
0074 

0.0075 
0076 
0077 
0078 
0079 

0.0080 
0081 
0082 
0083 
0084 

0.0085 
0086 
0087 
0088 
0089 

0.0090 
0091 
0092 
0093 
0094 

0.0095 
0096 
0097 
0098 
0099 

0.0100 
oioi 
0102 
0103 
0104 

0.0105 
oio6 
0107 
0108 
0109 

O.Ol  10 

Olli 
OII2 
OII3 

Ol  14 

O.Ol  I  5 
0116 
OII7 
OII8 
0119 

0.0120 


logJ?J? 


0.005  7298 
005  8243 

005  9187 

006  Ol 31 
006  1075 

0.006  2019 
006  2962 
006  3905 
006  4847 
006  5790 

0.006  6732 
006  7673 
006  8614 

006  9555 

007  0496 

0.007  '436 
007  2376 
007  3316 
007  4255 
007  5194 


0.007 
007 
007 
007 
007 

0.008 
008 
008 
008 
008 


6133 

7071 
8009 
8947 
9884 

0821 
1758 
2694 
3630 
4566 


0.008  5502 
008  6437 
008  7372 
008  8306 

008  9240 

0.009  0174 

009  1108 
009  2041 
009  2974. 
009  3906 

0.009  4838 
009  5770 
009  6702 
009  7633 

009  8564 

0.009  9495 

010  0425 
010  1356 
010  2285 
010  3215 

o.oio  4144 
010  5073 
010  6001 
010  6929 
010  7857 

O.OIO  8785 

010  9712 

011  0639 
011  1565 
oii  2491 

o.oii  3417 


Diff. 


4-945 
4-944 
4-944 
4-944 
4-944 

4-943 
4-943 
4-942 
4-943 
4-942 

4-941 
4-941 
4-941 
4-941 
4-940 

4-940 
4-940 
4-939 
4-939 
4-939 

4-938 
4-938 
4-938 
-h937 
4-937 

4-937 
4-936 
4-936 
-h936 
4-936 

4-935 
4-935 
4-934 
4-934 
4-934 

-f-934 
4-933 
4-933 
4-932 
4-932 

4-932 
4-932 
4-931 
4-931 
4-931 

4-930 
4-931 
4-929 
4-930 
4-929 

4-929 
4-928 
4-928 
4-928 
4-928 

4-927 
4-927 
4-926 
4-926 
4-926 


0.0120 
0121 
0122 
0123 
0124 

0.0125 
0126 
0127 
0128 
0129 

O.Ol  30 
0131 
0132 
0133 
0134 

0.0135 
0136 
0x37 
0138 
0139 

0.0140 
0141 
0142 

0143 
0144 

0.0145 
0146 
0147 
0148 
0149 

0.0150 
0151 
0152 
0153 
0154 

0.0155 
0156 
0157 
0158 
0159 

0.0160 
0161 
0162 
0163 
0164 

0.0165 
0166 
0167 
0168 
0169 

0.0170 
0171 
0172 
0173 
0174 

0.0175 
0176 
0177 
0178 

0179 
0.0180 


log  rjtj 


Diff. 


0.0 
o 
o 
o 
o 

0.0 
o; 
o 
o 
o 

0.0 
o 
o 
o 
o 

0.0 
o 
o 
o 
o 

0.0 
o 
o 
o 
o 

0.0 
o 
o 
o 
o 

0.0 
o 
o 
o 
o 

0.0 
o 
o 
o 
o 

0.0 
o 
o 
o 
o 

0.0 
o 
o 
o 
o 

0.0 
o 
o 
o 
o 

0.0 
o 
o 
o 
o 

0.0 


I  3417 

»  4343 

I  5268 

I  6193 

I  7118 

X 

I 
I 

2 
2 


8043 
8967 
9890 
0814 
1737 
2660 
3582 
4505 
5427 
6348 

7269 
8190 
9III 
0032 
0952 

187I 
2791 
3710 
4629 

5547 

6465 
7383 
8301 
9218 
0135 

1052 
1968 
2884 
3800 
4  4716 

4  5631 
4  6546 
4  7460 
4  8374 

4  9288 

5  0202 

5  1115 
5  2028 

5  2941 
5  3854 
5  4766 
5  5678 
5  6589 
5  7500 
5  841 1 

5  9322 

6  0232 
[6  1142 
[6  2052 

6  2961 

6  3870 

6  4779 
6  5688 
6  6596 
6  7504 
[6  8412 


4-926 
-H925 
4-925 
4-925 
4-925 

4-9H 
4-923 
-f924 
4-923 
4-923 

4-922 
4-923 
-1-921 

4-921 
-+-921 

-f  921 
4-921 
-+-921 
4-920 
-f  919 

4-920 
4-9»9 
4-919 
-1-918 
4-918 

4-918 
4-918 
4-9»7 
4-9«7 
4-917 

4-916 
4-9«6 
-f.  916 
4-916 
4-915 

4-915 
4-9M 
4-9U 
4-9M 
4-914 

4-9U 

4-9M 
4-9«3 

4-9n 

4-9>2 
4.912 
4-9" 
4-9" 
4-9" 
4-9" 

-1-910 

-1-910 
-f  910 
4-909 
4-909 

4-909 
4-909 
4-908 
4-908 
4-908 
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Drif. 


0.016  8412 

016  9319 

017  0226 

017  II33 

017  2039 

0.017  294s 
017  3851 

017  4757 
Ol 7  5662 
017  6567 

0.017 
017 
017 
018 
018 


0.018 
018 
018 
018 
018 

0.018 
018 
018 
018 
019 


747» 
8376 
9280 
0183 
1087 

1990 
2893 
3796 
4698 
5600 

6501 

7403 
8304 
9205 
0105 


0.019  »005 
019  1905 
019  2805 
019  3704 
019  4603 

0.019  5502 
019  6401 

019  7299 
019  8197 

019  9094 

0.019  9992 

020  0889 
020  1785 
020  2682 
020  3578 

0.020  4474 
020  5369 
020  6264 
020  7159 
020  8054 

8948 
9841 
0736 
1630 
2523 

3416 

4309 
5201 
6093 
6985 

7876 
8768 
9659 

0549 
1440 
2330 


0.020 
020 
021 
021 
021 

0.021 
021 
021 
021 
021 

0.021 
021 
021 
022 

022 
0.022 


•+-907 
-f-907 
+  907 
+  906 
+  906 

+  906 
+  906 
-1-905 
+  905 
+  904 

-1-905 
-1-904 
4-903 
+  904 

4-903 

+  903 
+  903 
+  901 
-1-901 
+  901 

+  902 
4-901 
4-901 
4-900 
+  900 

4-900 
+  900 
4-899 
4-899 
4-899 

4-899 
4-898 
4-898 
4-897 
4-898 

4-897 
4-896 
4-897 
4-896 
4-896 

4-895 
4-895 
4-895 
4-895 
4-894 

4-894 
4-894 
4-894 
4-893 
4-893 

4-893 
4-892 
4-892 
-i-892 
4-891 

4-892 
4-891 
4-890 

4-891 
4-890 


logjyj; 


Diff. 


0.0240 
0241 
0242 

0243 
0244 

0.0245 
0246 
0247 
0248 
0249 

0.0250 
0251 
0252 
0253 
0254 

0.0255 
0256 
0257 
0258 
0259 

0.0260 
0261 
0262 
0263 
0264 

0.0265 
0266 
0267 
0268 
0269 

0.0270 
0271 
0272 

0273 
0274 

0.0275 
0276 
0277 
0278 
0279 

0.0280 
0281 
0282 
0283 
0284 

0.0285 
0286 
0287 
0288 
0289 

0.0290 
0291 
0292 
0293 
0294 

0.0295 
0296 
0297 
0298 
0299 

0,0300 


0.022  2330 
022  3220 
022  4109 
022  4998 
022  5887 

0.022  6776 
022  7664 
022  8552 

022  9440 

023  0328 


1215 
2102 
2988 

3875 
4761 

5647 
6532 
7417 
8302 
9187 


0.023 
023 
023 
023 
023 

0.023 
023 
023 
023 
023 

0.024  0071 
024  0956 
024  1839 
024  2723 
024  3606 

0.024  4489 
024  5372 
024  6254 
024  7136 
024  8018 

0.024  8900 

024  9781 

025  0662 
025  1543 
025  2423 

0.025  3303 
025  4183 
025  5063 
025  5942 
025  6821 

0.025  7700 
025  8579 

025  9457 

026  0335 
026  121 3 

0.026  2090 
026  2967 
026  3844 
026  4721 
026  5597 

0.026  6473 
026  7349 
026  8224 
026  9099 

026  9974 

0.027  0849 

027  1723 
027  2597 
027  3471 
027  4345 

0.027  5218 


4-890 
4-889 
4-889 
4-889 
4-889 

4-888 
4-888 
4-  888 
4-888 
4-887 

4-887 
4-886 
4-887 
4-886 
4-886 

4-885 
4-885 
4-885 
4-885 
4-884 

4-885 
4-883 
4-884 
4-883 
4-883 

4-883 
4-882 
4-882 
4-882 
4-882 

4-881 
4-881 
4-881 
4-880 
4-880 

-+-880 
4-880 
4-879 
4-879 
4-879 

4-879 
4-878 
4-878 
4-878 
4-877 

4-877 
4-877 
4-877 
4-876 
4-876 

4-876 
4-875 
4-875 
-+-875 
4-875 

4-874 
4-874 
4-874 
4-874 
4-873 


0.0300 
0301 
0302 
0303 
0304 

0.0305 
0306 
0307 
0308 

0309 
0.0310 
0311 
0312 
0313 
0314 

0.0315 
0316 
0317 
0318 
0319 

0.0320 
0321 
0322 
0323 
0324 

0.0325 
0326 
0327 
0328 
0329 

0.0330 
0331 
0332 
0333 
0334 

0.0335 
0336 
0337 
0338 
0339 

0.0340 

0341 
0342 

0343 
0344 

0.0345 
0346 

0347 
0348 
0349 

0.0350 
0351 
0352 
0353 
0354 

0.0355 
0356 
0357 
0358 

0359 
0.0360 


^ogvV 


0.027  5218 
027  6091 
027  6964 
027  7836 

027  8708 

0.027  9580 

028  0452 
028  1323 
028  2194 
028  3065 

0.028  3936 

028  4806 

028  5676 

028  6546 

028  7415 

0.028  8284 

028  9153 

029  0022 
029  0890 
029  1758 

0.029  2626 
029  3494 
029  4361 
029  5228 
029  6095 

0.029  6961 
029  7827 
029  8693 

029  9559 

030  0424 

0.030  1290 
030  2154 
030  3019 
030  3883 
030  4747 

0.030  5611 
030  6475 
030  7338 
030  8201 

030  9064 

0.030  9926 

031  0788 
031  1650 
031  2512 
031  3373 

0.031  4234 

031  5095 
031  5956 
031  6816 
031  7676 

0.031   8536 

031  9396 

032  0255 
032  H14 
032  1973 

0.032  2831 
032  3689 
032  4547 
032  5405 
032  6262 

0.032  7120 


Diff. 


+-873 
4-873 
4-872 
4-872 
4-872 

-h872 
4-871 
4-871 
4-871 
4-871 

-t-870 
4-870 
47870 
4-869 
4-869 

4-869 
4-869 
4-868 
4-868 
4-868 

4-868 
4-867 
4-867 
4-867 
4-866 

4-866 
4-866 
4-866 
4-865 
4-866 

4-864 
4-865 
4-864 
4-864 
4-864 

4-864 
4-863 
4-863 
4-863 
4-862 

4-862 
4-862 
4-862 
4-861 
4-861 

4-861 
4-861 
4-860 
4-860 
4-860 

4-860 
4-859 
4-859 
4-859 
4-858 

4-858 
4-858 
4-858 
4-857 
4-858 


n* 


Digitized  by 


Google 


564 


Tafel  vm. 


log  17^ 


Diff. 


log  »7»? 


Diflf. 


logi?i? 


0.036 
037 
038 
039 
040 

0.041 
042 

043 
044 
045 

0.046 
047 
048 

049 
050 

0.051 
052 
053 
054 
055 

0.056 
057 
058 
059 
060 

0.061 
062 
063 
064 
065 

0.066 
067 
068 
069 
070 

0.071 
072 

073 
074 

075 

0.076 

077 
078 
079 
080 

0.081 
082 
083 
084 
085 

0.086 
087 
088 
089 
090 

0.091 
092 
093 
094 

09s 
0.096 


0.032  7120 

033  5677 

034  4208 

035  »713 

036  1192 

0.036  9646 

037  8075 

038  6478 

039  4856 

040  3209 

0.041  1537 

041  9841 

042  8121 

043  6376 

044  4607 

0.045  2814 
046  0998 

046  9157 

047  7*94 

048  5407 

0.049  3496 
050  1563 

050  9607 

051  7628 

052  5626 

0.053  3602 
054  1556 

054  9488 

055  7397 

056  5285 

0.057  3 »SO 
058  0994 

058  8817 

059  6618 

060  4398 

0.061  2157 

061  9895 

062  7612 

063  5308 

064  2984 

0.065  0639 

065  8274 

066  5888 

067  3483 

068  1057 

0.068  8612 

069  6146 

070  3661 

071  U57 
071  8633 

0.072  6090 

073  3527 

074  0945 

074  8345 

075  5725 

0.076  3087 
077  0430 

077  7754 

078  5060 
'079  2348 

079  9617 


+  8557 
+  8531 
-f-8505 

+  8479 
+  8454 

+  8429 
+  8403 
+  8378 

+  8353 
+  8328 

+  8304 
+  8280 
+  8255 
+  8231 
+  8207 

+  8184 
+  8159 
+  8137 
+  8113 
-I-8089 

+  8067 
4-8044 
+  8021 
4-7998 
+  7976 

+  7954 
+  793^ 
-f-7909 
-i-7888 
+  7865 

+  7844 
4-7823 
4-7801 
-f  7780 
4-7759 

4-7738 
4-7717 
4-7696 
4-7676 
4-7655 

4-7635 
4-7614 
4-7595 
4-7574 
4-7555 

4-7534 
4-7515 
4-7496 
4-7476 
4-7457 

4-7437 
4-7418 
4-7400 
4-7380 
4-7362 

4-7343 
4-7324 
4-7306 
4-7288 
+  7269 


0.096 
097 
098 

099 
100 

O.IOI 
I02 
103 
104 
105 

0.106 
107 
108 
109 
HO 

O.III 
112 

"3 

114 

"5 
0.116 
117 
118 
119 
120 

0.121 
122 
123 
124 
125 

0.126 
127 
128 
129 
130 

0.131 
132 
133 
134 
U5 

0.136 

137 
138 

U9 
140 

0.141 
142 

143 
144 

145 

0.146 

147 
148 
149 
150 

0.151 
152 
153 
154 
155 
156 


0.079  9617 

080  6868 

081  4101 

082  1316 
082  8513 

0.083  5693 
084  2854 

084  9999 

085  7125 

086  4235 

0.087  1327 

087  8401 

088  5459 

089  2500 
089  9523 

0.090  6530 

091  3520 

092  0494 

092  7451 

093  4391 

0.094  1315 

094  8223 

095  5"4 

096  1990 
096  8849 

0.097  5692 
098  2520 

098  9331 

099  6127 

100  2907 

o.ioo  9672 

101  6421 

102  3154 

102  9873 

103  6576 

0.104  3264 

104  9936 
»05  6594 
106  3237 
106  9865 

0.107  6478 
108  3076 

108  9660 

109  6229 
uo  2783 

o.iio  9523 

111  5849 

112  2360 
112  8857 

"3  5340 

0.114  1809 

114  8264 

115  4704 

116  1131 
116  7544 

0.117  3943 
118  0329 

118  6701 

119  3059 
119  9404 

0.120  5735 


4-7251 
4-7233" 
4-7215 
4-7197 
4-7180 

4-  7161 
4-7145 
+  7126 
4-7110 
4-7092 

4-7074 
4-7058 
4-7041 
4-7023 
4-7007 

4-6990 
4-6974 
4-6957 
4-6940 
4-6924 

4- 6908 
4-6891 
4-6876 
4-6859 
4-6843 

4-6828 
4-6811 
4-6796 
4-6780 
4-6765 

4-6749 
4-6733 
4-6719 
-f  6703 
4-6688 

4-6672 
4-6658 
4-6643 
4-6628 
4-6613 

4-6598 
4-6584 
4-6569 
4-6554 
4-6540 

4-6526 
4-6511 
4-6497 
4-6483 
4-6469 

4-6455 
4-6440 
4-6427 
4-6413 
4-6399 
4-6386 
4-6372 
4-6358 
4-6345 
4-6331 


0.156 
157 
158 
159 
160 

0.161 
162 

163 
164 
165 

0.166 
167 
168 
169 

170 

0.171 
172 
173 
174 
175 

0.176 
177 
178 
179 
180 

0.181 
^  182 

183 
184 
185 

0.186 
187 
188 

189 
190 

0.191 
192 
193 
194 
195 

0.196 
197 
198 
199 
200 

0.201 
202 
203 
204 
205 

0.206 
207 
208 
209 
210 

0.211 
212 
213 
214 
215 

0.216 


0.120  5735 
121  2053 

121  8357 

122  4649 

123  0927 

0.123  7192 

124  3444 

124  9682 

125  5908 

126  2121 

0.126  8321 

127  4508 

128  0683 

128  6845 

129  2994 

0.129  9131 

130  5255 

131  1367 

131  7466 

132  3553 

0.132  9628 

133  5690 

134  1740 

134  7778 

135  3804 
0.135  9818 

136  5821 

137  1811 

137  7789 

138  3755 

0.138  9710 

139  5653 

140  1585 

140  7504 

141  34" 

0.141  9309 

142  5194 

143  1068 

143  6931 

144  2782 

0.144  8622 

145  4450 

146  0268 

146  6074 

147  1869 

0.147  7653 

148  3427 

148  9189 

149  4940 

150  0681 

0.150  6411 

151  2130 

151  7838 

152  3535 
152  9222 

0.153  4899 
154  0565 

154  6220 

155  1865 

155  7499 
0.156  312$ 


Digitized  by 


Google 


565 


Taföl  VHI. 


log  1717 


56  3"3 

56  8737 

57  4340 

57  9933 

58  5516 

59  1089 

59  6652 

60  2204 

60  7747 

61  3279 

61  880a 
6a  4315 
6a  9817 

63  53«o 

64  0793 

64  6267 

65  1730 

65  7184 

66  2628 

66  8063 

67  3488 

67  8903 

68  4309 

68  9705 

69  509a 

70  0470 

70  5838 

71  1197 
71  6547 
7a  1887 

7a  7ai8 
73  »540 

73  7853 

74  3156 

74  8451 

75  3736 

75  9013 

76  4280 

76  9538 

77  4788 

78  0029 

78  5261 

79  0484 

79  5698 

80  0903 

80  6100 

81  1288 

81  6467 

82  1638 

82  6800 

83  1953 

83  7098 

84  2*35 

84  736J 

85  »48 3 

0.18s  7594 
186  2696 

186  7791 

187  a877 
187  7955 

0.188  3024 


o. 


Diff. 


4- 

4- 

+ 
+ 


+ 

-f 
4- 

4- 
+ 
4- 
4- 
4- 

4- 
4- 
4- 
4- 
+ 


614 
603 
593 
583 
573 

563 
55a 
543 
53* 
5*3 

513 

50a 

493 

483 
474 
463 
454 
444 
435 
4*5 

4*5 
406 
396 
387 

378 

368 
359 
350 
340 
331 
322 
313 
303 
*95 
285 

277 
267 
258 
250 
241 

232 

223 

214 

205 

97 

88 

79 

71 

62 

53 

45 
37 
28 
20 
II 


095 
086 
078 
069 


log  1717 


0.276 

277 
*78 
279 
280 

0.281 
282 
283 
284 
28s 

0.286 
*87 
288 
289 
290 

0.291 
292 
293 
294 
*95 

0.296 
297 
298 
299 
300 

0.301 
302 

303 
304 

305 

0.306 

307 
308 
309 
310 

0.3  II 
312 
313 
314 
3<5 

0.316 
3>7 
318 

319 

320 

0.321 
3** 

3*3 
3*4 
3*5 
0.326 
3*7 
3*8 
3*9 
330 

0.331 
33* 
333 
334 
335 

0.336 


0.188  3024 

188  8085 

189  3138 

189  8183 

190  3220 

0.190  8249 

191  3*69 

191  8281 
19a  3a86 

192  8a8a 

0.193  3*71 

193  8251 

194  3224 

194  8188 

195  3H5 

0.195  8094 

196  303s 

196  7968 

197  2894 

197  7811 

0.198  2721 

198  7624 

199  a5i8 
199  7406 
aoo  aa85 

o.aoo  7157 
201  2021 
aoi  6878 
aoa  i7a7 
ao2  6569 

o.ao3  1403 

203  6230 

204  1050 
204  58%a 
ao5  0667 

0.205  5464 
206  0254 
206  5037 

206  9813 

207  4581 

0.207  934a 

208  4096 

208  8843 

209  3582 
ao9  8315 

0.210  3040 
aio  7759 

211  a47o 
an  7174 

212  1871 

0.212  6562 

213  1245 

213  S92I 

214  0591 

214  5253 

0.214  9909 

215  4558 

215  9200 

216  3835 
216  8464 

0.217  3085 


Diff. 


4-  5061 
4-  5053 
4-  5045 
4-  5037 
4-  50*9 


4- 
4- 


5920 
5012 
4-  5005 
4-  4996 
4-  4989 
4-  4980 
4-  4973 
4-  4964 
4-  4957 
4-  4949 

4-  4941 
4-  4933 
4-  49*6 
4-  4917 
4-  4910 

4-  4903 
4-  4894 
4-  4888 
4-  4879 
4-  487* 

4-  4864 
4-  4857 
4-  4849 
4-  484* 
4-  4834 

4-  48*7 
4-  4820 
4-  4812 
4-  4805 
4-  4797 

4-  4790 
4-  4783 
4-  4776 
4-  4768 
4-  4761 

4-  4754 
4-  4747 
4-  4739 
4-  4733 
4-  47*5 

4-  4719 
4-  4711 
4-  4704 
4-  4697 
4-  4691 

4-  4683 
4-  4676 
4-  4670 
-f  4662 
4-  4656 

4-  4649 
4-  464* 
4-  4635 
4-  46*9 
H-  4621 


log  1717 


0.336 

337 
338 
339 
340 

0.341 
34* 
343 
344 
345 

0.346 
347 
348 
349 
350 

0.351 
35* 
353 
354 
355 

0.356 
357 
358 
359 
360 

0.361 
362 

363 
364 

365 

0.366 

367 
368 

369 

370 

0.371 
37* 
373 
374 
375 

0.376 
377 
378 

379 
380 

0.381 
382 
383 
384 
385 

0.386 
387 
388 
389 
390 

0.391 
39* 
393 
394 
395 

0.396 


3085 
7700 
a3o8 
6910 
1505 

6093 
0675 
5*50 
9818 
4380 

8935 
3483 
8025 
2561 
7090 

1613 
6130 
0640 

5143 
9640 

4131 
8615 
3093 
7565 
2031 

6490 
0943 
5390 
9831 
4*65 
8694 
3116 

753* 
1942 

6346 

0743 
5135 
9521 
3900 
8a74 

2642 
7003 
"359 
5709 
0053 

0.237  439» 
*37  8723 
238  3050 

238  7370 

239  1685 

o.*39  5993 

240  0296 
240  4594 

240  8885 

241  3171 

0.241  7451 

242  17*5 

242  5994 

243  0257 
*43  45 "4 

0.243  8766 


0.217 

217 
218 

2l8 

219 

0.219 
220 
220 
220 

221 

0.221 
222 
222 
223 
**3 

0.224 
224 

**5 
**5 
**5 

o.aa6 
226 

227 
227 
228 

0.228 
229 
229 
229 
230 

0.230 
231 
231 

*3* 
232 

0.233 
*33 
*33 
234 

*34 

o.*35 
*35 
236 
236 
*37 


Diff. 


4-  4615 

4-  4608 

4-  4602 

4-  4595 

4-4588 

4-  458* 

4-  4575 

4-  4568 

4-  456* 

4-  4555 

4-  4548 

4-  454* 

4-  4536 

4-  45*9 

4-  45*3 

4-  4517 

4-  4510 

4-  4503 

4-  4497 

4-  4491 

4-  4484 
4-  4478 

4-  447* 

4-  4466 

4-  4459 

4-  4453 
4-  4447 

4-  4441 

4-  4434 
4-  44*9 

4-  442* 
H-  4416 
4-  4410 
4-  4404 

4-  4397 
4-  4393 

4-  4386 

4-  4379 
4-  4374 

4-  4368 

4-  4361 
4-  4356 
4-  4350 
4-  4344 

4-  4338 


4-  433* 

4-  4327 

4-  43*0 

+  43J5 

4-  4308 

4-  4303 

4-  4*98 

4-  4*91 

H-  4*86 

4-  4*80 

4-  4*74 

4-  4*69 
4-  4263 

4-  4*57 
4-  4*5* 


Digitized  by 


Google 


566 


Tafel  vm. 


log  J?i7 


Diff. 


log  J717 


DiflF. 


log  rjtj 


Diff. 


0.396 

397 
398 

399 
400 

0.401 
40z 

403 
404 
405 

0.406 
407 
408 
409 
410 

0.41 1 
412 

413 

414 

415 
0.416 

417 
418 
419 
420 

0.421 
422 

423 
424 

425 
0.426 
427 
428 
429 
430 

0.43  < 
432 
433 
434 
435 

0.436 
437 
438 

439 
440 

0.441 
442 
443 
444 
445 

0.446 
447 
448 

449 
450 

0.451 
452 
453 
454 
455 
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39 

+ 

o,?46 

+    0,347  4-  0.34« 

4-  0,249 

4-0.250 

4-  0,350  4-  0.351 

+  O.S  53; +0.153 

J 

+  0,253  +  0.253 

+  o*as4 

+  0.354 

+  0.354 

+  0.354:+ 0.354 

4-  «^»5*  +  a  J 

Tafel  XTTT6. 

Grenzen  für  m.       vgl.  pag.  365. 


V'/, 

keine  Lösung 

eine  Lösung 

zwei  Lösungen 

0" 

0.0000 

+  3.3791 

—  0  3333  —  00 

—  0.3333     0.0000 

+  3.379«  +  « 

10 

—  0.005a 

+  3.3504 

—  0.3385  —  « 

—  0.3385  —  0.0052 

+  3.3504  +  «> 

30 

—  0,0383 

+  3.2650 

—  0.3547  —  » 

—  0.3547  —  0.0383 

+  3.2650  +  00 

30 

—  0.H71 

+  3."59 

—  0.3849  —  » 

—  0.3849  —  0.1x71 

+  3.1259  +  « 

40 

—  0.9481 

+  2.9376 

—  0.4351  —  00 

—  0.435»  —  0.9481 

+  2.9376  +  «0 

50 

—  0.4303 

+  9.7064 

—  0.5186  —  00 

—  0.5186  —  0.4303 

+  9.7064  +  00 

60 

—  0.65B1 

+  2.4400 

—  0.6667  —  00 

—  0.6667  —  0.6581 

+  2.4400  +  00 

70 

—  0.9746 

+  2.1475 

—  0.9746  —  00 

+  2.1475  +  » 

80 

— 1.9196 

+  1.8386 

— 1.9196  —  00 

+ 1.8386  +  00 

90 

—  00 

—  00 

+  1.5242 

+  1.5242  +  00 

IOC   ' 

+  I.2IS3 

+ 1.9196  +  00 

+  1.2153  +  i-9»96 

110 

—  00 

+  0.9230 

+  0.9746  +  00 

+  0.9230  +  0.9746 

lao 

—  00 

+  0.6667 

+  0.6667  +  00 

»30 

CO 

+  0.5186 

+  0.5186  +   CO 

140 

00 

+  0.4351 

+  0.435X  +  » 

150 

00 

+  0.3849 

+  0.3849  +  CO 

160 

00 

+  0.3547 

+  0.3547  +  w 

170 

-00 

+  0.3385 

+  0.3385  +  «> 

180 

—  00 

+  0.3333 

+  0.3333  +  « 

Zwei  Lösung^en  bei  negativen  m  werden  unmöglich,  sobald  iff„  >    63**i6'i. 
Ist  aber  m  positiv,  so  sind  zwei  Lösungen  erst  möglich,  sobald  iff„  <  116^3  3^9. 
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Tafel  Xmc. 


vgl.  pag.  365  und  370« 


ig(2Ar3 

7.2 

7.3 

7.4 

7.5 

7.6 

7.7 

7.8 

_J-'. 

8.0 

8.1 

8.2 

8.3 

U 

V 

log 

m 

iSo- 

0.583 

0.480 

0.437 

0.393 

0.347 

0.30X 

0.254 

o.ao6 

0.157 

0.107 

0.055 

0.00a 

9-947 

178 

0.593 

0.480 

0.437 

0.393 

0.348 

0.303 

0.255 

o.ao6 

0.157 

0.X07 

0.055 

0.00a 

9-947 

176 

0.523 

0.480 

0.437 

0.393 

0.348 

0.303 

0.355 

0.307 

O.X57 

0.X07 

0.055 

0.003 

9.948 

174 

o.5a3 

0.481 

0.437 

0.393 

0.348 

0.303 

0.355 

0.207 

0.X58 

0.108 

0.056 

0.003 

9.948 

X7« 

o.5a4 

0.481 

0.438 

0.394 

0.349 

0.303 

0.356 

0.208 

0.159 

0.109 

0.057 

0.004 

9-949 

170 

0.524 

0.482 

0.438 

0.394 

0.350 

0.304 

0.357 

0.209 

0.160 

o.xxo 

0.058 

OXW5 

9-951 

168 

0.525 

0.48a 

0.439 

0.395 

0.350 

0.305 

0.358 

0.2x0 

o.x6i 

o.xxx 

0.060 

0.007 

9-953 

166 

0.526 

0.483 

0.440 

0.396 

0.352 

0.306 

0.359 

0.2XX 

0.X63 

O.XX3 

o.o6x 

0.009 

9-955 

164 

0.526 

0.484 

0.441 

0.397 

0.353 

0.307 

o.a6x 

0.2x3 

0.X64 

0.XI4 

0.063 

o.oxx 

9-957 

163 

0.527 

0.485 

0.44a 

0.399 

0.354 

0.309 

0.363 

0.2x5 

o.x66 

o.xx6 

0.065 

0.0x3 

9.960 

160 

0.599 

0.487 

0.444 

0.400 

0.356 

0.3x0 

0.364 

0.3x7 

0.X68 

0.1 19 

0.068 

0.0x6 

9-963 

158 

0.530 

0.488 

0.445 

0.40a 

0.358 

0.3x3 

0.366 

0.3x9 

0.171 

O.X3I 

0.071 

0.0x9 

9.966 

ts6 

0.531 

0.489 

0.447 

0.404 

0.359 

0.3x4 

o.a68 

0.32X 

0.173 

O.X34 

0.074 

0.03a 

9.969 

154 

0.533 

0.49X 

0.449 

0.405 

0.361 

0.317 

0.37X 

0.224 

0.X76 

O.X37 

0.077 

0.036 

9-973 

152 

0.534 

0.493 

0.451 

0.407 

0.364 

0.3x9 

0.273 

0.227 

O.X79 

0.X30 

o.o8x 

0.030 

9-977 

150 

0.536 

0.495 

0.453 

0.4x0 

0.366 

0.333 

0.276 

0.230 

o.xSa 

O.X34 

0.084 

0.034 

9.983 

148 

0.538 

0.497 

0.455 

0.4x3 

0.369 

0.334 

0.279 

o.a33 

o.x86 

O.X38 

0.089 

0.038 

9.987 

m6 

0.540 

0.499 

0.457 

0.4x4 

0.37X 

0.337 

0.282 

0.236 

0.X90 

O.X43 

0.093 

0.043 

9.993 

'44 

0.54a 

0.501 

0.459 

0.4x7 

0.374 

0.330 

0.285 

0.340 

0.193 

O.X46 

0.097 

0.048 

9.997 

14a 

0.544 

0.503 

0.462 

o.4ao 

0.377 

0.333 

0.289 

0.344 

0.197 

0,150 

0.X03 

0.053 

0.003 

X40 

0.546 

0.506 

0.465 

0.433 

0.380 

0.337 

0.993 

0.348 

o.aoa 

O.X55 

O.XO7 

0.059 

0.009 

138 

0.549 

0.508 

0.467 

0.436 

0.383 

0.340 

0.296 

0.353 

0.306 

o.x6o 

O.XX3 

0.064 

0.0x5 

136 

0.551 

0.51  X 

0.470 

0.439 

0.387 

0.344 

0.300 

0.356 

0.3II 

0.165 

o.xx8 

0.070 

0.02a 

134 

0.554 

0.514 

0.473 

0.43a 

0.390 

0.348 

0.304 

0.360 

0.316 

0.X70 

O.X34 

0.077 

0.039 

13a 

0.556 

0.5x7 

0.476 

0.435 

0.394 

0.352 

0.309 

0.265 

o.aax 

0.X76 

0.X30 

0.083 

0.036 

130 

0.559 

0.5x9 

0.479 

0.439 

0.397 

0.356 

0.313 

0.370 

0.336 

o.x8x 

O.X36 

0.090 

0.043 

128 

0.563 

o.5aa 

0.483 

0.44a 

0.401 

0.360 

0.3x8 

0.375 

0.331 

0.X87 

O.X43 

0.097 

0.05  X 

126 

0.565 

0.526 

0.486 

0.446 

b.405 

0.364 

0.322 

0.380 

0.837 

0.193 

O.X49 

0.X04 

0.059 

124 

0.568 

0.539 

0.489 

0.450 

0.409 

0.368 

0.337 

0.385 

0.343 

0.300 

0.X56 

O.XI3 

0.067 

XM 

0.57« 

0.53a 

0.493 

0.453 

0.4x4 

0.373 

0.33a 

0.39X 

0.348 

o.ao6 

0.163 

0.X30 

0.076 

X30 

0.574 

0.535 

0.497 

0.457 

0.4x8 

0.378 

0.337 

0.396 

0.955 

0.2x3 

0.X70 

O.X38 

0.085 

X18 

0.577 

0.539 

0.500 

0.461 

0.422 

0.383 

0.342 

0.303 

0.36X 

0.2x9 

0.T78 

O.X36 

0.094 

116 

0.580 

0.549 

0.504 

0.466 

0.437 

0.387 

0.348 

0.307 

0.367 

0.336 

0.X85 

O.X44 

0.X03 

"4 

0.583 

0.546 

0.508 

0.470 

0.431 

0.393 

0.353 

0.3x3 

0.373 

0.333 

0.X93 

O.X53 

O.XX3 

iia 

0.587 

0.549 

0.5x3 

0.474 

0.436 

0.397 

0.358 

0.3x9 

0.380 

0.340 

0.20X 

o.x6x 

o.x3a 

110 

0.590 

0.553 

0.5x6 

0.478 

0.440 

0.403 

0.364 

0.335 

0.387 

0.348 

0.209 

0.X70 

0.X33 

X08 

0.594 

0.557 

0.520 

0.483 

0.445 

0.408 

0.370 

0.333 

0.393 

0.355 

0.2x7 

O.X79 

0.143 

106 

0.597 

0.561 

0.534 

0.487 

0.450 

0.413 

0.375 

0.338 

0.300 

0.363 

0.225 

0.X89 

0.153 

104 

0.60X 

0.564 

0.528 

0.493 

0.455 

0.418 

0.38X 

0.344 

0.307 

0.870 

0.334 

0.198 

0.X63 

loa 

0.604 

0.568 

0.532 

0.496 

0.460 

0.423 

0.387 

o.35> 

0.3x4 

0.378 

0.243 

0.307 

0.173 

100 

0.608 

0.57a 

0.536 

0.501 

0.465 

0.439 

0.393 

0.357 

0.33  X 

0.286 

0.35X 

0.3x7 

0.X84 

98 

0.61 1 

0.576 

0.541 

0.505 

0.470 

0.434 

0.399 

0.364 

0.338 

0.394 

0.360 

0.337 

0.X95 

96 

0.615 

0.580 

0.545 

0.510 

0.475 

0.440 

0.405 

0.370 

0.336 

0.308 

0.368 

0.336 

0.206 

94 

0.618 

0.584 

0.549 

0.515 

0.480 

0.445 

0.4XX 

0.377 

0.343 

0.3x0 

0.377 

0.346 

0.2x7 

92 

0.622 

0.588 

0.553 

0.5x9 

0.485 

0.45X 

0-4x7 

0.383 

0.350 

0.317 

0.386 

0.356 

0.338 

90 

0.626 

0.593 

0.558 

0.524 

0.490 

0.456 

0.423 

0.390 

0.357 

0.325 

0.395 

0.266 

0.338 

88 

0.629 

0.596 

0.562 

0.529 

0.495 

0.463 

0.429 

0.396 

0.364 

0.333 

Ö.304 

0.275 

0.349 

86 

0.633 

0.600 

0.566 

0.533 

0.500 

0.467 

0.435 

0.403 

0.372 

0.34« 

0.313 

0.285 

0.360 

84 

0.637 

0.604 

0.571 

0.538 

0.505 

0.473 

0.44X 

0.4x0 

0.379 

0.349 

0.331 

0.395 

0.37X 

8a 

0.640 

0.607 

0.575 

0.54a 

0.5x0 

0.478 

0.447 

0.4x6 

0.386 

0.357 

0.330 

0.305 

0.383 

80 

0.644 

0.6x1 

0.579 

0.547 

0.5x5 

0.484 

0.453 

o.4a3 

0.393 

0.365 

0.338 

0.3M 

0.393 

78 

0.647 

0.615 

0.583 

0.553 

0.530 

0.489 

0.459 

0.429 

0.400 

0.373 

0.347 

0.324 

0.304 

76 

0.65  X 

0.6x9 

0.587 

0.556 

o.5a5 

0.495 

0.465 

0.435 

0.407 

0.380 

0.356 

0.333 

0.314 
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I.  Yorbereitnng  der  Beobachtungen  fOr  die  Bahnbestimmnng. 

xJei  der  Auswahl  der  Beobachtungen  für  eine  erste  Bahnbestimmung  wird  man  Anbang  i. 
zwar  möglichste  Gleichheit  der  Zwischenzeiten  erstreben,  doch  wird  man  von  dieser 
Bedingung  lieber  Abstand  nehmen  als  unsichere  Beobachtungen  in  Rechnung 
ziehen,  denn  Ungleichheit  der  Zwischenzeiten  vermindert  wohl  die  Convei^enz  der 
Hypothesen  und  die  Sicherheit  des  Resultates,  stellt  dieselben  jedoch  nicht  in 
Frage;  bietet  sich  die  Gelegenheit,  die  Beobachtungen  in  irgend  einer  Weise  zu 
controliren,  so  mache  man  davon  Gebrauch,  um  nicht  durch  Fehler  in  denselben 
die  Genauigkeit  der  Bahnbestimmung  zu  gefähi'den.  Gerade  bei  ersten  Bahnbe- 
stimmungen liegen  meist  nur  Beobachtimgen  vor,  die  mehr  oder  minder  hastig 
reducirt  und  nicht  selten  durch  mangelhafte  Stempositionen  und  Rechnungsfehler 
von  Seite  der  Beobachter  entstellt  erscheinen,  so  dass  bei  ihrer  Auswahl  und  Be- 
nützung die  möglichste  Vorsicht  empfohlen  werden  muss. 

Die  Vorbereitung  der  Beobachtungen  für  die  Bahnbestimmung  kann  in  ver- 
schiedener Weise  vorgenommen  werden,  je  nachdem  genähert  richtige  Bahnelemente 
vorhanden  sind  oder  nicht,  und  soll  dem  entsprechend  unter  doppeltem  Gesichts- 
punkte betrachtet  werden. 

A.  Es  sind  keine  Näherungen  vorhanden. 

Dieser  Fall  wird  stets  bei  ersten  Bahnbestimmungen  eintreten.  Die  Ortszeit  Anhang  i.A. 
der  Beobachtung  wird  durch  Anbringen  der  Längendifferenz  auf  den  Normalmeri- 
dian, für  welchen  hier  Berlin  gewählt  werden  soll,  reducirt  und  die  in  Stunden, 
Minuten,  Sekunden  und  deren  Bruchtheilen  erhaltene  Berliner  Zeit  mit  Hilfe  der 
Tafel  XIX  des  II.  Bandes  (II,  pag.  633)  vorliegenden  Werkes  auf  fünf  bis  sechs 
Stellen  genau  in  Decimaltheile  des  Tages  verwandelt.  Zu  den  so  gefundenen  Ber- 
liner Zeiten  werden  die  Sonnenlängen,  Radienvectoren  und  Sonnenbreiten  dem 
Berliner  Jahrbuche  durch  Interpolation  mit  Rücksicht  auf  zweite  Differenzen  ent- 
lehnt; man  belässt  bei  der  Breite  die  Hunderttheile  der  Bogensekunde ,  während 
man  die  Sonnenlänge  auf  Zehntheile  der  Bogensekunde  und  den  Logarithmus  des 
Radiusvectors  auf  die  sechste  Decimale  abgekürzt  ansetzt,  weil  bei  ersten  Bahnbe- 
stimmungen wohl  eine  sechsstellige  Rechnung  ausreicht. 
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Auhangi.A.  Im  Berliner  Jahrbuche  sind  vom  Jahrgang  1868  ab  die  Sonnen-Längen  und 

-Breiten  auf  das  mittlere  Äequinoctium  des  zugehörigen  tropischen  Jahresanfangs 
bezogen;  fallen  etwa,  wie  dies  bei  ersten  Bahnbestimmungen  wohl  eintreten  kann, 
die  Beobachtungen  in  verschiedene  Jahre,  so  wird  man  die  entlehnten  Sonnen- 
coordinaten  durch  Anbringen  der  jährlichen  Präcession  auf  das  gewählte  mittlere 
Äequinoctium  reduciren;  dieselbe 

in  Länge  =  (    5o"235  +  o"ooo  226  [t^  —  1850)}  \ 

in  Breite  ={ —  0^479  -t-o"ooo  006  [t^ —  1 850)} sin  (L —  ü)  /  i)  [vergl.  58)  pag.  230] 

n  =  1 73« o'  +  o'548  [l^  —  1850),  ) 

ist  additiv  an  die  Sonnencoordinaten  anzubringen ,  wenn  der  Übergang  auf  den 
folgenden,  subtractiv,  wenn  derselbe  auf  den  vorangehenden  Jahresanfang  ausge- 
führt werden  soll. 

Da  die  Beobachtungen  auf  dasselbe  mittlere  Äequinoctium  bezogen  werden 
müssen,  so  wird  man,  nachdem  die  Rectascension  aus  dem  Zeitmass  in  Bogenmass 
umgesetzt  ist,  die  beobachteten  Coordinaten  zunächst  auf  das  mittlere  Äequinoctium 
des  betreffenden  tropischen  Jahresanfanges  reduciren  und  hierzu  die  Formeln  ver- 
wenden, welche  die  vollständige  Fixstern-Aberration  enthalten,  nämlich: 

«  =  scheinb. «  — {/+  <7  8in(G^  +  «)  tg  <f  +  ä  8in(i5r  +  «} sec  <f  +  Äq  sin {H^  4-  «)  sec  cf}  1  .     , 

rf==8cheinb.<r— {^co8((?H-«)4-Äco8(jy4-«)8in<rH-AoCOB(^o4-«)Bin<r4-(i-|-fJco8<f}  l  *^  [▼ergL4b) 
log  K  =  9-534,  J^o  =  SSo'^S  —  o«oi6{/;o-~  1850),  t„  =  — ©"024  —  o"ooo  04(^0  —  1850);  f       ^^'  *^'^ 

die  Grössen  f,  g,  6r,  h,  H  und  t  sind  dem  Berliner  astronomischen  Jahrbuche  zu 
entlehnen.  Würde  man  die  in  diesem  Werke  aufgenommenen  Aberrationstafeln  für 
die  Ermittlung  jener  Grössen  benützen,  so  hätte  man  k^  und  t^  der  Null  gleich 
zu  setzen. 

Begnügt  man  sich  mit  einer  geringeren  Genauigkeit,  so  können  die  von  h^ 
und  ig  abhängigen  Glieder  ganz  übergangen,  und  zur  Keduction  auf  das  mittlere 
Äequinoctium  die  für  einen  benachbarten  Fixstern  geltenden,  anderweitigen  Bech- 
nungen  zu  entlehnenden  Werthe  benützt  werden. 

Wenn  die  Beobachtungen  in  verschiedenen  Jahren  liegen,  so  hat  man  die 
auf  das  mittlere  Äequinoctium  des  zugehörigen  tropischen  Jahresanfanges  reducirten 
Coordinaten  durch  Anbringen  der  jährlichen  Präcession  auf  jenes  mittlere  Äequi- 
noctium, welches  für  die  Sonnencoordinaten  gewählt  wurde,  zu  übertragen;  die 
diesbezüglichen  Formeln  sind: 

—  ={46"os9-fo"ooo  284(^0— 1850)}  + {2o"o5x —o"oooo87(<o— 1850)}  8inatg<r     1     ,    ,        , 

at  I   3}    [vei^l.  57) 

^  =  {2o"osi  —  o"ooo  087  (<o  —  1850)}  CO8  a,  j       ^^'  ^^""^ 

diese  Correctionen  sind  an  die  mittleren  Kectascensionen  und  Declinationen  additiv 
anzubringen,  wenn  die  Übertragung  auf  den  folgenden,  subtractiv,  wenn  die- 
selbe auf  den  vorhergehenden  Jahresanfang  ausgeführt  werden  soll. 

Die  auf  das  mittlere  Äequinoctium  bezogenen  Bectascensionen  und  Decli- 
nationen werden  mit  Hilfe  der  für  dieselbe  Epoche  geltenden  mittleren  Schiefe  der 
Ekliptik  e  in  Länge  und  Breite  umgesetzt  nach  den  Formeln: 
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B), 


4)    [vergl.  11)  pag.  14] 


n  sin  iV'  =  sin  d  \  AnhMig  i.A. 

n  cos  N=  sin  a  cos  d 
sia  l  C06  ß  =  n  coB  [N —  e) 
cos  l  cos  ß  =  cos  a  cos  d 
sin  ß  =  nsin (N —  e] 
Probe:      sin(A  —  0)=  2  cos  a  secß-n  sin^c  sin(iV  —  ^e) 
sin  ^  (d  —  ß)  =  secj^  (d  +  /?)•»  sin^«  cos  (iV'—  ^6) 

Um  die  Parallaxe  und  die  Sonnenbreiten  aus  dem  Probleme  zu  eliminiren, 
ist  der  Übergang  auf  den  locus  fictus  zu  machen.  Zu  diesem  Ende  leitet  man  aus 
der  mittleren  Ortezeit  der  Beobachtung  die  Ortsstemzeit  6  ab  nach  [vergl.  pag.  25  ff]: 

0  =  Ortszeit  +  Acceleration  für  Berliner  Zeit  +  Stemzeit  im  Berliner  Mittag ,    5) 

zur  Ermittlung  der  Acceleration  für  Berliner  Zeit  wird  die  Tafel  I  (pag.  454)  des 
vorliegenden  Bandes  gute  Dienste  leisten;  hierauf  bestimmt  man  q>\  die  geocentrische 
Polhöhe  und  h,  den  geocentrischen  Abstand  des  Beobachtungsortes  in  Einheiten  des 
Aequatorhalbmessers  nach  den  Formeln  (vergl.  pag.  31  und  32): 

q)'  =  (p  —  1 1'5  sin  2  9 

log  h  =  9-999  27  +  0000  73  cos  2  9) , 

in  welchen  Formeln  g>  die  geog:raphische  Breite  des  Beobachtungsortes  darstellt;  das 

Berliner  Jahrbuch  gibt  in  dem  Verzeichnisse  der  geographischen  Lage  verschiedener 

Sternwarten  für  alle  in  demselben  aufgenommenen  Orte  die  Grössen  q>'  und  log  A. 

Dann  wird  bestimmt: 

n'  sin  N'  =  sin  (p' 
n'  cos  N'  =  sin  d  cos  qp' 
sin  (/)  cos  b  =  n'  cos  (N'  —  €) 
cos  (/)  cos  b  =  cos  d  cos  ff' 

sin  Ä  =  n'  sin  [N'  —  c) ;  . 
für  /  wird  man  zu  setzen  haben: 

/:=(/)  —  (Präcession  +  Nutation  in  Länge) ,  6b) 
um  die  Keduction  auf  das  gewählte  mittlere  Aequinoctium  mit  hinreichender  Ge- 
nauigkeit zu  bewirken. 

Sind  die  geocentrischen  Breiten  des  Himmelskörpers  nicht  allzu  klein  (/^>  i®), 
80  wird  man  sich  mit  Vortheil  der  folgenden  Formeln  bedienen: 


6a)     [vergl.  32)  pag.  37] 


cotg/9 


}  =Jlf.{ootg/9 


B  —  Vi-  sin  h 

'  hn    .      ' 

B  — vr  8in  b 

if  —  r^  iin  6 


hn 


sin  (2^  —  A]  -h  -ji^  cos  6  sin  (L^ — /) 


C08(io 

C 


A)  4-  •=-  COSÄ  CO« 


(A>-fl} 


7)   [vergl.  35) 
pag.  39] 


Correction  der 
Sonnenlänge : 
Correction  von 

logÄ«:  /""^\ 

Corrnction  der     \  ^ 

Beobachtungszeit:  j  "*  ^    ^ 

n  =  8"848,       log  n  s  0'9468 
log  M  =  i«3a$4,     log  C  =  »«4469  —  «o ; 

hierbei  wird  die  Correction  der  Sonnenlänge  in  Bogensekunden,  die  Correction  von 

log  Rq  in  Einheiten   der  siebenten  Decimale ,   die  Correction  der  Beobachtungszeit 

in  Einheiten  des  mittleren  Sonnentages   erhalten.     Bringt  man  die  letzterwähnte, 
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Anhang  I.A.  meist  vcisch  windend  kleine  Correction  an  die  früher  ermittelten,  für  den  Berliner 
Meridian  geltenden  Zeitangaben  an,  so  ergeben  sich  jene  Werthe  von  t,,  4,  t,„j 
welche  der  ersten  Bahnbestimmung  zu  Grunde  zu  legen  sind;  die  oben  nach  4} 
ermittelten  Längen  l,,  Kn  Kf  und  Breiten  /?,,  /?„,  ß„,  werden  unverändert  beibe- 
halten, während  die  aus  dem  Berliner  Jahrbuch  entlehnten  Sonnenlängen  L^  und 
die  Logarithmen  der  Radienvectoren  um  die  nach  7)  erhaltenen  Correctionen  zu 
verbessern  sind;  die  Sonnenbreiten,  durch  Einfuhrung  des  locus  fictus  eliminirt, 
sind  der  Null  gleich  zu  setzen. 

Sind  aber  die  geocentiischen  Breiten  klein  (/9  <  i^),  so  wird  die  Einführung  des  locus  fictus 
misslioh  und  es  empfiehlt  sich,  statt  desselben  die  parallaktisch  veränderten  Sonnenorte  einzuführen, 
man  wird  also  setzen: 

_        _           ,   AttcosÖ    .    ,_        ,, 
X  «=  i«        H ^ —  sin  [L^  —  l) 


hn%\xih 
log  JB  «=  log  i?o  +    ^^      cos  io  —  ^)  -AT 


8)    [vergl.  9)  pag.  173] 


1" 


log  71  ^  o>9468 
logifcf  =  i«3»34. 

Die  Correctionen  von  L^  und  B^  werden  in  Bogensekundent  die  von  logi2^  in  Einheiten  der 
siebenten  Decimale  erhalten.  Von  diesen  Formeln  wird  man  wohl  nur  bei  Planetenbahnen  Gebrauch  zu 
machen  haben,  da  der  Fall  von  so  ausserordentlich  kleinen  Breiten  bei  Kometen  selten  genug  ein- 
treten wird;  in  der  folgenden  Zusammenstellung  wird  deshalb  für  die  Bestimmung  von  Kometen* 
bahnen  stets  ^  ess  o  angenommen.  Wird  die  Berücksichtigung  der  Breite  B  nothwendig,  so  sind  auch 
die  aus  derselben  entstehenden  Correctionsglieder,  welche  in  den  diesbezüglichen  Formeln  immer  in 
relativ  kleinem  Format  erscheinen,  in  Rechnung  zu  ziehen. 

B.  £s  sind  Näherungen  Torhanden. 

Anhang  i.B.  Wenn   duich   vorausgehende  Rechnungen  genäherte  Elemente  bekannt  sind, 

so  wird  man  aus  denselben  zunächst  die  für  die  Beobachtungszeiten  geltenden  geo- 
centrischen  Distanzen  ß,,  q„,  q,„  ableiten;  die  um  die  Beträge: 

498*65  Q 

log  498*65  =  2.6978 

verminderten  Beobachtungszeiten  werden  durch  Anbringen  der  Längendifferenz  auf 
den  Normalmeridian,  für  welchen  hier  Berlin  gewählt  werden  soll,  bezogen,  dann 
mit  Hilfe  der  Tafel  XIX  des  II.  Bandes  vorliegenden  Werkes  auf  fünf  bis  sechs 
Stellen  genau  in  Decimaltheile  des  Tages  umgesetzt  und  als  t,j  t„^  t„,  den  weiteren 
Rechnungen  zu  Grunde  gelegt.  Für  die  so  erhaltenen  Zeitmomente  werden  die 
Sonnenlängen,  Radienvectoren  und  Sonnenbreiten  dem  Berliner  Jahrbuche  durch 
Interpolation  mit  Rücksicht  auf  zweite  Differenzen  entlehnt;  man  belässt  bei  der 
Breite  die  Hunderttheile  der  Bogensekunde ,  während  man  die  Sonnenlänge  auf 
Zehntheile  der  Bogensekunde  und  den  Logarithmus  des  Radiusvectors  auf  die 
sechste  Decimale  abgekürzt  ansetzt,  weil  bei  ersten  Bahnbestimmungen  wohl  eine 
sechsstellige  Rechnung  ausreicht.  Im  Berliner  Jahrbuche  sind  vom  Jahrgang  1868 
ab  die  Sonnen-Längen  und  -Breiten  auf  das  mittlere  Aequinoctium  des  zugehörigen 
tropischen  Jahresanfangs  bezogen;  fallen  etwa,  wie  dies  bei  ersten  Bahnbestim- 
mungen wohl   eintreten  kann,    die  Beobachtungen  in  verschiedene  Jahre,    so  wird 
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man  die  entlehnten  Sonnencoordinaten  durch  Anbringung  der  jährlichen  Präcession  Anhang  i.b. 

auf  das  gewählte  mittlere  Aequinoctium  reduciren ;  dieselbe 

inLänge={    5o"235 +o"ooo  226  (^o— 1850)}  \ 

in  Breite  =  { — 0^479  +  o"ooo  006  (^o — i85o)}8in{iy — II)  >  2)     [vergl.  58)  pag.  230) 

n=  173O0'  +  o'548(^o—  1850),  ) 

ist  an  die  Sonnencoordinaten  additiv  anzubringen,  wenn  der  Übergang  auf  den  folgen- 
den, subtractiv,  wenn  dieser  auf  den  vorangehenden  Jahresanfang  ausgeführt  werden 
soll.  Die  so  erhaltenen  Sonnenlängen  L  und  die  aus  den  Ephemeriden  entlehnten 
Logarithmen  der  Radienvectoren  sind  unmittelbar  der  Rechnung  zu  Grunde  zu  legen. 
Die  Beobachtungen  selbst  werden  'zunächst  von  dem  Einflüsse  der  Parallaxe  zu 
befreien  sein;  zu  diesem  Ende  leitet  man  aus  der  mittleren  Ortszeit  der  Beobach- 
tung die  Ortsstemzeit  d  ab  nach  (vergl.  pag.  2^S.): 

6  =  Ortszeit  +  Acceleration  für  Berliner  Zeit  -+-  Stemzeit  im  Berliner  Mittag, 

zur  Ermittlung  der  Acceleration  für  Berliner  Zeit  wird  die  Tafel  I  (pag.  454)  des 
vorliegenden  Bandes  gute  Dienste  leisten ;  hierauf  berechnet  man  die  Parallaxe  mit 
Benützung  der  Tafel  III  (pag.  456 flF.)  nach: 


^*  '         cos  (6  —  ff) 

Q         COS  & 

jg  ^  J>8in(;/  — <r) 


3)     [vergl.  30)  pag.  35] 


Q      siny     ' 

und  erhält  Correctionen,  welche  die  Variationen  von  a  in  Zeitsekunden,  von  d  in 
Bogensektmden  geben  und  additiv  an  die  Beobachtungen  anzubringen  sind;  die  in 
Zeitmass  angesetzten  Rectascensionen  sind  dann  in  Bogenmass  zu  verwandeln. 

Die  so  verbesserten  geocentrischen  Coordinaten,  welche  durch  die  nach  For- 
mel i)  (pag.  662)  ermittelte  Aberrationscorrection  auf  das  wahre  Aequinoctium  be- 
zogen erscheinen,  müssen  mit  Hilfe  der  Formeln: 

a  =  wahres  a  —  {  f -4-  g  sinfG  -4-  a)  ts  d]  \     ,    , 

ö  ==  wahres  0  —  ^  cos  (G  -|-  a) ,  ) 

auf  das  mittlere  Aequinoctium  des  tropischen  Jahresanfanges  reducirt  werden ;  die 
Grössen  y,  g  und  G  sind  dem  Berliner  Jahrbuche  zu  entlehnen.  Liegen  die  Be- 
obachtungen in  verschiedenen  Jahren,  so  hat  man  die  auf  das  mittlere  Aequinoc- 
tiimi  des  zugehörigen  tropischen  Jahresanfangs  reducirten  Coordinaten  durch  An- 
bringen der  jährlichen  Präcession  auf  das  mittlere  Aequinoctium,  welches  für  die 
Sonnencoordinaten  gewählt  wvirde,  zu  übertragen ;  die  diesbezüglichen  Formeln  sind : 

-rj  «o  {46"o59  -f  o"ooo  »84(^0  —  ^«So)}  +  {»o"o5i  —  o"ooo  087  (<o  —  »»S©)}  ßin  «  tg  «f  | 
at  I  5)    [vergL  57) 

-j-  CS  {2o"osi  —  o^oeo  087  {<o  —  1850)}  C08  «, 
dt  ' 

Diese  Correctionen  sind  an  die  mittleren  Rectascensionen  und  Declinationen  additiv 

anzubringen,  wenn  der  Uebergang  auf  den  folgenden,  subtractiv,  wenn  derselbe  auf 

den  vorangehenden  Jahresanfang  ausgeführt  werden  soll. 

Nach  der  Reduction  auf  das  mittlere  Aequinoctium  werden  die  geocentrischen 
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AnkABffLB.Ilectascensionen  und  Declinationen  mit  Hilfe   der  für  dieselbe  Epoche  geltenden 

mittleren  Schiefe  der  Ekliptik  b  in  Länge  und  Breite  umgesetzt  gemäss  den  Formeln: 

n  sin  N=  sin  d 

n  cos  N=:  sin  a  cos  6 

sin  il  cos  /^  =  n  cos  [N  —  e] 

cos  X  cos  ß'  =  cos  a  cos  d  [  ^j     ^^^^^j    1 1)  pag.  14] 

sin  /^  =  n  sin  (i\r  —  e) , 

Probe :  sin  (X  —  a)=:  2  cos  a  sec/?'«  n  sin  ^e  sin  [N — ^e) 
sin  |(d  —  ß')  =  sec  i(d  +  /?')•  n  sin  ^6  cos  {N—^e) . 
Die  so  erhaltenen  Längen  sind  unverändert  der  Bahnbestimmung  zu  Grunde  zu 
legen,  die  Breiten  a^ber  bedürfen  wegen  der  Elimination  der  Sonnenbreite  B  noch 
einer  Correction  und  zwar: 

ß^ß'^^B.       7)  [vergl.  2)  pag.  41] 

Die  so  corrigirten  Breiten  sind  für  die  weiteren  Rechnungen  zu  verwenden. 


n.  Ermittlnng  parabolischer  Bahnelemente  aus  drei  Beobachtnngen. 

A.  Grundlagen  der  Rechnung  und  Entscheidung  Aber  die  einzuschlagende 

Methode. 

AnhangUJL.  Die  Grundlagen  der  Rechnung  sind: 

Beobachtung:    mittl  BerL  Zeit :    ^^'J^t^*  K^mrt^iT  Sonnenl&nge:  log  (SonnendistwiE): 

1  t,  X,  ß,  L,  logE,     \ 

2  4  X„  ß„  L„  log  Ä,    >  i) 

3  ^w  ^w  ßm  L,„  \o%R,„,  ] 

Zur  Ermittlung  der  geocentrischen  Entfernungen  q,  und  q,„^  in  welchen  der 
Komet  zur  Zeit  der  ersten  und  letzten  Beobachtimg  steht,  wird  man  sich  zweier 
verschiedener  Methoden  bedienen  können,  die  erste  ist  die  bequemere,  die  zweite 
die  genauere.  Die  Anwendung  der  letzteren  erfordert  jedoch  eine  so  bedeutende 
Mehrarbeit,  dass  dieselbe  nur  in  dem  Fall  (Ausnahmsfall)  Yortheil  bringt,  wenn 
sie  durch  die  Umstände  selbst  geboten  erscheint;  man  wird  deshalb  vor  Beginn  der 
eigentlichen  Bahnbestimmung  über  die  dem  vorgelegten  Fall  entsprechende  Methode 
sich  entscheiden  müssen.  Zu  diesem  Zwecke  bestimmt  man  durch  eine  drei-  oder 
vierstellige  Rechnimg: 

tg  TT,  =  —  J^'  sec  ß„,     tg  TTo  =  tg  (A,,— Z,,)  cosec/?,, ,     2)'  [vgl.  14) ,  16)  pag.  287] 

in  welchen  Formeln  die  Winkel  W,  und  W^  stets  kleiner  als  180^  angenommen 
werden  dürfen;  der  absolute  Werth  von  cos(TF',  —  W^  ist  unmittelbar  ein  Maas 
der  Genauigkeit  der  ersten  Methode,   wenn  jene  der  zweiten  Methode  der  Einheit 
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gleichgesetzt  wird.   Im  Allgemeinen  wird  es  sich  empfehlen,  die  Wahl  der  Methode  Aahuiff u.a. 
unter  die  folgenden  Bedingungen  zu  stellen,  d.  h.* 

wenn  cos  ( W,  —  JV^)  >4,  die    erste  Methode  (pag.  665  ff.)    1      ^     r     ,       . 

°       ^  ^^^  >   ^       vffl.  18)  paff.  287I 

wenn  cos  (TT,  —  TFJ  <i,  die  zweite  Methode  (pag.  667  ff.),  f  ^^    ^  ^        ^  *^        '^ 

anzuwenden.  Jede  derselben  führt  zur  Kenntnis  von  q^  und  q,,,,  aus  welchen 
Grössen  nach  den  Formeln  des  Abschnittes  C  (pag.  670)  die  Elemente  bestimmt 
werden  können. 


B.  Bestimmung  Ton  q,  und  q„ 

a.  I.  Methode. 


cotg,7"  = 


Bin(A„- 


tgA, 

Z  =  sin  ßf  cotg  J  —  sin  (A,  —  L„)  cos  ß, 
N=  sin  {l„,  —  L„)  cos  ß„f  —  sin  ß,„  cotg  J 


Anh.  n.B.o. 

0    [vgl.  3)  und  4)  pag.  283] 


C08l/;,  =  C08/?,  C08(^— LJ,  COS.l/;,;,  =  C08/?^,  cos(A„,  — A,,)   \     ,     .     .       , 

I  ^]    l^ff*.  3) 
sin  tp,  cos  P, = cos  ß,  sin  (X, — L,)  ,     sin  ifj^  cos  P,„  =  cos  ß^  sin  {lf„  —  L^)  \    ^    ^  ^ 

I    P^R*  20 1] 
sin  ifj,  sin  P,  =  sin  /?,  ,     sm  yj„,  sin  P,„  =  sm  ß„,.  J 

Die  Bogen  P,  und  P„,  werden  in  der  weiteren  Rechnung  nicht  gebraucht ,  sin  yj, 
und  sin  tp„,  sind  stets  positiv  anzusetzen  und  müssen  den  Cosinxiswerthen  entsprechen. 

jr  cos  (ö  —  L,)  =  R,„  cos{L,„  —  L,)—E,\...       .  ^ 

<,  sin  (G  -  L,)  =  B,„  sin  (L,„  -  L,).  1  '^  ^'^''  '  '^  P*«*  ^^^^ 

^,  die  Sehne  zwischen  dem  ersten  imd  dritten  Sonnenorte,  kann  stets  positiv  ge- 
wählt werden ,  welcher  Bedingung  entsprechend  der  Quadrant  für  [G  —  L,)  be- 
stimmt werden  muss. 

A  cos  ^  cos  (-ff  —  X,f!\  =  McoH  ßf„  —  cos  (l,„  —  X,)  cos  ß,  \ 

h  cos  t  sin  (ff —  X„]  =  sin  [X,,,  —  X^  co&  ß,  l  4)   [vgl.  9)  pag.  292] 

Ä  sin  ^  =  -9f  sin  ß,n  —  sin  ß,\  J 

h  und  cos  ^  sind  stets  positiv  zu  nehmen  und  danach  ist  der  Quadrant  für  [H —  X,,) 
zu  bestimmen. 

cos  9)    :=  cos  ^  cos  (ö  H)    \ 

sin  9)  cos  Q  =  cos  ^  sin  (G  —  H)  \  5)   [vgl.  7)  pag.  292] 
sin  9  sin  Q  =  sin  ^.  ) 

Der  Bogen  Q  wird  in  der  weiteren  Rechnung  nicht  gebraucht,  sin  (p  ist  stets  posi- 
tiv anzusetzen  und  muss  dem  Cosinuswerth  entsprechen,  welche  Bedingung  das 
Mittel  zu  einer  sehr  beschränkten  Prüfung  der  Rechnung  bildet. 

Die    bei    den    Versuchen    auftretenden    constanten    Hilfsgrössen    berechnet 
man  nach: 


*)  Falls  genäherte  Elemente  bekannt  wären,  berechnet  man  {M)  nach  21)  pag.  289  und  22) 
pag.  290. 

0  p  po  1  z  e  r ,  Bahnbetiimmnngen.    I.    2.  Anfl&ge.  g4 
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Amh. II. B. «.IT   =  2A  {t„f (,) 

r=  ^  sin  q) 
Br=  R,  sin  xp, 


log  2k  =  8-536  611  —  10 

T 


/,  =  Ä,  COS  Xpf 


^  COS  (f 


Bfft  = 

Ä„,  sin  \p,„ 


M 


R,„  coB  1//,,.         q 

-Jii T'"  —  ^  cosy. 


M 


6a)    [vgl.  16)  pag.  294] 


Sind  die  Beobachtungszeiten   nicht  bereits  für  Aberration  corrigirt,   und  will 
man  diese  in  der  folgenden  Rechnung  berücksichtigen,  so  hat  man  zu  bestimmen: 

X  =  et I 

^m—h  \  6b)   [vgl.  28)  pag.  297] 

log  a  =  7-3991  —  lo-    I 

Bei  den  weiteren  Versuchen  wählt  man  als  Unbekannte: 

a:  =  log(r,  +  r,,,)«, 

und  wird,  wenn  sonst  keine  Näherungen  bekannt  sind,  beim  ersten  derselben  x  = 
0-301  030  setzen  können ;  mit  jeder  Annahme  über  x  hat  man  das  folgende  Formel- 
system durchzurechnen ,  um  schliesslich  zur  Kenntnis  jener  Werthe  von  r,  und  r,,, 
zu  gelangen,  die  dem  angenommenen  Werthe  von  x  entsprechen: 


ij  = 


(r,4-rja 


,  ri  als  Argument  für  [i  nach  Tafel  VII. 


7a)   [vgl.  17)  pag.  294] 


cos  ^  =  -}^(r,  4-  T„f\a  ,  ^  stets  im  ersten  Quadranten. 

cos  Of  und  cos  0„,  stets  positiv. 
r,  =  B,  sec  ö„  ,       r,„  =  C,„  sec  0,„ 

y  =  log(r, +  n,,)^; 

y  mufis  mit  x  identisch  sein  (x  =  y),  wenn  über  x  die  richtige  Annahme  gemacht 
wurde:  im  Allgpmeinen  vrird  aber  eine  DiflFerenz  auftreten,  welche  man  zur  ge- 
naueren Bestimmung  des  Werthes  der  Unbekannten  verwenden  kann,   indem  man 

rechnet : 


n  -  1  +{sm  0,  +  3f  sin  d„,)  ^^'^ ,     log  ^  =  ^ 


7b)   [vgl.  21)  und  26) 
pag.  295] 


x'  ist  der  für  den  folgenden  Versuch  anzuwendende  verbesserte  Werth.  Die  Durch- 
rechnung der  Fürmein  7a)  und  7b)  ist  so  lange  fortzusetzen,  bis  y  =  a:  gefunden 
wird :  unter  strenger  Befolgung  der  hier  gegebenen  Ausdrücke  wird  meist  der  dritte 
Versuch  dieser  Bedingung  genügen.  Sind  die  Beobachtungen,  wie  dies  bei  ersten 
immun  ^en  der  Fall  ist,  noch  mit  der  Planetenaberration  behaftet,  so  wird 
eren  Kinfluss  zu  berücksichtigen,  nach  jedem  Versuch  noch  rechnen  müssen: 


i 
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dlogQ^ 


h  siu^ 


{r,  +  n,, 


Anh.  n.  B.  a. 


7c) 


[vgl.  23)  pag.  295 
Lvgl.  29)  pag.  297 


] 


rtg^  +  ^COBCp 
n 

log  ?;  =  log  (r  tg^  +  f  cos  fp)  +  rflog  Q^ 

rf log r  =  —  x(>; ,  rf log  A  =  x(>;; 
rf  log  T  und  rf  log  -^4  sind  die  Verbesserungen,  welche  man  an  die  bezüglichen  in  6a) 
ermittelten  Constanten  anzubringen  hat,  um  der  Aberration  Rechnung  zu  tragen, 
und  auf  welche  auch  in  der  Formel  7a)  Rücksicht  genommen  werden  muss;  sie 
sind  meist  so  klein,  dass  die  aus  dem  ersten  Versuch  erhaltenen  Werthe  derselben 
auch  für  die  späteren  beibehalten  werden  dürfen.  Die  Berechnung  der  Formeln  7c) 
und  der  daraus  resultirenden  Correctionen  hat  zu  unterbleiben,  wenn  die  Aber- 
ration bei  der  Vorbereitung  der  Beobachtungen  für  die  Rechnung  auf  Grund  anderer 
Näherungswerthe  vollständig  berücksichtigt  wurde,  oder  wenn  man  sich  bei  einer 
ersten  Bahnbestimmung  mit  einer  geringeren  Genauigkeit  begnügt. 

Ist  die  Bedingimg  x  =  y  erfüllt,  so  berechnet  man  mit  Hilfe  der  Zahlen  des 
letzten  Versuchs  die  beiden  geocentrischen  Distanzen: 

^,  =rtg;^  +  f 

hat  die  Planetenaberration  noch  keine  Berücksichtigung  erfahren,  und  soll  dieselbe 
nicht  völlig  übergangen  werden,  so  sind  die  Beobachtungszeiten  beziehungsweise 
um  die  Beträge: 

-  a>„     -  a'Q^  \i  +  [M-  I)  ;^j ,    -  a'q„  ' 

loga'=  7-7613  —  10, 
zu  verbessern  und  die  so  erhaltenen  Werthe  in  den  weiteren  Rechnungen  statt  <„ 
t„^  t,„  zu  verwenden.  Aus  q,  und  q„,  werden  nach  den  Formeln  des  Abschnittes  C 
(pag.  670)  die  Elemente  bestimmt. 


cos 


^  I  Sa)   [vgl.  27)  pag.  296] 


8b)   [vgl.  pag.  296] 


ß,  2.  Methode. 
tg/sin(A„  — IT)=tg/?,, 

tg/cos(A.  — JT)  =  — 1^',     /<90^ 
Pitt  —  Pf 

Z  =  sin  ßf  cotg  / —  sin  [l,  —  ITjcosß, 
iV  =  sin  {l,„  —  JI)  cos  ß,„  —  sin  ß,„  cotg  J 

li*    =  2h  [t„, ^,),      log2^  =  8-536  611  —  10 

t'   =  2h[t„,  —  t,)i 

^  =  N'^^^  ^-^^ ^ >  ^--(ÄHhXJ» 

cos  ip,  =  cos  ß,  cos  {l,  —  L,) ,  cos  ifj„,  =  cos  ß,„  cos  {X„,  —  L,„) 

sin  if/,  cos  P,  =  cos  ß,  sin  [l,  —  L,] ,     sin  ifj,„  cos  P,„  =  cos  ß,„  sin  {X,„  —  L,„) 
sin  ifj,  sin  P,  =  siaß,  ,     sin  ifj,„  sin P„,  =  sin/?,,, ; 


Anh.II.B./). 


[vgl.  12a)  pag.  285] 

0    [vgl.      4)  pag.  275] 

[vgl.    20)  pag.  289] 


2)     [vgl.  3) 
pag.  291] 


*j  Falls  genäherte  Elemente  bekannt  sind,  berechnet  man  [M)  nach  23)  pag.  290. 
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}" 


[vgl.  ii)  pag.  292] 


.u.B.|9.die  Bogen  P,  und  P,„  werden  in  der  weiteren  Rechnung  nicht  gebraucht;  %in  \f},  iind 
sin)/;^,,  sind  stets  positiv  anzusetzen  und  müssen  den  Cosinuswerthen  entsprechen, 
y  cos  (G  —  i,)  =  R,„  cos  [L„f  —  L,)  —  B, 
^  sin  (G  —  L,)  =  Ii„,  sin  (L„,  —  L,) . 
ffj  die  Sehne  zwischen  dem  ersten  und  dritten  Sonnenorte,  kann  stets  positiv  ge- 
wählt werden ,  welcher  Bedingung  entsprechend  der  Quadrant  für  [G  —  L,)  be- 
stimmt werden  muss. 

h  cos  ^  cos  {H  —  X„,)  =  M  cos  ß„,  —  cos  {X,,,  —  A,)  cos  ß,  \ 
A  cos  ^  sin  (fl^  —  X,„)  =  sin  (l,„  —  l,)  cos  ß,  i  4)   [vgl.  9)  pag.  292] 

h  sin  ^  =  3f  sin  ß„,  —  sin  ß, ;  ) 

Äcos  ^  ist  stets  positiv  zu  nehmen  und  danach  ist  der  Quadrant  für  (H — X„,)  zu  bestimmen, 
cos  9  :=  cos  ^  cos  (G  —  H)  \ 
sin  qp  cos  Q  =  cos  ^  sin  (G  —  H)  i  5)   [vgl.  7)  pag.  292] 
sin  9)  sin  Q  =  sin  ^.  j 

Der  Bogen  Q  wird  in  der  weiteren  Rechnung  nicht  gebraucht,  sin  (p  ist  stets  positiv 
anzusetzen  und  muss  dem  Cosinuswerth  entsprechen,  welche  Bedingung  das  Mittel 
zu  einer  sehr  beschränkten  Prüfung  der  Rechnung  bildet. 
i/=cos/?,„cos^cos(-ff — X,„)  +  sin/?wSint,     ?    =  2g[vcos(p — co6ß,„cos{G  —  X,n)} 


o 

4^ 


In  den  folgenden  Versuchen  wählt  man  als  Unbekannte: 

und  setzt  beim  ersten,  wenn  sonst  keine  Näherungen  bekannt  sind,  x  =  \og{R,+  R,,,) , 
wodurch  die  Grösse  m  in  diesem  ersten  Versuche  der  Null  gleich  wird;  mit  jeder 
Annahme  über  x  hat  man  ^as  folgende  Formelsystem  durchzurechnen,  wm  schliess- 
lich zur  Kenntnis  jener  Werthe  von  r,  und  r„f  zu  gelangen,  die  dem  angenommenen 
Werthe  von  x  entsprechen. 

rj  als  Argimient  für  /u  nach  Tafel  VII 


n 

== 

1  cos  9p , 

f, 

=  Ä, 

cos «/», 

n 

= 

V 

~h       ' 

U 

=  Ä„, 

cos«/», 

A 

= 

geinip  , 

B. 

=  i?, 

sin  \\), 

0 

= 

B,„ 

=  Ä« 

aint/f, 

v  = 


{r,+r,„); 


i 


V{r,+r,„), 
X=m0(i  +mW), 


cosö,  und  cosö,,,  stets  positiv. 


r,  =  B,  sec  0, 


tn 


cos 


tg  d,„  =  2! 


(r,  +  r,„),* 


'        Jr/f 


r,„       =  B„, 
y  =  log(r, -t-r,,,)^. 


sec  ö«. 


7a)     [vgl.  8) 
pag.  305] 
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y  muss  mit  x  identisch  sein  [x=^y)^   wenn  über  x  die  richtige  Annahme  gemacht  Anh.  u.b.| 
wurde ;    im  Allgemeinen  wird  jedoch  eine  Differenz  auftreten,    welche  man  zur  ge- 
naueren Bestimmung  des  Werthes  der  Unbekannten  für  die  weiteren  Versuche  ver- 
wenden kann,  indem  man  rechnet: 


8iny  =  iy^,     y<90°,     tgiy  =  - 


a    = 


J^ 


(r,  +  r„J.2(r, -HrJ,»         4x' 


ZF 


log  ^1  =  4  (y  —  ^) 


'^         Aising         *^|      2«8in^      ^    \\ 
P  =  {sin  0,  4-  3f  sin  0„)  Q  -[-  a  sin  0„, 


X  — 


yb)     [vergl.  lo)  und  ii) 
pag.  306] 


x'  ist  der  für  den  folgenden  Versuch  anzuwendende  verbesserte  Werth.  Die  Durch- 
rechnung der  Formeln  7a)  und  7b)  ist  so  lange  fortzusetzen ,  bis  y  =  a:  gefunden 
wird  ;  unter  strenger  Befolgung  der  hier  gegebenen  Ausdrücke  wird  meist  der  dritte 
Versuch  dieser  Bedingung  genügen.  Sind  die  Beobachtungen,  wie  dies  bei  ersten 
Bahnbestimmungen  der  Fall  ist,  noch  mit  der  Planetenaberration  behaftet,  so  wird 
man,  um  deren  Einfluss  zu  berücksichtigen,  nach  jedem  Versuch  noch  rechnen 
müssen : 


dq,„       =jfrfe,4.a(^.^) 
log«      =7.3991  —  10; 


'  7c)   [vgl.  12)  und  13)  pag.  307] 


rflogi:"  ist  jene  Correction,  welche  man  an  den  früher  gefundenen  Werth  von  logx'' 
anbringen  muss,  um  der  Planetenaberration  Rechnung  zu  tragen;  dieselbe  ist  meist 
so  klein,  dass  ihr  aus  dem  ersten  Versuch  erhaltener  Werth  auch  für  die  späteren 
beibehalten  werden  darf.  Die  Berechnung  der  Formeln  7c)  und  der  daraus  resul- 
tirenden  Correctionen  hat  zu  imterbleiben,  wenn  die  Aberration  bei  der  Vorbereitung 
der  Beobachtungen  für  die  Rechnung  auf  Grund  anderweitiger  Näherungswerthe 
vollständig  berücksichtigt  wurde,  oder  wenn  man  sich  bei  einer  ersten  Bahnbe- 
stimmung mit  einer  geringeren  Genauigkeit  begnügt. 

Ist  die  Bedingung  x  =  y  erfüllt,  so  liefern  die  Zahlen  des  letzten  Versuches 
die  beiden  geocentrischen  Distanzen  q,  und  q„, ,  aus  welchen  nach  den  Vorschriften 
des  Abschnittes  ^C  (pag.  670)  die  Elemente  abgeleitet  werden.  Hat  die  Planeten- 
aberration noch  keine  Berücksichtigung  erfahren,  und  soll  dieselbe  nicht  völlig 
übergangen  werden,  so  sind  die  Beobachtungszeiten  beziehungsweise  um  die 
Beträge: 
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Anh.  II.B./*. 


—  a>, ,     —  a'  L,  +  {q„,  —  Q,)  ~| ,     —  a'Q,„  1   ^x    r     i        x  ^ 

l  ^  '  >  8)   [vgl.  14)  pag.  307] 

loga'  =  7-7613  —  10,  ) 

zu  verbessern  und  die  so  erhaltenen  Werthe  in  den  weiteren  Rechnungen  statt  t,, 
t„,  t„,  zu  verwenden. 


C.  Bestimmiuig  der  Elemente  ans  q,  und  q„,. 
Bestimmung  der  heliocentrischen  Längen  /  und  Breiten  J.  — 

Anhangn.c. r, cosft, cos(/,— X,)  =^, coB ft co8{A,— X,)— i?, ,  r,„coab,„ coB{l„,^L„,)=Q,,, CQ6ß„,cos{X,„—L,„)^Il,„  I  "l  rt 

r,cosb,Bin(l,—L,]^Q,coBß,  Bm{X,—L,)         ,  r„,coBb,„Bixi{l,„-'L,„)=Q„,eoBß,„Bin{X,„—L,„)  l  -^^ 

r,Bmb,=Q,Binß,  ,  r,„sin6„;-=^,„8inA;,;  J  — ±^ 

r,  und  r,„  müssen  mit  den  im  letzten  Versuche  für  diese  Grössen  gefundenen 
Werthen  identisch  sein ;  in  den  folgenden  Rechnungen  bedarf  man  nur  der  Werthe 
tg  b,  und  tg  b„„ 

Bestimmung  der  Neigung  »  und  des  Knotens  Q.  —  Es  ist  »zwischen 
den  Grenzen  o®  und  180®  eingeschlossen,  tg»  erhält  das  Vorzeichen  von  sin(/w  —  /,), 
wonach  der  Quadrant  für  (/,  —  Q)  zu  bestimmen  ist. 

tg»sin(;,—  Q)=  tgi,  j 

Bestimmung  der  Argumente  der  Breite  u,  — 

i.^,,  _  8in(/,--Q)coBt4-tg6,  sint  sin (/,,, --  Q ] coat  -f  tg b,„  sin t     \  3a)      [vgl.   4) 

^^'''  ~  cos(/,-Q)  '     ^^'''"  —  co8(/,,-  Q)  •  /     pag.  103] 

Zur  Quadrantenbestimmung  gilt  die  Regel,  dass  sinu  das  Vorzeichen  des 
Zählers,  cos  u  jenes  des  Nenners  erhält ;  als  Probe  dient : 


T=  2k  {t„,  —  t,)j     log  zk  =  8536  61 1  —  10  \ 


sm 


!(«,„-«..)= /'^ ->;;:: - -"''  odertgiK-«j=]/('  ^H'^  '^') . 


3l>)   [vgl.  7) 
pag.  103] 


die  aus  den  obigen  Bestimmungen  von  u,  und  u,„  resultirende  Differenz  der  Argu- 
mente der  Breite  muss  mit  diesen  Probewerthen  innerhalb  der  Unsicherheit  der 
logarithmischen  Rechnung  stimmen;  die  auftretenden  kleinen  Unterschiede  können, 
wenn  mit  {u„,  —  u,)^  der  aus  den  Argumenten  der  Jireite  abgeleitete,  mit  {u,„  —  u,)p 
der  aus  der  Probe  sich  ergebende  Werth  bezeichnet  wird,  in  folgender  Weise  ver- 
theilt  werden: 

JU,    =  \  {(U„,  —  tt,)rf  —  {u„,  —  tt,)p}  1 


Ju,„  =  —  Ju,. 
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Bestimmung    der    wahren    Anomalie    v,    des    PerihelabstandesAnbangn.c. 
q  und  der  Länge  des  Perihels  tt.   — 

-«  cos  iv,  =  --^ 

Vy  stets  positiv.  i  4)  [vgl.  42)  pag.  109] 

CO    =  w,  —  V,  =  «w  —  v,„ 
jrr  =  (o  -\-  Q. 
Bestimmung  der  Perihelzeit.  —  Mit  den  Argumenten  v,  und  v,,,  ent- 
lehnt man  der  Tafel  IV  die  Werthe  von  M,  und  M„,j    welche  beziehungsweise  das 
Vorzeichen  von  v,  imd  Vf„  erhalten  und  findet  so: 


T=t,   —M,q 


i 


5)    [vgl.  41)  pag.  109] 


T=t,„  —  M,„q'^ 

Die  Übereinstimmung  beider  Werthe  ist  eine  gute  Prüfung  für  die  Richtig- 
keit der  Rechnung,  etwaige  kleine  Differenzen  werden  gleichmässig  auf  beide  Re- 
sultate vertheilt. 

D.  Darstellung  des  mittleren  Ortes. 


M„- 


Anh&ngILD. 


„i 


Q) 


2) 


mit  M„  aus  Tafel  IV  die  wahre  Anomalie  v„. 
r„  =  5' secit;,,2 

U„  =  V„  +  7t  ß   =  V„  +  CO 

q„  cos  ß^,  cos  [X^,  —  Q)^=ir„  cos  u„  +  B„  cos  [L„  —  Q) 
.  q„  cos  /9°  sin  [X^,  —  Q)  =  r„  sin  w„  cos  %  +  i^//  sin  [L,,  - 
^„  sin  /J,7  =  ^'f  si^i  <^^^  siii  *• 
Hierdurch  erscheinen   die  Länge   und  Breite   des  mittleren   Ortes  den  Ele- 
menten  gemäss   bestimmt ;    der  Unterschied  im  Sinne :    Beobachtung  —  Rechnung 
gibt  die  Darstellung  des  mittleren  Ortes,  wobei  die  in  der  Länge  auftretende  Diffe- 
renz durch  Multiplication  mit  cos  ß„  auf  den  grössten  Kreis  zu  reduciren  ist.    Sind 
die  Fehler  klein ,   so  können   sowohl   die  Beobachtungen ,   als  auch  die  Rechnung 
und  die  für  die  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen  eingeführten  Näherungen  als  hin- 
reichend richtig  bezeichnet  werden,   und  es  müssen,   wenn  die  letztere  Bedingung 
erfüllt  ist,  die  je  nach  der  befolgten  Methode  zu  berechnenden  Werthe: 

mit  dem  früher  ermittelten  Werthe  von  cotg/  völlig  übereinstimmen;  etwaige 
Unterschiede  werden  auf  eine  in  dieser  Richtung  mögliche  Verbesserung  hinweisen 
und  können  nach  einem  der  auf  pag.  2 99  ff.  zusammengestellten  Verfahren  wegge- 
schafft werden. 


Digitized  by 


Google 


672 


III.    Ermittlnng   der  Balmelemente  ohne   bestimmte  Yoraussetzimg 
über  die  Excentricität  aus  drei  Tollständigen  Beobachtungen. 


Anhang  lU. 


Die  Grundlagen  der  Rechnung  sind: 
Beobachtung:     -^^^'-    ^^g'" 

2  t„  kff 

3  ^w  ^w 


beobacht. 
Breite  • 

Sonnen- 
länge : 

?. 

L, 

ß.' 

L„ 

ß„, 

L.„ 

Sonnenbreite :  log  (Sonnendistans): 

B,  log  R, 

B„  log  jR„ 

B„,  log  R„„ 


In  der  Regel  wird  man  B,  =  B„  =  B,,,  =  o  annehmen  dürfen ;  sollte  dies 
bei  einer  oder  der  anderen  Beobachtung  nicht  möglich  sein  (wenn  die  geocentrische 
Breite  sehr  klein  ist,  etwa  ß  <C  ^^)j  so  wird  man  die  entsprechenden  parallaktisch 
veränderten  Breiten  der  Sonne  einführen:  die  aus  diesen  Grössen  entstehenden 
Correctionen  sind  in  der  Folge  mit  relativ  kleineren  Lettern  gedruckt.  Die  hier 
gegebene  Zusammenstellung  der  Formeln  ist  nur  dem  Fall  angepasst,  dass  die  erste 
Hypothese  zur  Ermittlung  der  Elemente  ausreicht. 


K  = 


—  sin  ß,  cos  ß„  cos  ß,„  sin  (l,,,  —  l„)  +  \ 
+  cos  ß,  sin  ß„  cos  ß„,  &m{X,„  —  A,)  —  l  la)   [vgl.  i)  pag.  352] 

—  cos  ß,  cos  ß„  sin  ß,„  sin  (X„  —  X,).     ) 

Ist  K  sehr  klein,  so  ist  eine  sichere  Bahnbestimmung  aus  drei  Orten  nicht  zu  er- 
warten; bezeichnet  man  mit  J  den  Abstand  der  äusseren  Orte,  für  welche  Grösse 
es  genügt  eine  Schätzung  einzuführen ,  so  wird  die  relative  Unsicherheit  in  K  be- 
stimmt sein  durch: 


dK sin  5' 


^sin^.  I  ib)   [vgl.  17)  pag.  368] 


cos  ip,  =  cos  ß,  cos  (X, — L,) 
sin  ipf  cos  P, = cos  ß,  sin  {X,  —  L,)     ,     «x**  ^,„  ^^o  ^  ,„  —  v^o  f^,,,  öx«  ^/v,„  - 
sin  ip,  sin  P,  =  sin  ß,  —  cos  tp,B,  arc  1 " ,     sin  xp„,  sin  P„,  =  sin  ß,„ — cos  ifj,,^ 

sin  xp,  und  sin  xp,„  werden  stets  positiv  zu  wählen  sein. 

N,  =  JR,  cos  i//.  ,  N„,  =  R,„  cos  iD,» 


sini/;, 

Nf  =  JR,  cos  ip, 

D,  =  2tf  sin  ip, 


/  sin  F,  =  sin  [ß,„  +  ß,]  sin  l^ 
f,  cos  F,  =  sin  [ß„,  —  ß„)  cos  /,/ 


cos  ip„,  =  cos  ß„,  cos  {X,„  —  L,„) 
sin  ip„,  cos  P„,  =  cos  ß„,  sin  (X„, — L„,) 
sin  xp,„  sin  P„,  =  sin  ß,„ — Qos\p„,B„,  arc  i" 


N„,  =  jR,„  cos  \p„, 
D,„  =  R„,  sin  xp„, 


2)[vgl.3i) 
pag,  360) 


/,,  sin  F,„  =  sin  (ß„  +  /^J  sin  //'     3]    [vergl.  8) 

> 

f,„  cos  F,„  =  sin  {ß„  —  ß,)  cos  //'        pag.  354] 

G„,  =  F,„—{K  +  ir).    • 

Die  Klammerausdrücke  in  G,  und  C,  sind  beziehungsweise  \  [X„  +  X„,)  und  \[X,  +  A^); 
durch  die  denselben  hier  ertheilte  Form  soll  nur  leicht  zu  begehenden  Zeichen- 
fehlem vorgebeugt  werden. 
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A,  =  R,  f,  sin  [G,   +  L,  )  —  sin  (X,„  —  X„)  cos  ß„  cos  ß„,  R,  B,   arc  i" 

B,  =  R„f,  sm{G,  +  L„)—  sin  (Ä,„  —  Ä„)  cos ß„  cos  A„  i2„  -B,,  arc  i" 

C,  =  i?„,/  sin  [G,  +  A//)  —  sin  {%,„  —  A,,)  cos  ß„  cos  A„  Ä,„  JB,„  arc  i" 
An,  =  jR,  /^sin  (Gw  +  Z,  )  —  8in(Ä„  —  X,)  cosft  cos ft,  12,  ^,  arc  i" 
B„,  =  R„f,„ sin  {G,„  +  L„)  —  sin(A„  —  Ä,)cos^,  cos  A,  E„  B„  arc  i" 
C„f  =  i?,„/„,8in  (Cr^,  +  L„^  -  sin(A„  —  ÄJcosi?,  cos^,  ^„,B„,sic  i". 


AnhftDg  in. 


4)      [vgl.  9) 
pag.  3541 


Die  von  den  Zwischenzeiten  abhängigen  Grössen  werden  gefunden  nach: 


T,  =  A  (t,„  —  ^„) 
T„  =  k  {t,„  —  t, ) 
%,„      =  k[t„  —  t,) 


,       log  A  =  8-235  5814—10 
^  log(— 4)  =  0111249387 


"'     =(1'?)"'"    +(S^>'" 


/     AT 


5)  [vgl.  20)  und  24)  pag.  358] 


Die  auftretende  höhere  Gleichung  wird,   wenn  sonst  keine  Näherungen  bekannt 
sind,  in  der  Weise  aufzulösen  sein,  dass  mau  für  die  Tafel  XIIIc.  die  Argumente: 


V>, 


({/}, +  JV,):i?,  =  m, 


({/},„  +  iV;„) :  R,„  =  1», 


bildet ,   für  welche  sich  zwei  Werthe  von  Ic^  (2  X)    '  ergeben ,   deren  arithmetisches 
Mitfei  mit  log3f  bezeichnet  auf  einen  Näheningswerth  für  x  führt: 


dann  ist: 


log  a;  =  log  Jlf  —  3  log  R„     [vgl.  pag.  366] ; 
((,-N,    ={/},    +(//    +111  Va)^, 

a,,,  -  N,„  =  {/}„,  +  (//,„  +  ni„ 


Im   ersten   Versuche  wird   man   y^  =  o  setzen ;   ^r^  stellt  den  für  den   vor- 
liegenden Versuch  gewählten  Anfangswerth  dar,  welcher  mit  x  identisch  ist. 


*)  Sind  genftherte  Elemente  bekannt,  so  wird  man  den  Gleichungen  6)  die  Form 

Q,  -jv;  ={A  H-(/i;  +iily  +  r,)x 

ertheilen  und  hiersu  F,  und  r,„  aus  den  Näherungswerthen  von  r, ,  r„ ,   r,„ ,   v, ,   v„ ,   v„,  nach  den 
Formeln  35),  36)  und  37)  (pag.  377)  berechnen. 

Oppolxer,  BahnbeiitiBmungeii.    1.   2.  Auflage.  g5 
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tg  e,.,  =  22^-=^ 


COS  6,  und  cos  0,„  stets  positiv, 
r,  =  ((»,  —  N)  cosec  ö, ,        r,,,  =  {q,„  —  N„,)  cosec  ö,, 

^1  =  log  Xg  —  log  Xa 


Ve 


'    l)   [vgl.  3)  pag.  369] 


12)  pag.  371] 


Ist  ya  der  Werth,  der  in  6)  benützt  wurde,  so  wird: 

^^  =  -  I^TtS?  ^«'°  ^'^^^'  +  ^^"  ''"'^^^'"^'y»  -  J'-)  [  8)  [vgl. 
log(—  3  Mod.)  =  o„ii4  9i.  I 

Bezeichnet  man  mit  x^^  den  Werth,  welchen  man  dem  folgenden  Versuche  zu 
Grunde  zu  legen  hat,  so  findet  sich  derselbe  nach: 

log  V  =  log^„  + ^l:^^ rTTTT'  1  9)  t^g'-  '2)  P^-  371] 

mit  diesem  Werthe  wird  nun  die  Berechnung  der  Formeln  6)  begonnen,  nachdem 
in  dieselben  das  in  7)  gefundene  y^  statt  y^  eingesetzt  wurde ;  die  Durchrechnung 
der  Formeln  6) — 9)  ist  so  lange  fortzusetzen,  bis 


•^/i  —  ^* 


wird,  wozu  meist  der  zweite  Versuch  ausreicht*).  Sind  die  wahren  Werthe  von 
x  und  y  ermittelt,  so  geben  die  Zahlen  des  letzten  Versuches  die  geocentrischen 
Distanzen  q,  und  q„,  nach: 


q,  =[q,  -N,]  +  N, 

Qm  —  (?,,/ N,„)  + 


aus  welchen  die  Elemente  abgeleitet  werden.  Hierzu  wird  man  sich,  da  die  vor- 
stehenden Formeln  einer  Planetenbahnbestimmung  angepasst  sind,  der  folgenden 
Relationen  zu  bedienen  haben: 


i{l,„^L,„)=  Q,„  cos  A,,  8in(A,,,— i,,,)  V  ?  -^ 

r,„  sin  6,„=  q,„  sin  ß,„  —  R»,  B„,  »rc  x".  J  ^^ 

=  tgJ,  I 

^tg^,,-tg5,C08(/,,~/J.    \  12)    [vgl.  i)   pag.  102] 
sin  (/,,-/,)  '    ) 


\     r,  cos  h,  sin(/,— X,) =^,  cos  A  sin(A, — L,) ,  r„,  cos h,„  8in(^ 

r,  sin  6,=^,  sin/J,  —  B,  B,  »rc  1" , 

tgt  sin(/,  —  Q)==  tg  J, 

tg  «cos  (/,  —  Q)  - 

tg  i  hat  das  Zeichen  von  sin  [l,„  —  /,) ,    also  für  Planetenbahnen  stets   das  positive, 
tgw,  =  tg(/,  —  Qjsec» 


«  \ 

.  }  13)  [vgl.  3)  pag.  102] 


tg  u,„  ~  tg  (4  —  Q)  sec 

sin  u,  und  sin  u„,  sind  beziehungsweise  mit  sin  b,  und  sin  b,,,  gleich  bezeichnet.   Die 
für  Aberration  verbesserten  Zeiten  sind: 


*)  Für  den  Fall,  dass  weitere  Hypothesen  gebildet  werden  mflssen,  yeigleiche  pag.  376. 


Digitized  by 


Google 


675 


lO 


T„  =  t,,—  a'  \q,  +  (^,„  —  Q,)  j^^fErt}  y   '^^g"'  =  7-7613  —  10; 
die  Correctionen  werden  in  Einheiten  des  Tages  erhalten. 

f.  =  i{u,,  —  u,)       ,  t"  =(?;,,  — r,)A  ,     logÄ  =  8.235  5814 

<■  =^'V.^,T-'.  K  -ppfe;   .     ■«51  =  9-9.0  8,88-  .0. 
^„  mit   dem  Argumente   w  aus  Tafel  IX;   für  tr  wird  bei   Planeten- 
bahnen mit  genügender  Genauigkeit  zu  setzen  sein: 
to  =  sin  \f„^. 
logij,,^  mit  dem  Argumente  h„  aus  Tafel  VIII. 


Anhang  III. 


14)  [vgl.  14)  pag.  307] 


w  =^^  —  ln  =  sin  y„^. 


-.J 


4  V 


15)  [vgl.  26) 
pag.  89] 


Eine  Wiederholung  der  Versuche  zur  Auflösung  dieser  Gleichungen  ist  in 
den  hier  vorausgesetzten  Fällen  nicht  nöthig,  es  wird  sogar  meist  genügen  ^„  =  o 
zu  setzen. 

sin  \  [F„  —  G„)  cos  | (py^  =  cos  ^(f„  +  ff„)  tg  2(jd„ 
cos  i  [F,,  —  G„)  cos  Iqpy^  =  sin  |  (/,  +  ^„)sec2w„ 
sin  I  [F„  4-  G„)  sin  {(py^  =  cos  \  {/„  —  ff„)  tg  2io„ 
cos  i  [F,,  +  G„)  sin  iyy2  =  sin  |(/,  —  (7jsec2a;,,  I  ^^^   ^^^j    ^^^  ^^^    ^^^^ 

Probe:  y2  =  l^Kf^ 

V,  =  i^f/  —  /«  »     -B/   =  Gw  —  fff, 
v„,  =  JR,  +  /.  ,     -Em  =  G/,  +  9n^ 


__  lv„r,r,„  8in2/,\2 


^  =  -i 


:/?  sec  q)^. 


r 


//    8in  ff 

arc  i" 

Mf„  =  E„, — ^''sin^w 
Probe:  ^=  ^"'Zf^' 


17)      [^^'   ^^)    ^i®   ^^) 
pag.  106] 


log  F  =n  3.550  0066  *  .w^v. .  f ^^ 

TT  =  w,  4-  Ö  —  V.  =  ^fu  +  ö  —  v,„.  }  18)  [vgl.  23)  pag.  106] 
Zur  Darstellung  der  mittleren  Beobachtung  wird  man  zu  rechnen  haben: 
M„=M,  +  (T,  —  Z)^  =  M„,—[Z.  -  T:\ii  ^ 
E„  =  M„  +  e"  sin  E„ 
r„  sin  Vf,  =  a  cos  q)  sin  E„ 
r„  cos  v„  =  a  (cos-E,,  —  sin  q>) 

^,,  cos  ß,f  cos  (A„  —  Q)=.r„  cos  «„  +  Ä„  cos  {L„  —  Q) 
^,,  cos  ß„  8in(A„  —  Q)  =  r„  sin  u„  cos  t  +  I^n  sin  (L,,  —  Q) 
Q„  sin  /5^^  =  r„  sin  u„  sin  »  4-  R„^tf  *rc  i". 


19) 


85* 
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IV.  Ermittlung  der  Balmelemente  ohne  bestimmte  Voraussetzung  über 

die  Excentricität  aus  yier  Beobachtungen,  von  denen  nur  die  äusseren 

YoUständig  dargestellt  werden  sollen. 

A.  Planetenbahn  (die  mittleren  Breiten  werden  nicht  berücksichtigt). 


AnhanglV.A. 


Die  Grundlagen  der  Rechnung  sind: 


Beobachtung : 

I 

2 

3 
4 


mittl.  Berl.    beobacht. 


Zeit: 


Länge: 


beobacht. 
Breite : 


[ßn] 
ßm 


l^^e-"    Sonnenbreite:    log(Sonnendistftnz): 


B,") 
B,. 
B?, 
Bfff 


logÄ. 
logi?« 
log  R,„. 


Die  folgenden  Formeln  beschränken  sich  auf  solche  Bahnbestimmungen,  bei 
welchen  man  mit  der  ersten  Hypothese  ausreicht: 


(^,  =  sin  (X„  —  A, )  cos  /?,    , 

^„,  =  sin  {X„,  —  X„)  cos  ß„,  , 
0,  =  B,  sin  [L,  —  X„)  , 
0„  =  B„  sin  [L„  —  X„)  , 
ö„,    =  R„,  sin  {L,„  —  Xf,]       , 


cf?  =  sin(A«— ^)cos/^, 
cf«  =  sin(A,,  — A,?)co8/J,, 

0?  =  R,  sin  [L,  —  X^) 
0«  =ROf,m[L--X^,) 
0°    =i?,,sin(L„,  — A°). 


[vgl.  6)  pag.  415] 
[vgl.  19)  pag.  426] 


cos  \p,  =  cos  ßf  cos  [Xf  —  L) 
sin  ifj,  cos  P, = cos  ß,  sin  [X, — L,) 

sin  xp,  sin  P,  =  sin  ß^  —  cos  1//,  B,  arc  i",  sin  ip,„  sin  P,„  =  sin  ß, 
sin  xp,  und  sin  ip„,  stets  positiv. 


,  cos  xp,,,  =  cos  /?,^  cos  {K„  —  Lm) 

,  sin  xp,„  cos  P,„  =  cos  ß„,  sin  ( A,„ — i,^) 

coB^„,B,„eaci"; 


,  iV;,,  =  i?,„  COS  xp„^ 

,  2>,//  =  R„f  sin  t//„i 

,  T?     =  A  {t„,  -  C) 

,  logA=  8.235  5814  —  10 

'ög(— I)  =  On^24  9387  ,  logA=  9-726  9987  —  10 

log  A  =  9-477  1213  —  10. 


N,  =  R,  cos  xp, 
D,  =  R,  sin  xp, 

=  Ä  (f,,,  t„] 

=  k(t„  —(,) 
=  a;  [t„f  —  t,  I 


2)  [vgl.  31) 
pag.  360] 


2 


3)    [vgl.  13)  und  14) 
pag-  419] 


*}  In  jenen  Fällen,  bei  denen  wegen  der  Kleinheit  der  geocentrischen  Breite  iß <C  «**J  die 
Einführung  den  locus  fictus  unmöglich  und  die  Anwendung  der  paraUaktisch  veränderten  Sonnen- 
breiten nothwendig  wird,  werden  die  ^-Grössen  nicht  der  NuU  gleich,  und  es  sind  die  mit  relativ 
kleineren  Lettern  gedruckten  Zusatzglieder  in  Kechnung  zu  sieben. 
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^   __  I£._Ol ^//  On    I   Off 


-:-i-^ 


>/0 


Il  ^  JiO' Iw   0?      .c 

tO  m6  t*iii  -.o  ^o  f*w 

''in  ^  tii  '■in  ü  III 


^,T,t    0f 


V,  =4r, 


'cf. 


4^r^ff 


0«. 

Ulli 


4^5" 


OJ 


®t^ 


4*/   *W  ^o 


^      ^f      Qf     IT     '  hl      Oll    TT     if 

^,  =  '—  y  J^w  — r"  ■;r~  ''^'" 

*ff f  U   W  * W  (J   w 


7r"== 


*»//  U    llf 


fjo'. 


T^0? 
•w/  ü   fW 


AaliMi(IV.A. 


,  4)    [vgl.  i8)  pag.  419, 
420] 


^            T     iT 

^ni  u  III 

^0  —  »0  ^0 

*lll  U   III 

(T III 

|tO  —  *  f  (T  '    „o' 
''f  —  -0  J^o  t^ni 

*iii  \J  iit 

f?  =  4^?2$i 
(Till 

^5) 

[Vgl. 

18)  pag.  419,  420 

V    h     (fl     TT    f 

•w  <T  III 

«0            *  '  (7    f     FTO' 

Af              .0  J^O    ''■III 
*lll  (J    III 

I     =a  —  a„, 

V    =l(o  +  ao)     1 

/»<•)  =  X,  -  X?     , 

B<'>  =i(x, +  x?) 

,6) 

[Vgl. 

i6j  pag.  419  und 

^2)   =  V,  _  yO      ^ 

B(J)  =  i  (n  +  »'?) 

18)  pag.  420] 

/?(S)   =  ;r,  -  TT?  , 

BP)=|(^,+;r°)J 

//  =d^-d  , 

F//=i{«J„  +  «J)      1 

«(')  =a?--ff,   , 

£!•>   =  i(ff?  +  a,) 

7) 

[Vgl. 

16)  pag.  419  und 

c(J)    =t;°  — V,    , 

£(»)   =  1  [v°  +  t;,) 

18)  pag.  420] 

e(3)  =  X?  -  Z,   , 

£"'   =i(Z?+Z')-  ' 

Die  Unbekannten: 

^ 

—        '                  ü  — 

n»  —  n 

Ju 

(r„,  +  r,)»      '      y 

sind,  wenn  sonst  keine  Näheningen  bekannt  sind,  im  ersten  Versuch:  :c  =  o«oi, 
y  =  O'O  zu  setzen ;  die  für  den  betreffenden  Versuch  geltenden  Anfangswerthe 
dieser  Unbekannten  erhalten  den  Index  a. 


IV   =  e<'> +.«»>ya  +  «'%„ 
I+IIIx, 


9'      = 


II+IVx, 


tg<?. 


VI     =  J5<'>  +  fiWy„  4-  B<="ar„ 
VIII  =  £1"  +  £»»>yo  +  £•%„ 

^,„       =  F  +  F/ar«  +  ( F//  +  F/J/a;,)?, 
tg  6>„,  =  ^"•-^"' 

■'-'in 


r,      =  (^,  —  JV,)  cosec  ö, 

I 


^i»      = 


(rf.H-rj3 


=  (?w  —  JV;„)  cosec  ö,„ 


< 


• '    »i« 


Um  für  den  folgenden  Versuch  verbesserte  Werthe  der  Unbekannten  x  und 
y,  welche  durch  [x^-\-Jx)  und  fya  +  ^y)  bezeichnet  werden  sollen,  zu  erhalten, 
rechne  man: 


*)  Sind  genäherte  Elemente  bekannt,  so  wird  man  den  Ausdrücken  7/7,  IV,  VI  und  Ki77 
die  in  16)  pag.  419  aufgestellten  Formen  ertheilen  und  hierbei  die  Formeln  11)  pag.  424  zur  Berech- 
nung der  jy- Werthe  in  den  Ausdrücken  15)  pag.  419  verwenden,  welch  letstere  die  verschiedenen 
;/- Werthe  ergeben;  mit  diesen  berechnet  man  nach  i8b)  pag.  420  zunächst  xf^,  9?,  cu,  und  cu?  und 
daraus  nach  i8a)  pag.  420  (^^),  e(4),  ^4)  und  E^^). 


Digitized  by 


Google 


'S 


678     

A.ha.giv.A. o,  =  ^S+Wx^  '  «'"=  ^^  +  ^^^?'  +  (^^^  +  F7//ar„)a, 

"'  =  i+7-tr— iil'«' sin  «',+  «,„ sin ö,„)   ,  rf,  r=— -J-— j(^,8mö,+/>,„8inö„,) 

^'''  ==  /^  _i!^  ^2  ('*''' «/ sin e,— n «m sin ö,„) ,  d,„  =  i  + ,    2^  \2  (^'"/^' ®"^ ^'~ ^'Z^'" ^^'^ ^'") 

—  =  c,af„        CfffU, 
X^=  d,„n  ,  ^  =  —  ^»^ 

yjr  =  —  ^w^  7  ^y  =  ^f^ 

Jx  =  X^  (a:^  -  Xa)  +  Xy(y,  —  y^) 

^y  =  ^1/  (ya  —  Va)  +  Yxi^e  —  ^a)- 
Die  Versuche  sind  so  lange  fortzusetzen,  bis  x^^  und  y^  mit  x^  und  y^  identisch  ge- 
funden werden ;  dann  berechnet  man  aus  den  im  letzten  Versuch  erhaltenen  Werthen 
von  Q,  und  q,„  die  Elemente  und  die  Darstellung  der  mittleren  Orte  nach  Anhang  m, 
ii) — 19)  (pag.  674,  675);  die  Beobachtungszeiten  sind,  falls  nicht  die  Aberration 
durch  vorhandene  Näherungen  Berücksichtigung  gefunden  hat,  zu  verbessern  nach : 
X   =t,  —  a'q, 

log  a'  =  7'76i3  —  10. 
Die  Darstellung  der  mittleren  Orte  nach  Anhang  III.  19)  (pag.  675)  muss  den  bei- 
den Orten  entsprechend  durchgeführt  werden ;  reichen  die  der  Rechnung  zu  Grunde 
gelegten  Annäherungen  aus,  so  muss  den  geocentrischen  Längen  der  mittleren  Orte 
völlig  genügt  werden,  wie  auch  unter  der  Bedingung  richtiger  Führung  der  Rech- 
nung und  nicht  zu  fehlerhafter  Beobachtungen  die  mittleren  Breiten  innerhalb  der 
Unsicherheitsgrenzen  der  Beobachtungen  dai^estellt  werden  müssen.  . 

B.  Kometenbahn  (die  mittleren  Beobachtungen  werden  durch  grösste  Kreise  ersetzt). 

Anhangiv.B.  Die  Grundlagen  der  Rechnung  sind: 

Beobachtung:    mittl.  BerL Zeit :  beob.  Länge:     beob.  Breite:  Sonnenl&nge:  log  (Sonnendistanz): 

1  t,  l,  ß,  L,  logÄ, 

2  tf,  l„  ß„  L„  logÄ, 

3  t-  ko  ßo  Lo  log  2^0 

4  ^«'  Kh  ßm  l-im  log  üfii' 

In  den  meisten  Fällen  wird  eine  genügende  Annäherung  nur  nach  mehren 
Versuchen  erreicht;  die  folgenden  Formeln  sind  diesem  Bedürfnis  angepasst. 
tg  J  sin  [X„  —  n)  =  tg  ß„ ,        tg  J°  sin  {X°  —  JP)  =  tg  ß° 


•  10)  [vgl.  14)  pag.  307] 


tg  /  cos  [i.,,  —  n)=  ^f--^ ,     tg  J"  cos 

Pf        Pm 


(X°  —  Ji")  =  tg /J,v    I 

,10         ,TO^  _  K.  -»,[')    [^gl-  18)   Pa«-  426] 


tg  J  und  tg  J"  können  stets  positiv  angenommen  werden. 
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^,   =  gin/9, cos  7—8111  {A,  —  27jco8/S,  sin  J"    ,  (f^®  =  sin^^cogJ^ — gin(A, —  i7**)coB/J,gmJ** 

^„,  =  sinU,,,— 77)co8Aw8inJ— sinA^^cosj;  (jT,"  =  8in(X^,— /T^jcosA^sin  J**— 8in/9,„co87'*' 

0,    =  sin  712,  8in(Z,   —77)  ,  ©?  =  sin  J**J2,   8in(X,  —  77<*) 

0„  =  sin  JJ2„  8in(Z,,  —  77)  ,  0»  =  sin  7®Ä,?  sin  (Z°  —  77*>) 

0,„  c=  sin  JR,„  8in  (X,„  —  77)  ,  0,J  =  sin  J°Ä,,,  sin  (X,„  —  77«). 


AiihangIV.B. 


,»)   [vgl.  6) 
pag.  415] 


cosi/;,  =  cos/9,  cos  (A,  —  L^ ,  cos  i//,„  =  cos/9,„  cos  (A,„  —  i,„) 

sin  \\)f  cos  P,  =  cos  /?,  sin  (A,  —  L,) ,  sin  ?//,„  cos  P,,,  =  cos  /?,„  sin  [\„,  —  /,„,) 
sin  i//,  sin  P,  =  sin  /!?,  ,  sin  \p,„  sin  P,„  =  sin  ß,„  3a)  [vgl.  3 1 ) 

sin  \\),  und  sin  ?//,„  stets  positiv.  pag.  360] 

N,  ^=  R,  cos  i//,  ,  iV,,,  =  R,„  cos  e//, 

Z>,  =  iJ,  sin  1/;,  '     ,  />,„  =  Ä,„  sin  \p, 

Eventuell,  wenn  mehre  Hypothesen  gebildet  werden: 

tt78inTr=  sin|(i,„— i,)  sini(P,„+PJ,  Ä sin Ä=  sin |(Z,„—L,) cos |(P,„+PJ 
wj cos  TF  =  cos  1^  {L,„  — i,)  sin  |  [P,„  —P,] ,  hcosH=  cos  ^  (Z,„  — L,)  cos  |  (P,„ — P,) 
fF'  =  TT—  1  {ip.„  +ilJ,)  ,         JI'  =  Ä  +  i(i//,.  —  ip,) 

w  und  A  wird  man  stets  positiv  wählen  dürfen. 

,     logA  --=  8.2355814— 10 


er 


<    < 


HO  ^ 


T,       =  A  (l?„,  —   t,!)    - 

Tfff    =  k  [t,f         tf ) 

Tff       =  K  (t„f  t,  j  5 


/^^r^-^Kx-^^-c^) 


/C  =  -i(r.2 


2),  ^o.__|(^^^2 


P02 


log(—i)=  0^124  9387. 


'  4)   [vgl.  14)  pag.  419I 


V, 


h    0. 

4r, 


(J     f/l 


hf  Off 


(*■„, 


^r,x„ 


®„ 


^t —        -ST  rn 


L?0?  _!ij:©;     ,    Oj?, 

*/»/  CT  w  */f/  (j  w  (J  r; 

il  0°  ,iO'  hi_  0^    ,.0" 

•f//C7  tu  ''tu  (j  //f 


U    tu 


4^,^; 


00 


"o  —  »o  ^ro 

*f/F  <J     ff 


5)    [vgl.  18)  pag.  419, 
420] 


6)   [vgl,  18)  pag.  419,  420] 


/ 


a  —  «o 

X,  -X? 

v.  —  v° 


II  =d^-ö 


B(»=i(x, +x?) 


7)  [vgl.  16)  pag.  419, 

18)  pag.  420] 

8)  [vgl.  16)  pag.  419, 

18)  pag.  420] 


Sind  nur  parabolische  Elemente  als  Näherungen  gegeben,   so  rechnet  man 
die  fünf  jj-Werthe  nach : 
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AnhftBgiy.B. 


statt  Tj     fj, 

vi       <      Vn 
T?        Trn   1    T^ 

rr,   1  r,      r, 
r„,  1  r  °      r„, 

f»/]   = 


(r  +  r') 


(Argument  für  Tafel  VII) 


sin  y  =  [lyl^ 


sin  y* 


9a)     [vgl.  37)  pag-  93] 


'  j  cog  y  008  -}  y* ' 

sind  aber  anderweitige  Näherungen  bekannt,  nach: 


Statt  V  ! 

., 

n„. 

^? 

iS, 

V„ 

M        T 

I, 

h„ 

^? 

»;, 

ht 

.    /' 

/ 

/,.. 

/T 

/^, 

f. 

•  >     »* 

»•» 

»•, 

< 

n 

r, 

^   „     r" 

r„, 

»V, 

r,„ 

r^_ 

"""1 

m  = 


h  = 


(2  cos /]/rr')  3 
m 


tg(45"  +  w 


=  f? 


^  _  sin  i/^  +  tg  2  ft»« 
'  cos/ 


^  — I  =^2(^+i)'  ^=p  — '• 


H-/  +  I        '  '/       *  — ^2^'/-rTy»  -— ^ 

^  mit  dem  Argumente  w  aus  Tafel  IX. 
log  1^2  mit  dem  Argumente  A  aus  Tafel  VIII. 

Mit  den  so  erhaltenen  Werthen  von  {ir\  —  i)  findet  sich: 


9b)   [vgl,  26) 
pag.  89! 


yn,  = 


(>yw— i)— (»7/  — 1) 


fl,X 


v> 


y»  Aw  —  ;ri;^  Mw  •       ,     y-  j  so    r- 


-itl,r/' 


VnX 


Sind   keine  Näherungen  bekannt,    so   hat  man  in  den   folgenden  Ausdrücken   die 
y-Werthe  der  Null  gleichzusetzen: 


r     — i^v'  —  ^-^v" 


=  lI0?./>'_!»Oi 


r    —  Ii^  V  ' 

*w  (T  w 

/j<»)  =  r,„  -  n 
«(3)  =  r?  _  r. 


Tw  (J    / 


o  /» 


T/«  (j  < 


O    /  f/l 


>      '   f  -.0  Jto  fin 

^tn  u  in 


11)  [vgl.  pag.  420] 


,  B»)  =|(r?  +  r,). 

Betrachtet  man  ^,  und  y^  als  Unbekannte,   so  hat  man  die  folgenden  Gleichungen 
durch  Versuche  aufzulösen: 

IV  =  {«<')  +  €<»)}  +  €<^Va    7     VIII  =  {B^>  +  £<^^}  +  E^^^a 


_     IIq,  —  I 
^«     ~III-'IVq, 


n     = 


^p    = 


•in  0,  cosd, 

I 


,   (>,„      =  V+VIx^ +(VII+  Vlllxa)i>, 


ir,,,  4-  r,)! 


sin  B,„           cos  0,„ 

^#r  —  r, 
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Die  Lösung  ist  so  vorzunehmen ,  dass  :  Anhangiv.ß. 

^e  =  ^ai     Ve  =  Va'^ 

gefunden  wird ;  über  die  Art,  wie  die  Lösung  durchzuführen  ist,  vgL  pag.  442  ff. 

Sind  die  Versuche  beendet,  so  rechnet  man  mit  den  Werthen  x  und  y  des 
letzten  Versuches,  und  jenen  Werthen  von  y,  die  zur  Berechnung  der  Werthe  von 
r  [vgl.  11)  pag.  680]  gedient  haben: 


WJ  =  ^t„;  +  ^r,r„,y  +  y,/,   ^o'  =  <  +  ^T^t^y  +  y?,^ 


13)     [vg.  8)  pag.  423] 


und  erhält: 


n„  = 


T,    (1   +3?^^./) 

■  T,,  (I  +  jr*;,/'j 


jJiiJ-xW^ 


m)    [vgl.  9)  pag.  423] 


n)    =  -^ 


T„  [i  +  x^ri 


Die  Hypothesenbildung  kann  als  abgeschlossen  betrachtet  werden,  wenn  die 
verschiedenen  »-Werthe  in  zwei  auf  einander  folgenden  Hypothesen  keine  Aende- 
rung  erfahren.     Sind  noch  weitere  Hypothesen  zu  bilden,  so  rechnet  man : 


8in/,2  =  tr2  cos  {FT'  +  {[0,  +  Ö,.)}2  +  K^  sin{il'  +  \  (ö,  — ÖJ)2 

Die  ö- Werthe  sind  dem  letzten  Versuche  zu  entlehnen. 
r„  sin  2f,„  =  r,„  n„  sin  2/,  ,     r,7  sin  2f%  =  r,„  w,7  sin  if,, 

r„  cos  2f,„  =  r,  n  +  r,„  n„  cos  2/,  ,     r^,  cos  2/?,  =  r,  rP+  r„,  ?i^,  cos  2/, 
r„  sin  2/   =  nn  sin  2/,  ,     r°  sin  2/^  =  r,rP  sin  2/, 

n,cos2/   =  r,„n„+r,n cos 2/,  ,     r,?  C0S2/?  =  n,,<  +  r,n°cos2/, 
Probe:  2/.  =  2/  +  2/.  =  2/?  +  2/«, 


15) 


[vgl.  7)  P-  4231 
[  ,,  10)  p.  423] 


und  benützt  die  bisher  gefundenen  Zahlen,  um  nach  gb)  und  10)  [pag.  680] 
verbesserte  Werthe  für  die  y-Symbole  zu  erlangen,  ermittelt  aus  diesen  nach  11) 
[pag.  680]  r,,  r,„,  r?,  r«  und  daraus  i^^\  €<»),  BS'^\  B^\  welche  zu  einer  er- 
neuten Auflösung  der  Gleichungen  12)  führen;  die  Zahlen  des  wiederholten  Ver- 
suches geben  nach  13)  und  14)  neue  Werthe  für  die  «-Symbole.  Die  Rechnung 
ist,  wie  schon  oben  erwähnt  wurde,  so  lange  fortzusetzen,  bis  die  verschiedenen 
w-Werthe  in  zwei  auf  einander  folgenden  Hypothesen  keine  Aenderung  erfahren. 
Ist  dies  erreicht,  so  beginnt  die  Ableitung  der  Elemente  auf  Grundlage  der  Zahlen 
des  letzten  Versuches.     Aus  q,  und  q„t  findet  sich: 


r,  cos h,  co8(/,— i,)  =  q,  cos A  cos(X,— ZJ— 12, ,  r,„  cos*,,, co8(/,„— Z J « q,„  cos p,„ co8(A,„— Z,„)— Ä,„ 
r,cos6,sin{/,  -X,)«=^,cos/9,8in(Ä,— X,)         ,  r,,,cos6,„8in{/,„— Z„,)  =  ^,„cosA„8in(X„,— XJ 
r,  sin  h,  =  ^,  sin  p,  ,  r,„  sin  \,  =  ^,„  sin  /S,^ ; 


T,  und  r,„  müssen  identisch  mit  den  im  letzten  Versuche  für  diese  Grössen  er- 
schienenen Werthen  gefunden  werden;  man  bedarf  in  den  folgenden  Rechnungen 
nicht  der  Bogen  ä,  und  hi„  selbst,  sondern  nur  deren  Tangenten. 

Oppolzer,   Bahnbestimman^n.     I.    2.  Auflage.  86 
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Aniiangtv.B.  Bestimmung  der  Neigung  i  und  des  Knotens  Q.    Es  ist  t  zwischen 

den  Grenzen  o®  und  i8o",  eingeschlossen,  tg  i  erhält,  so  lange  die  heliocentrische 
l^ewegung  nicht  grösser  ist  als  1 80",  das  Vorzeichen  von  sin  (/,„  —  /,) ,  wonach  der 
Quadrant  für  [/, —  Ö)  zu  bestimmen  ist. 


tg  i  sin  [h  —  ^)  f=  tg  S,  j 

tg  i  cos(/.  -Q)= ^^-r%'-  ^"^i^r"-A .[ 


17)  [vgl.  i)  pag.  102] 


I18)     [vgl.  4) 
/     pag.  103] 


Bestimmung  der  Argumente  der  Breite  w.  — 

. „  ^,  sin  (/,  —  Q )  cos i+t^h,  sini  sin  [l„,  —  Q )  cost  4-  <g5,,, sint 

^^'''-  cos(/,-Q)  '      tgt/,,,-  co8(/,,-Q) 

Zur  Quadrantenbestimmung  gilt  die  Regel,  dass  sinw  das  Vorzeichen  des 
Zählers,  cos  u  das  des  Nenners  erhält.  Als  Probe  rechnet  man  mit  den  Zahlen  des 
letzten  Versuches /„  nach  der  ersten  Formel  in  15)  und  hat  dann: 

2f„  =  u,„  —  u„ 

Bestimmung  von  ri„  und  z  (vgl.  pag.  89  und  410).  — 


m„  = 


(2  C08/„ 


l tfff^^o.,.^_'l/rJ,  7    _  »in  j/,^  +  tg  2 a>,2 


Ä    = 


w  =  '~^'  —  l„,      «    =  (- 


§,,  mit  dem  Argumente  w  aus  Tafel  IX. 
log»2„2  mit  dem  Argumente  ä,,  aus  Tafel  VIII. 


=)' 


19)  [vgl.  26) 
pag.  89] 


Berechnung   der  Excentricität ,    der  wahren  Anomalie  [vgl.  pag. 
410],  des  Perihelabstandes  und  der  Länge  des  Perihels.  — 

2ez  sin  F„  =  [r„,  —  n)  sin/, 


2ez  cos  F,.  =  (^- +^«^ä/.^JT1^ 
cos/,, 

2ez  stets  positiv. 

f/  =  Ff,  — /. ,     v,„  =  F„  +/, 
_  r,r,„  sin /„g 


>  20)   [vgl.  pag.  107  ff.  und  410] 


7t  =  U, V,  +  ^   =  Wf/'  —  ^wr  +   ^ . 

Berechnung  der  Perihelzeit  [vgl.  pag.  410].  — 
(ö),  und  (ö)„,  als  Argumente  für  die  Tafel  XVIII  des  II.  Bandes 


T    =t,  — 


-iL- 


T    =t„,— 


(P,'  tgit;,  +P3'  tglt;,3) 
{P,"'tgi«„,+i'3"'tgit;,„3}. 


21)    [vgl.  p.  107  ff. 
und  410] 


yi  +  e 

Beide  Werthe  müssen  innerhalb  der  Unsicherheit  der  logarithmischen  Rechnung 
stimmen. 
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Darstellung  der  mittleren  Orte.  —  Zunächst  berechne  man: 
«  =  ^,     «  =  4]/^^' »     ß  =  ^E;j  22)   [vgl.  i8)  pag.  73] 
mit  dem  Argumente  e  entlehnt  man  der  Tafel  VI  a  die  Logarithmen  von  /  und  E. 

Mit  den  Argumenten  M„  und  Mf,  aus  Tafel  IV  w„  und  w^, 


AnhangtV.B. 


_  tgjtr,. 


^n      —        j. 


n„  u.  »,7  als  Argumente  für  G  ausTaf.VIb  (n„  u.  n^,  sind  offenbar  nicht  identischl 
??„  u.  w,?und«  als    ,,       ,,   £f  ,,      ,,    VIc  \mitd. Verhältnissen  d. Drei ecksflächenj 
tg^t;,  =  xM„H„  ,  tg^t;«  =  x^,G?, H^, 

(0).  =  €  tg  i  t;.2  ,       (ö)o  =  e  tgit;«2 


^     _?('  +tgiO 


t^„     =  tf„  4-  TT  • —   ö 


=  t;,?  +  TT  —  Q . 


-< 

«»5. 


so 


^,,008^, sin:Ä,,— Q)«=r,,ßinw,,co8i +i2„8in(Z„—  Qy,  ^,?co8A?8in(A,?  —  Q)=r,?8in<cog*4-Ä,y8in(X,?— 0)1^ 
^,,  8inj*„=:r„8inw„8int  ,  (i,?sin/S°c=sr®8intt,?8ini.  J 

Die  so  berechneten  Werthe  von  X,,^  ß„  und  A,7,  ß^  müssen,  falls  die  Näherungen 
hinreichend  weit  durchgeführt  wurden,  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnung 
in  den  durch  i)  [pag.  678]  bestimmten  grössten  Kreisen  liegen.  Es  wird  also,  wenn 
man  die  durch  die  Rechnung  gefundenen  Werthe  mit  (A„) ,  (ß,) ,  [Xf,] ,  [ß^,] ,  die  be- 
obachteten mit  X,,^  ß„j  X^,,  ß^,  bezeichnet,  sich  ergeben  müssen: 


8in  {X„  —  17}        8m  {{X„}  —  JT\ ' 


3^3 


86* 
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Berichtigungen  und  Zusätze. 


pag.  24,  Zeile  17  von  oben  nach  8"8  einzuschalten  »venchieden«. 
,,    34,  Zeile  8  von  unten  wäre  der  Zusat»  zu  machen,  dass  auf  pag.  153  der  Kreutz'schen  Inaugu- 
raldissertation die  Aufschriften  Arg  für  a  und  Arg  fQr  <f  vertauscht  sind. 
,,    89,  5.  Zeile  der  Formel  16)  statt  r/^  lies  log  17*. 
,,    101,  Zeile  16,  17,  18  von  oben  sind  die  Indices  von  rj  statt  oben  unten  anzusetzen. 

,.    106,  Formel  17)  statt  g^^VvV^-    lies  5^2  >^^' 

,,    106,  Zeüe  II  von  oben  statt  14)  lies  4)- 

,,    107,  Zeüe  2  von  unten  ist  der  Formel  die  Bezeichnung  31)  hinzuzufügen. 

,,    108,  Zeile  3  von  oben  ist  die  Bezeichnung  31)  zu  tilgen. 

,,    108,  Zeüe  4  von  oben  ist  nach  8)  einzuschalten  (pag.  82). 

,,    130,  Zeile  3  von  oben  im  ersten  Z&hler  statt  cosa  lies  cos  er. 

,,    152,  Zeile  4  von  unten  statt  Peter's  lies  Peters. 

„    209,  Zeüe  I  von  unten  statt  nx  lies  [n]\. 

,,    210,  Zeile  13  von  oben  statt  nx    lies  [n]x\ 

,,    217,  Zeile  18  von  oben  ist  hinzuzufagen :  hierbei  ist  Jb  das  Increment  der  lunisolaren  Schiefe 

e?  in  der  Zeit  (ix  —  <o) 
,,    243,  Zeüe  r6  von  unten  statt  X,  lies  Ai. 

,f    243,  Zeile  15  von  unten  statt  X„  lies  Xu-  v 

,,    249,  Zeile  8  von  oben  statt  Tafel  Ia  lies  Xa. 
„   259,  Zeile  8  von  oben  ist  der  Factor  arci"  zu  streichen. 
,,    309,  Zeüe  7  von  oben  statt  »der  Coefficientem  lies  »von  afi^. 
,,    363,  Zeile  8,  18  und  19  von  oben  überall  statt  x  zu  setzen  z. 
,,    374,  Zeile  2  von  unten  fehlt  der  Factor  sinP,,,. 
,,    374,  Zeüe  I  von  unten  fehlt  der  Fact^;  sinP,. 
,,   410,  Zeile  a  von  unten  statt  P/  lies  Pi'. 
„   410,  Zeüe  I  von  unten  statt  P/"  lies  Pi"'. 

,,   419.    Im  Z&hler  des  ersten  Gliedes  von  y,?/'  in  de^  Formel  15)  statt  17,7  lies  »?„. 
,,   423.    Im  letzten  Qliede  der  zweiten  Zeile  der  Formel  10)  statt  r^,  lies  r,„. 
,,    432,  Zeile  14  von  unten  statt  x  lies  Xa- 

,,    457,  Zeile  II  rechts  von  oben  statt  »Parallaxe«  lies  »mittlere  Sonnenparallaxe«. 
,,    567.  Im  Kopf  der  letzten  Columne  statt  lO.'^l  lies  10^.^. 
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■"^^^^^ 


^^ä::-- 


A(^(^^      '*       ''"'''■^'^rs 

I^AVa.-^aAj^w.aA/^/^aaaA.^«..  -.'!'- 


.^.^'^'^--.'V^^A.rvAA^' 


.^'^A,AA,^AÄAr 


-^^^^^^^a3;a,,^--- 

AA  *       'nA^A».AA^  . 


vS^JäSM 


.--,^'^^^AA,^'^'^■'^'^^'■ 


^f^^:^>^'^A^AA/^^^^^^^f^^^^r'^^^^^^r^^, 


*^ftw^ 


A'AAA 


A/AAA/^^A/^rvAA^^^ 


Q^hfibrnthnfnung 


,,,PSAf\A/^/ 


'^^.'^^AAr^';^o^Q$©?iftr^^^^ 


:a** 


/^  A»^ft/^' 


,AAAi^AA/^A^n/^.^AAfVAÄÄA*A5>e;;' 


*AA'^/*^AAr\A^^' 


^^*AAAÄ,^^rSA^_ 


?^rf^A^: 


vA/^,AAA,^^^^' 


N^,  ^  A  ^  A  A 


A^A.^^^/^A.A^AAa^,«  , 


WAn^'-    ^ 


./^^^A^l^^AW^^Cr^/^.^AAAAAA'*      . 


■AAA,AAA^, 


ä^5^5aaa^^' 


,AAa^a*,'^ 


'  ------  -  •■^.aaa^a;j>??^^'C?c  :"  *  ^'  - '  ■ ' 


^*KA^Ä^^' 


i/^Ä^A'^'* 


'^^^hl 


MV 
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